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Resumen

En esta tesis estudiamos semdnticas para sistemas interactivos, i.e. sistemas donde la ejecu-
cion de una accién esta controlada por el mismo sistema o por un agente externo. El enfoque
utilizado se basa en tipos de observacidn y nociones de observabilidad. Utilizando una vari-
ante de sistema interactivos se estudia la propiedad de seguridad denominada no-interferencia.
Si un sistema satisface esta propiedad, entonces éste realiza una manipulacién segura de la in-
formacién Ademds estudiamos el problema de definir lenguajes para especificar sistemas de
transiciones probabilistas. El enfoque utilizado se basa en seméntica operacional estructurada
(SOS). En este contexto presentamos el formato ntuff/ntuxf y estudiamos distintas propiedades
del mismo.
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CapituLo 1

INTRODUCCION

“Todo lo que dice este libro

puede ser una gran mentira” !

Debido a los avances tecnoldgicos, los sistemas informéticos se han convertido en parte de
nuestro dia a dia. Estos poseen una gran capacidad de procesamiento y almacenamiento en
un espacio fisico minimo. Ademas, estos sistemas se interrelacionan entre ellos para construir
nuevos sistemas mucho mas complejos. No sélo esto, las posibilidades de comunicacién con el
entorno también son muy variadas debido a que los periféricos de entrada y salida también han
evolucionado. Estas nuevas formas de comunicacion permiten que un sistema informatico pue-
da interactuar de forma bidireccional y continua con personas, con otros sistemas informéticos
y hasta con otros sistemas no informadticos. Bidireccional porque el entorno actia sobre el sis-
tema y viceversa. Continua porque la interaccion se mantiene en el tiempo, lo cual posibilita un
dialogo entre sistema y entorno.

Ante este gran espectro de posibilidades, la finalidad de los sistemas informaticos es increible-
mente variada. Esta puede ser la recreacion, el realizar cdlculos complejos, el simular eventos,
el facilitar y optimizar la realizacién de procesos de informacién, el controlar y garantizar la
seguridad de otros sistemas, etc. Es mas, muchas veces los sistemas informatico manejan infor-
maciones sensibles que no pueden ser reveladas o realizan tareas en las cuales una falla puede
significar la pérdida de vidas humanas. Debido a la complejizacion y a las tareas sensibles que
puede realizar un sistema informadtico, es de suma importancia contar con herramientas formales
para describir y estudiar a los mismos.

Los resultados que presentaremos en esta tesis se enmarcan dentro de la rama de la ciencia de
la computacion que estudia a los sistemas concurrentes. En este tipo particular de sistemas los

'La “cita” es lo que yo recordoba de la cita “Todo lo que dice este libro puede ser una falacia” de Richad Bach en
el libro Ilusiones.



objetos centrales de estudio son los procesos. Los procesos suelen ser sistemas (informaticos o
no) que interactian con otros sistemas (informdticos o no) para llevar a cabo una tarea o funcién.
Los ejemplos de estos sistemas son muy variados: servicios webs, sistemas multiprocesadores,
sistemas distribuidos, sistemas robdticos, sistemas operativos y hasta sistemas bioldgicos.

El concepto clave en este contexto es el de interaccion. La presencia de interaccidon no permite
modelar a los sistemas concurrentes mediante algoritmos o funciones, como en el caso de los
programas secuenciales. En otras palabras, el funcionamiento del sistema como un todo no puede
representarse como sélo una transformacién de estados. Tomemos por ejemplo los siguientes dos
fragmentos de programas [70]:

X:=2 y X=1X=X+1

En un contexto secuencial, para cualquier estado inicial, ambos programas producen el mismo
resultado, i.e. X = 2. Entonces si representamos a los programas como funciones de estados
en estados ambos programas podrian considerarse iguales. Pero en un contexto concurrente esta
igualdad no se comporta como uno esperaria que se comporte. Supongamos un lenguaje para
describir sistemas concurrentes, el cual permite la ejecucion en paralelo de dos programas me-
diante el operador ||. Supongamos que se denota con S || T la ejecucién en paralelo de los
programas S y T, i.e. S y T se ejecutan concurrentemente sobre una memoria comun y las ins-
trucciones de cada programa se ejecuta de forma atémica. Estudiemos ahora cémo se comporta
la paralelizacion de los dos fragmentos de programas con el programa X := 2. Si se utiliza el
primer programa se obtiene
X =2|X:=2

Es este caso, el programa resultante siempre termina en el estado X = 2 para todo estado inicial.
Por otro lado si se utiliza el segundo programa se obtiene

X =1L X=X+1|X:=2

Notemos que si bien se realizé una substitucién con un programa que es “igual” al primero, el
programa que se obtiene es distinto al que se obtuvo anteriormente. Este programa no termina
siempre en X = 2. Si se ejecuta la instruccién X := 2 y luego la instruccién X := X + 1 se obtiene
el estado final X = 3.

El ejemplo muestra que la igualdad que se definié no es preservada por la paralelizacion:
el operador de paralelizacién para argumentos “iguales” puede resultar en sistemas que no son
iguales. Formalmente se dice que la semdntica no es composicional, o que la igualdad de pro-
gramas no es una congruencia.

Una semantica que no es composicional no es deseable porque no permite definir la semantica
de un sistema compuesto en base de los sistemas que lo componen. Esto tiene como consecuen-
cia no poder inferir propiedades del sistema total en funcién de sus componentes o no poder
reemplazar una parte de éste por otra igual, dado que el comportamiento del sistema total podria
cambiar.

En el ejemplo presentado se pueden apreciar dos problemas que estudiaremos en esta tesis:

1. Cémo definir la igualdad entre los sistemas concurrentes.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

2. Cémo se comporta la igualdad con respecto a las operaciones qué se utilizan para describir
los sistemas concurrentes.

Por supuesto, estas respuestas dependeran del modelo que se utilice para representar a los
sistemas de nuestro interés.

El enfoque para modelar sistemas concurrentes depende muchas veces del componente fisico
del sistema. Por ejemplo, el modelo PRAM [51] (parallel random-access machine) es utilizado
para estudiar la complejidad de algoritmos en sistemas con procesadores paralelos, los cuales
pueden acceder aleatoriamente en una unidad de tiempo a cualquier celda de una memoria glob-
al. En este caso la interaccion entre procesos se realiza a través de la memoria compartida. Esta
misma forma de interaccién se utiliza en el caso de los programas presentados anteriormente.
En nuestro caso, estudiaremos sistemas donde la interaccién se realiza directamente entre proce-
sos. Esta interaccion se realiza a través de “mensajes”. Estos mensajes se modelaran utilizando
acciones con el enfoque denominado concurrencia uniforme [9], i.e. no serd de nuestro interés
la estructura interna de la accidn. Por lo tanto, estas acciones pueden representar distintos tipos
de eventos: “se presiond el botén X, “se envia un pedido a una base de dato”, “se produjo un
timeout”, etc. Para especificar el orden en que las acciones se realizan utilizamos sistemas de
transiciones: grafos dirigidos donde las transiciones estdn etiquetadas con acciones. Este marco
se adapta bien para distintos contextos, por ejemplo para describir y verificar protocolos de co-
municacién [74] o algoritmos de exclusién mutua [77]. Pero en algunas ocasiones es necesario
realizar extensiones sobre el modelo para estudiar particularidades del sistema de interés. En es-
ta tesis trabajaremos con dos extensiones distintas: los sistemas interactivos y los sistemas con
transiciones probabilistas.

En los sistemas interactivos [78] las acciones (visibles) se dividen en acciones de entrada y de
salida. Las acciones de entrada modelan las acciones que el sistema espera que el entorno eje-
cute para reaccionar de una forma particular. Las acciones de salida son las acciones que ejecuta
el sistema y producen un efecto en el entorno. Luego de la ejecucion de una accién, no importa
cual sea su tipo, siempre transiciona a un estado particular. La diferenciacion entre acciones de
entrada y acciones de salida se realiza para establecer puntualmente quién controla cada accidn.
Las acciones de entrada son controladas por el entorno; las acciones de salida son controladas
por el sistema. O desde el punto de vista del entorno, las acciones de entrada son controlables
mientras que las de salida no. Existen muchos ejemplos de este tipo de sistemas, estos van des-
de una méquina expendedora de bebidas a un sistema complejo de control que reacciona ante
distintos estimulos del ambiente. Por otro lado, en los sistemas con transiciones probabilistas
luego de ejecutarse una accion se elige el siguiente estado de acuerdo una distribucién de proba-
bilidad. Estos sistemas permiten representar sistemas con més detalles ya que permiten modelar
acciones del tipo “se envia un mensaje y éste llega a destino con una probabilidad 0.9 y se pierde
con una probabilidad de 0.1”.

1.1. Contribuciones
Esta tesis estd dedicada al estudio de los siguientes temas:

= En el contexto de programas interactivos se estudia el problema de definir cuando dos
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sistemas interactivos son iguales.

= En este mismo contexto, se estudia una variante de sistema interactivo que manipula in-
formacién confidencial. Se define cuando uno de estos modelos realiza una manipulacién
segura de informacidn y se estudian distintos aspectos relacionados con la propiedad de
seguridad.

= En el contexto de sistemas de transiciones probabilista se estudia cémo definir operadores
para un lenguaje de especificacion tal que la bisimulacién sea composicional y se estudian
distintos aspectos del método desarrollado.

Versiones preliminares de los resultados presentados en esta tesis se publicaron en los siguien-
tes trabajos:

= “Describing Secure Interfaces with Interface Automata” [56]. Matias David Lee, Pedro
R. D’ Argenio. 2010.

» “A Refinement Based Notion of Non-interference for Interface Automata: Compositional-
ity, Decidability and Synthesis” [57]. Matias David Lee, Pedro R. D’ Argenio. 2010.

» “Semantics for Interactive Sequential Systems and Non-Interference Properties” [58].
Matias David Lee, Pedro R. D’ Argenio. 2011.

» “Probabilistic Transition System Specification: Congruence and Full Abstraction of Bisim-
ulation” [22]. Pedro R. D’ Argenio, Matias David Lee. 2012.

» “Tree rules in probabilistic transition system specifications with negative and quantitative
premises” [59]. Matias David Lee, Daniel Gebler, Pedro R. D’ Argenio. 2012.

1.2. Esquema de la tesis
A continuacién describimos brevemente los contenido de cada capitulo de esta tesis:

Capitulo 2: Se introducen los sistemas de transiciones con acciones de entrada y sali-
da y se definen los supuestos sobre este modelo particular. Se discute por
qué las semanticas definidas para los sistemas de transiciones que no difer-
encian entre acciones de entrada y de salida no se ajustan bien para este
modelo. En funcién de los supuestos se definen un conjunto de posibles
semdnticas para sistemas interactivos. Cada semdntica es representada por
una nocion de observabilidad.

Capitulo 3: El conjunto de acciones de entrada y de salida es dividido en dos nuevos
tipos de acciones: confidenciales y no confidenciales. Sobre esta variacién
del modelo original se definen dos variantes de la propiedad de seguridad
denominada no interferencia. Ambas variantes toman como pardmetro una
nocién de observabilidad. Se estudia distintos aspectos de las propiedades
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de seguridad. Finalmente se presentan dos algoritmos: el primero chequea
si un sistema satisface la propiedad; si la respuesta es negativa, el segundo
sintetiza un sistema seguro (en caso de ser posible y teniendo en cuenta
algunas resticciones).

Capitulo 4: Se presenta un enfoque algebraico para especificar sistemas de transiciones
probabilistas y se presenta una técnica para derivar sistemas de transiciones
que se adecuen a una especificacién particular. Las acciones de entrada y
salida son dejada de lado pues las etiquetas pasan a ser un objeto mera-
mente sintdctico.

Capitulo 5: Se presenta el formato ntufg/ntux6 para especificar sistemas de transiciones
probabilistas. Se demuestra que la bisimulacion para este tipo de sistemas
es una congruencia para todo operador cuya semantica se define mediante
reglas bien fundadas (Def. 5.3.1) en formato ntufg/ntuxe.

Capitulo 6: En este capitulo se demuestra que toda especificacién en formato ntufg/ntuxo
puede reducirse a una especificacién equivalente la cual se encuentra en
formato pntree, una version restringida del formato original, la cual sélo
posee reglas bien fundadas. Como consecuencia resulta que la bisimu-
lacidn es una congruencia para toda especificacion en formato ntuf9/ntuxé.

Capitulo 7: Aqui se estudia el poder de los operadores que se pueden definir con el
formato ntuff/mtux6. Se demuestra que la congruencia inducida por con-
textos del formato ntuff/ntux6, con respecto a la equivalencia de trazas, es
exactamente la bisimulacion.

Capitulo 8: Este capitulo presenta las conclusiones de la tesis y posibles lineas de con-
tinuacién para el trabajo desarrollado.






CapiTUuLO 2

SEMANTICAS DE PROCESOS INTERACTIVOS

2.1. Sistemas interactivos

El término proceso interactivo estd asociado a un proceso que coopera con otras entidades
para lograr un objetivo. Estas entidades pueden ser de diferentes tipos: otros procesos, el usuario
de un sistema, o una celda de memoria. Para estudiar como es esta interaccion se representan los
procesos mediante abstracciones. En estas abstracciones, la forma de interactuar, en su forma
mads simple, estd representada a través de acciones. Por ejemplo, en la Figura 2.1 vemos una
representacion grafica de una mdquina expendedora de bebidas [70]. En esta representacion
podemos ver que la maquina puede estar en distintos estados ({go, g1, 92,93}) Y que en cada
estado puede realizar distintas acciones ({moneda?, café?, té?, servirCafé!,servirTé!}). Notemos
que el comportamiento que modela el grifico es bastante intuitivo: la maquina si se encuentra
en el estado g espera que el usuario inserte una moneda, luego que elija entre té o café y en
funcién de eso servir la bebida correspondiente.

Observemos que s6lo se describen los aspectos que definen cémo es la interaccion entre la
madaquina y su entorno, todo aspecto no relacionado a esto es dejado de lado. Por ejemplo, no
se especifica caracteristicas fisicas de la miquina expendedora, tampoco la forma ni el valor de
la moneda, etc. Entre los aspectos que hacen a la interaccién podemos ver en este ejemplo que
existen dos tipos de acciones: las acciones seguidas por un simbolo “?” y las acciones seguidas
por un simbolo “!”. Las primeras son denominadas acciones de entrada y son las acciones que
son ejecutadas por el ambiente, i.e. las entidades que interactdan con el sistema, y producen un
estimulos sobre el mismo. Este estimulo estd representado por el cambio de estado al realizar
la transicion. Las segundas son denominadas acciones de salida y son las acciones que ejecuta
el sistema y producen estimulos sobre el ambiente. En este ejemplo no se detalla, pero existe
un tercer tipo de acciones, las ocultas o internas, éstas se utilizan para representar acciones
internas del sistema y se indican agregdndoles el simbolo ““;”. Los tres tipos de acciones a su vez
se clasifican en observables o no observables. El primer grupo se compone por las acciones de
entrada y de salida mientras que el segundo por las acciones internas. Esta divisién se debe a que
existe el supuesto de que todo observador del sistema puede observar cualquier accién que no sea
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servirCafé!

B

. moneda? 0

servirTe!

Figura 2.1.: Una maquina expendedora de bebidas

interna. Existe una ultima diferenciacion sobre las acciones: las acciones controlables y las no
controlables. Notemos que un proceso no tiene injerencia sobre las acciones de entrada. Es decir
que si un proceso estd en un estado en el cual sdlo se transiciona mediante acciones de entrada,
el sistema no progresard hasta que el ambiente realice un estimulo habilitado. Por ejemplo, la
maquina expendedora nunca habilitard las opciones de seleccionar café o té si no se inserta
primero una moneda. Por otro lado, el ambiente no tiene injerencia sobre las acciones de salida.
En el ejemplo, luego de seleccionar café como bebida el usuario no podr4 evitar que la maquina
empiece a servirlo. Entonces, con respecto al usuario, las acciones controlables son las acciones
de entrada, mientras que las no controlables son las acciones de salida. Las acciones internas
también se clasifican como no controlables dado que dependen exclusivamente del proceso.

Este tipo de modelos puede representarse formalmente mediante sistemas interactivos de tran-
siciones etiquetadas las cuales definimos a continuacién y denominaremos Autdomatas de Inter-
faces [25,26].

Definicion 2.1.1 (IA). Un Autémata de Interfaz S (IA, del inglés Interface Automata) es una 4-
upla {Q, qo, A,—) tal que Q es un conjunto de estados (o procesos), gy € Q es el estado inicial,
A = AT UAC U A es un conjunto de acciones tales que A (resp. AC,A™) es el conjunto de
acciones de entrada (resp. de salida, ocultas o internas), tal que los conjuntos son disjuntos y—C
0 X A X Q es una relacion de transicion (deterministica en entradas) i.e. si (¢, a,q’),(q,a,q") €
—,a € Al entonces q' = q".

Una parte esencial de la Teoria de Procesos es definir cuando dos procesos deben ser con-
siderados iguales, dado que procesos diferentes podrian exhibir el mismo comportamiento. Una
semdntica define formalmente el comportamiento observable de un proceso. Definido esto, po-
dremos decir que dos procesos son equivalentes si presentan el mismo comportamiento observ-
able.

En [37,38] se presenta un estudio extenso sobre diferentes semanticas para procesos sin tener
y teniendo en cuenta la posibilidad de que los procesos realicen transiciones internas. Sin em-
bargo, en [58] argumentamos que estas semanticas no son acordes para el tipo de sistemas que
queremos abordar, i.e. sistemas interactivos, pues estos presentan caracteristicas distintas. Para
sustentar esta afirmacién primero estableceremos las suposiciones que rigen a estos modelos.

10
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Luego se presentard una segunda miquina expendedora de bebidas. Esta maquina, teniendo en
cuenta las suposiciones establecidas, presentard claramente un comportamiento distinto al de
primera maquina presentada. Compararemos ambos modelos con semanticas para sistemas de
transiciones donde no se realiza la discriminacidn entre acciones de entrada y acciones de salida.
En esta comparacidon podremos observar que estas semanticas no encajan bien para el contexto
de TA.

Suposicion 1. Las siguientes son las suposiciones sobre la interfaz:

(supl) Acciones generativas. El proceso bajo estudio es el que genera las acciones de salida
y las internas. Es el inico que las puede controlar y realizar de manera auténoma. El
entorno solo puede observarlas, pero nunca evitar su ejecucion.

(sup2) Entradas reactivas. El proceso bajo estudio no tiene control de las acciones de entrada
y no puede ejecutarlas de manera autonoma. Sélo podrd avanzar con una accion de
entrada si dicha entrada es provista por el entorno. Es decir que el proceso solo puede
ejecutar una entrada como reaccion al entorno que la provee.

(sup3) Acciones instantaneas. Consideraremos que la ejecucion de cada accion es instantdnea.

(sup4) Reposo. Entre la ejecucion de una accion y la siguiente puede transcurrir un cierto tiem-
po (no especificado por el modelo). Es decir, el proceso bajo estudio tiene la capacidad
de reposar en cualquier estado por una cantidad de tiempo no especifico.

(sup5) Weak fairness. Si un proceso puede ejecutar una accion de salida o interna en un estado,
entonces no reposard indefinidamente y ejecutard una de ellas al cabo de un cierto
tiempo.

(sup6) Ausencia de (la paradoja de) Zenon. En un lapso acotado de tiempo solo se puede eje-
cutar una cantidad finita de acciones.

Las condiciones (supl) y (sup2) establecen quién controla cada tipo de accién. La condicién
(sup3) garantiza que no se podran ejecutar dos acciones al mismo tiempo; ademads, que todo
sistema se encontrard en un estado particular al recibir una accién de entrada y no en medio de
la ejecucidn de otra accién. Esto dltimo es necesario pues las acciones de entrada no son con-
troladas por el sistema. Esta suposicion es estdndar en este tipo de modelos [37]. La condicién
(sup4) establece que el usuario siempre tiene tiempo suficiente para enviar uno o mas estimu-
lo en cada estado. La condicién (sup5) garantiza que el sistema siempre progresa. Finalmente
la condicién (sup6) indica que ese progreso consume una cantidad de tiempo. Las ultimas tres
condiciones serdn necesarias para registros que necesitan modelar nociones relacionadas con el
tiempo de una ejecucion.

En la Figura 2.2 se modela una IA B’, la cual representa una segunda maquina expendedora
de bebidas. La misma tiene un comportamiento erritico, pues luego de que un usuario inserte
una moneda, por momentos ofrecerd s6lo café y por momentos ofrecerd sélo té. Teniendo en
cuenta las suposiciones recién realizadas se puede inferir que la interfaz descripta por B (Figu-
ra 2.1) es distinta a la interfaz descripta por B’. En B, luego de insertar una moneda, un usuario
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servirCafe!

servirTe!

Figura 2.2.: Una expendedora de bebida indecisa

podrd siempre elegir entre café o té; una vez realizada la eleccién, la maquina servird la bebida
elegida. Lo mismo no se puede asegurar en B’: un usuario luego de insertar una moneda po-
drd elegir café o té, pues éstas son acciones que €l controla, pero no necesariamente la interfaz
responderd a ese estimulo. Esto depender4 si la interfaz se encuentra en el estado | o r4.

A continuacién definimos los sistemas de transiciones que no diferencian entre acciones de
entrada y de salida y algunas seménticas para este tipo de modelo.

Definicién 2.1.2 (LTS). Un sistema de transiciones etiquetadas (LTS, del inglés Labeled Tran-
sition System) es una 4-upla {Q, qo, A,—) tal que Q es un conjunto de estados (0 procesos),
qo € Q es el estados inicial, A = AV U A" es un conjunto de acciones tales que A" (resp. A™)
es el conjunto de acciones visibles u observables (resp. ocultas o internas), los conjuntos son
disjuntos y—C Q X A X Q es una relacion de transicion.

Las seménticas con las que trabajaremos son: trace semantic, ready trace semantic y bisimu-
lacion débil. Las definiciones que presentamos estdn basadas en el trabajo desarrollado en [37].

= Trace semantic modela los posible comportamiento lineales observables del sistema (trazas).

= Ready trace semantic es una semantica de trazas decoradas: “semdantica de trazas” porque
se modelan comportamientos lineales; “decoradas” porque ademds es posible saber un
poco més sobre la estructura del sistema. En este caso, en cada estado estable (estados
que no pueden realizar transiciones internas) serd posible conocer que acciones pueden
ejecutarse en ese estado.

= Weak bisimulation es una relacién més fuerte pues ésta considera que dos sistemas son
equivalentes cuando toda transicién que puede realizar un sistema puede ser imitada por
el otro (quizés ejecutando cierta actividad interna) y viceversa. Esta propiedad debe ser
mantenida a medida que se van ejecutando las transiciones en ambos procesos.

Para representar las primeras dos semanticas utilizaremos trazas. Una traza serd el registro de
una secuencia de hechos. En el caso de trace sematic, los hechos que se podrédn registrar serdn
las ejecuciones de acciones visibles. En el caso de ready trace semantic los hechos seran las

12
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ejecuciones de acciones visibles o conjuntos de acciones visibles, los cuales representaran las
posibles acciones que puede ejecutar un estado (estable).

En cambio, para representar bisimulacién débil utilizaremos una caracterizacion relacional.
En este tipo de caracterizacion se define una relacion entre dos procesos, tal que las restricciones
impuesta por la misma garantiza que las observaciones que cada proceso puede realizar son las
mismas.

En la definicién de las semdnticas utilizaremos la siguiente notacién. Denotamos con ¢ N q
a la tupla (¢, a, q’) € —, mientras que con g < se denota la existencia de q’ tal que ¢ N q,

a . T . . a
y con g > el caso contrario. Con ¢ — ¢’ se denota la existencia de a € A tal que ¢ — ¢'.
Con ¢ 7TL> denotamos ¢ —7—> para todo a € A", y en este caso diremos que g es un estado
estable. Una ejecucion desde go es una secuencia finita gpapqia;...q, talque g; € Q,a; € A
y g 4, gi+1 para 0 < i < n. Si existe una ejecucion con todas las acciones internas tal que

desde ¢ se alcanza ¢’, denotamos esto con ¢ = ¢’. Esto incluye el caso ¢ = ¢’. Con ¢ = q

denotamos que existen gy, ¢> € Q tales que g = ¢ N g» = ¢'. Ademas, g = q’ denota g = q

0q = ¢’ sia e A, Una traza de ¢ es una secuencia de acciones visibles ay, .. .,a, € A tal que
ao al an .
q = qo = q1... = gy para algunos estados qo, . ..,q,. Con A(g) denotaremos el conjunto de

acciones observables que puede ejecutar un estado g, i.e. A(q) = {a | g a¢ A }.

Definicion 2.1.3 (Trace Semantic). Dado un LTS S = {Q, qo, A,—) el conjunto de trazas de un
estado q € Q, notacion traces(q), estd definido como

traces(q) = {T}U{a1ay...a,T | a1az . ..a, es una traza de q}

El conjunto de trazas de S, notacion traces(S), es el conjunto de trazas de su estado inicial, i.e.
traces(S) = traces(qo). Dos procesos S y T son equivalentes por trazas si traces(S) = traces(T).

El uso de T al final de la traza en la Def. 2.1.3 para denotar el fin de una observacion por parte
del usuario. Este simbolo también se utiliza en ready trace semantic.

Definicion 2.1.4 (Ready Trace Semantic). Dado un LTS S = {Q, g9, A,—) el conjunto de trazas
ready de un estado q € Q, notacion rTraces(q), estd definido como

rTraces(q) = {T} U rTracesi(q) U rTraces;(q) U rTracess(q)

rTracesy(q) = (A(Q)p | ¢ 4, ¢ € rTraces(q))

{
rTracesi(q) = {ag | A : ¢ — ¢',a € AV, ¢ € rTraces(q’)}
{
rTraces;(q) = {¢ | A" : g = ¢, ¢ € rTraces(q’)}

El conjunto de trazas ready de S, notacion rTraces(S), es el conjunto de trazas de su estado
inicial, i.e. rTraces(S) = rTraces(qo). Dos procesos S y T son equivalentes por ready trace si
rTraces(S) = rTraces(T).

El conjunto rTraces(q) es usado para modelar las acciones visibles que se ejecutan, el con-
junto rTraces,(g) para modelar las acciones que pueden ejecutarse en un estado estable g y
rTracess(q) para considerar las posibles ejecuciones de transiciones internas.
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Definicion 2.1.5 (Weak Bisimulation). Sean S = (Qys, s0,As,—s)y T = (O, t9,Ar,—71) dos
LTS. Una relacion R C Qs X Qr es una bisimulacién débil si para todo s R t vale la propiedad
de transferencia definida por

. a a
1. sis — s entoncest =1 ys Rty
. @ ’ a ’ ’ ’
2. sit— t entonces s = s’ ys" Rt.

Los LTS S y T son weak bisimilares, notacion S ~ T, si existe una bisimulacion débil R tal que
so R 1.

Es directo interpretar una IA S como un LTS. Simplemente debemos tomar como conjunto de
acciones visibles la unién de las acciones de entrada y salida, i.e. AY = A’ UA?. Luego extender
estas definiciones a IA es directo.

Las semdnticas elegidas son interesantes para demostrar nuestra afirmacion pues cubren dis-
tintos espectros de semanticas para LTS. Trace semantic es la mas simple de las semanticas.
Ready trace semantic podria considerarse intermedia, pues si bien refleja comportamientos linea-
les del sistema, tiene suficiente poder expresivo para expresar caracteristicas particulares de cada
estado estable, en este caso puntual, las acciones que el estado puede ejecutar. Observemos la
dindmica de estas semdanticas: dado dos LTS, primero se generan las trazas de cada sistema,
luego éstas se comparan. Esta dindmica deja de lado la estructura de los sistemas y se centra
en las trazas que cada uno puede generar. Esto no ocurre con la bisimulacién débil, pues la
propiedad de transferencia garantiza que los estados relacionados poseen una estructura similar,
i.e. dos estados relacionados pueden imitar las transiciones que puede realizar el otro (quizds
utilizando transiciones internas).

Analicemos cdmo se comportan las semanticas definidas al momento de comparar las IA
By B’. Recordemos que estos sistemas, bajo las suposiciones realizadas para las interfaces,
presentan comportamientos distintos. Si se compara By B’ utilizando trace semantic se obtiene
que ambas interfaces son iguales pues traces(B) = traces(B’). Notemos que las acciones soloTé;
y soloCafé; son acciones internas y por lo tanto no aparecen en las trazas de los procesos. Por
otro lado si usamos ready trace semantic la diferencia se hace presente debido a que

moneda?{café?,1¢?}T € rTraces(qo) 'y moneda?{café?,té?}T ¢ rTraces(rg)

luego rTraces(qo) # rTraces(ry). Notemos que si bien a primera vista pareciese que la bisimu-
lacion débil tiene mayor poder de diferenciacion, en realidad esto no es asi. De hecho, B ~ B’
mediante la relacién

{(QO’ l"()), (511, 1”1), (C]h r4)’ (CIZ’ rZ)’ (C]3, 1"3)}

Esto se debe a que las acciones que se pueden realizar en el estado g; también pueden realizarse
desde r; y r4 quizés realizando previamente algunas transiciones internas.

La equivalencia por ready trace logra diferenciar ambos modelos pues sus caracteristicas per-
miten saber que acciones puede ejecutar un estado estable. En [37, 38] se justifica esta car-
acteristica dotando al usuario con un mend. Este mend muestra que acciones estd esperando
el sistema. Extender esta suposicion al contexto de IA es razonable, pues una interfaz podria

14



CAPITULO 2. SEMANTICAS DE PROCESOS INTERACTIVOS

C cantNormal!

%;

listo;

caramelos?

Figura 2.3.: Una expendedora de caramelos generosa

C’ cantNormal! caramelos?

caramelos?

cantNormal!

Figura 2.4.: Una expendedora de caramelos generosa pero con limite

brindar un mecanismo para informar que acciones de entrada estd esperando. Sin la suposicién
de este mecanismo, no se podria justificar el utilizar la semantica ready trace.

Ya se menciono que en [37,38] no existe la diferencia entre acciones de entrada y acciones
de salida, por lo tanto si utilizamos directamente la semdntica ready trace, el mend también
informara que acciones de salida puede ejecutar un estado y esto podria resultar no razonable.
Para ver esto comparemos las interfaces C y C’ que se modelan en las Figuras 2.3 y 2.4. La
primera es una maquina expendedora de caramelos generosa, pues no necesita monedas para
funcionar. No sélo eso, luego del pedido de caramelos, a veces entrega los mismos, pero otras
veces entrega un premio especial. Luego de ambos casos, retorna al estado inicial. El segundo
caso es una maquina expendedora de caramelos generosa, pero con limites. Esto quiere decir que
en algiin momento, luego de cumplir con un pedido, podra dejar de brindar premios especiales y
comportarse como una maquina que no cobra por caramelos pero tampoco da premios. Podemos
suponer que el fabricante de la maquina no brinda métodos para saber cuando la maquina deja de
brindar premios. Luego, un usuario normal no deberia poder notar diferencias entre la maquina
C y la maquina C’.

Las expendedoras de bebidas y las expendedoras de caramelos no presentan diferencias con
respecto al tipo de sistema que modelan, por lo tanto la semdntica que fue 1til para diferenciar
las maquinas expendedoras de bebidas B y B’, si realmente fuera util para este tipo de procesos,
no deberia diferenciar entre C y C’, i.e. se deberia satisfacer rTraces(C) = rTraces(C’). Esto no
es asi, dado que caramelos?premio!caramelos ?{cantNormal!} € rTraces(C’) — rTraces(C).

Esto se debe a que las naturalezas de las acciones de entrada y las acciones de salida son dis-
tintas. Luego, las suposiciones para ambos tipos de acciones no tienen por que ser compartidas.
En este ejemplo, la seméntica de ready traces extiende la suposicion de contar con un mecanis-
mo para ver las acciones de entrada que el estado espera a las acciones de salida que el estado
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puede ejecutar.

La diferencia entre acciones de entrada y salida es mds evidente al estudiar como es la com-
posicién para los sistemas que estamos estudiando. En [25, 26] se define a las IA como una
especificacion de la interfaz de un sistema, la cual describe el comportamiento correcto de la
interaccion entre éste y su entorno. Por ejemplo la IA B garantiza que en el estado inicial, luego
de introducir una moneda, se podré elegir entre café o té sin problemas, pero si se vuelve a in-
troducir otra moneda entonces el comportamiento del sistema no estd definido y podria pasar
cualquier cosa. Por esta razon al componer dos IA, para que la interaccidn se realice sin proble-
mas, una accién comin de salida no puede ser ejecutada por una de las interfaces si la otra no
estd lista para recibirla.

La primera condicién que se impone sobre la composicién es que si una accién es comun,
entonces esta accién es una entrada en uno de los procesos y una salida en el otro. Estas acciones
son utilizadas para sincronizar los procesos. Dado un conjunto de acciones A;, A{ (resp. A?, Afl )
denotara el subconjunto de acciones de entrada (resp. de salida, internas) del conjunto A;.

Definicion 2.1.6. Sean S y T dos IA, y sea shared(S,T) = As N Ar el conjunto de acciones
compartidas. Diremos que S y T son componibles si shared(S,T) = (AL N AQ) U (AY N AL).

Previo a la definicién de la composicion se define un sistema intermedio, al cual denominare-
mos producto. El producto de dos IA Py Q componibles estd definido de forma similar que la
composicion paralela binaria de CSP [47] (1) el espacio de estados del producto es el producto
de los estados de las componentes, (1) sélo las acciones comunes pueden sincronizar, i.e. ambas
componentes deben realizar la transicion con la misma accién (notar que una es una accion de
entrada, la otra de salida), y (m) las transiciones con acciones no compartidas pueden ejecutarse
independientemente. Ademads, las acciones compartidas se transforman en acciones ocultas en
la composicién, pues forman parte del funcionamiento interno del nuevo componente.

Definicion 2.1.7. Sean S y T dos IA componibles. El producto de S y T es el IAS @ T =
<P X Q’ (pOa QO), A§®T U A50~®T U A?®T7_>S®T> donde:

I _ gl I
n A%®T = A% U Ag — shared(S, T),
. AS®T = Ag UA7 —shared(S,T), y
. ASH®T = Ag U AIT{ U shared(S,T); finalmente

(s,1) i>S®T (s",1) si alguna de las siguiente condiciones es vdlida:
- a € Ag — shared(S,T), s i>5 sSyt=t;

- a€Ar — shared(S,T), t i>T rys=ys';

- a € shared(S,T), s —5 s’ yt —1 .

Probablemente habrd muchos estados en el producto S ® T para las cuales una de las com-
ponentes, por ejemplo S, produce una acciéon de salida comuin que la otra componente, 7 en
este caso, no esté lista para aceptar (i.e., la accién de entrada correspondiente no estd habilitada
en el estado en el que se encuentra). Entonces S estd violando las suposiciones de 7. Esto no
es aceptable pues la interaccién no es correcta: S envia un mensaje a 7y 7 no estd listo para
recibirlo. Este tipo de estados son denominados estados de error.

Definicion 2.1.8. Sean S y T dos IA componibles. Un estado (p,q) € S QT es un estado de error
si existe una accion a € shared(S, T) tal que alguna de las siguientes condiciones se satisface:
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a a
. aEAg, s—s yt .

a a
= a€AD 1—1ys s,

Si el estado (s9,79) € S ® T no alcanza estados de error entonces sg y fo interactian de
forma correcta y por lo tanto son compatibles. Pero la presencia de estados de erroren S ® T
no es necesariamente una evidencia de que una ejecucién desde el estado (sg, fp) producird una
violacién a las suposiciones de alguna de las componentes. Esto se debe a que alcanzar un
estado de error desde (sg, o) dependerd de los estimulos que se le brinden al mismo. Luego, si
se restringen los estimulos que permiten alcanzar un estado de error, éste nunca se alcanzara.
Por otro lado, podria ser el caso que el estado (sp, fp) no necesite ningin estimulo del ambiente
para alcanzar un estado de error debido a que esto puede hacerse de forma auténoma (i.e., via
acciones de salida o internas). En este caso, (sg, fp) serd un estado incompatible.

Definicion 2.1.9. Sean S y T dos IA componibles. Un estado (s,t) € S ® T es un estado incom-
patible si existe un estado de error alcanzable desde (s,t) a través de una ejecucion autonoma.
Si un estado no es incompatible entonces es compatible. Diremos que S y T son compatibles sii
sus estados iniciales lo son.

La composicién entre S y T seréd posible s6lo si son compatibles. El nuevo proceso seré el
resultado de eliminar del producto toda transicién con una accién de entrada que alcance un
estado incompatible. De esta forma se evitard alcanzar estados de error.

Definicion 2.1.10. Sean S y T dos IA componibles. La composicion S || T es el IA que resulta

_ .. a
de tomar el producto S @ T y eliminar las transiciones r —ggr ¥’ tales que (1) r es un estado

compatible de S ® T, (1) a € A sep Y () 1’ es un estado incompatible de S ® T.

Ejemplo 2.1.1. Sean S y T los primeros dos IA graficados en la Fig. 2.5. Entonces shared(S,T) =
{a,b,c}. Sea el producto S @ T el tercer IA que se grafica, mientras que la composicion S || T
es el cuarto. Notemos que este liltimo se obtiene del producto luego de eliminar la transicion
S0 ® Iy 2, s5 @ tg. El estado s5 ® ty es un estado incompatible debido a que alcanza de forma
autonoma un estado de error: s¢ @ t|. S¢ ® t] es un estado de error pues S¢ puede ejecutar la

acczon comiin ¢! pero t| no puede recibirlo, i.e. sg <, v H _/L> Al mismo tiempo t LR pero
56 ﬁ"-

Notemos que en la composicidn de este tipo de sistema la comunicacién no se realiza por
handshaking, como en el caso de CSP. En la Figura 2.6 tenemos los LTS S¢ y T, los cuales se
componen con el proceso Uy siguiendo este estilo, i.e. existe una cooperacion entre los procesos
que se componen. Esto es claro al momento de componer S con Uy: el estado uy no avanza
hasta que en S se transiciona desde sy a s1, luego de esto, ambos sistemas transicionan juntos.

Por otro lado, en las Figuras 2.7 y 2.8 tenemos los mismo procesos transportados al contexto
de IA. Para realizar esto, la accidn a tiene que ser considerada como una accion de entrada en una
de las interfaces y como accién de salida en la otra. En la Figura 2.7 la accién a se define en U,
como una accion de entrada, por lo tanto en S y 7' se define como una accion de salida. En 2.8
se define el tipo de a de forma opuesta. Consideremos primero los procesos en la Figura 2.7. En
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Figura 2.5.: Ejemplo de composicion.

la composicion de S| y Uy, la interfaz U; debe esperar que la interfaz S| ejecute la accién a!
para progresar. Esto ocurrird sélo después que se realiza la transicion s;. Notemos que esto no
pasa en los procesos de la Figura 2.8, donde los tipos de acciones estan invertidos. Al realizar la
composicién de S, con T, encontramos una incompatibilidad. El estado 1 puede transicionar
al estado u; mediante la accién a! cuando lo desee. Si decide esperar a que sq transicione a s
entonces la sincronizacion se produce sin problemas, por otro lado, si esto no es asi, el mensaje
a! se pierde, lo cual indica la incompatibilidad entre los procesos. Este problema no ocurre al
componer T3 y U, pues T3 no debe realizar una transicion interna para estar listo para recibir la
accion de entrada a?.

Una seméntica adecuada para estos tipos de modelos deberia considerar a los modelos S| y T
equivalentes; mientras que a S, y 75 los deberia considerar diferentes, dado que uno sincroniza
bien con U, y el otro no. Utilizando las semdnticas ya definidas obtendriamos para todos los
casos que S, y T, son equivalentes:

traces(S,) = traces(Tp) = {T,a?T}
rTraces(S,) = rTraces(T>) = {T,a?T,{a?}T,{a?}a’?T}

S ~ T con ~ = {(s0,0), (51, 0), (52, 11)}

No es raro que la semdntica basada en trazas y la bisimulacién no diferencien entre ambos
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Figura 2.6.: Composicion al estilo CSP. Los procesos sincronizan usando handshaking
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Figura 2.7.: Primera adaptacion de los LTS de la Fig. 2.6 al contexto de IA. Las IA S y T son
compatibles con la IA U;.
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Figura 2.8.: Segunda adaptacién de los LTS de la Fig. 2.6 al contexto de IA. La IA S; no es
compatible con la IA U, pero si es compatible con 75.

procesos por lo ya expuesto. Por otro lado, dado que ready trace funcioné bien para distinguir
las expendedoras de bebidas de las Figuras 2.1 y 2.2, donde el problema se origino con las
acciones de entradas, uno esperaria que para estos ejemplos también funcione. Como se puede
puede apreciar, este no es el caso.

La particularidad de S, con respecto a T, es que no estd listo para recibir la accién comin
a en su estado inicial. Por otro lado, T si lo estd y por esta razén se compone bien con Us.
Si observamos la definicién de ready trace (Def. 2.1.4), s6lo en los estados estables es posible
observar que acciones espera un estado, por esta razon el estado sy de S, no genera una traza
0T, la cual diferenciaria a S, de T>.

Para solucionar este inconveniente, se podria definir una nueva relacion rTraces’, la cual es
una variante de rTraces, la cual permite observar que acciones puede ejecutar un estado sin la
restriccién de que sea estable:

rTraces’(p) = {T} U rTracesi(p) U rTraces)(p) U rTraces3(p)
rTraces)(p) = {A(p)¢ | ¢ € rTraces(p), ¢ es finita}

Con esta variante, S, y T» son diferenciables: 0T € rTraces’(S;) pero 0T ¢ rTraces’(T3).
No solo esto, la diferencias entre las expendedoras de bebidas de las Figuras 2.1 y 2.2 adn se
mantiene, i.e. rTraces’(B) # rTraces’(B’). Por otro lado, las expendedoras de caramelos de las
Figuras 2.3 y 2.4 siguen siendo consideradas diferentes.

De los ejemplos presentados se desprende que las acciones de entrada y de salida no se pueden
manipular de la misma manera. Esto no es una novedad, en [25] ya se presenta una relacién que
distingue entre las acciones de entrada y las acciones de salida. La misma se denomina alter-
nating simulation y se utiliza para representar una nocién de refinamiento entre automatas de
interface. Esta nocidn de refinamiento garantiza que el refinamiento de una interfaz puede acep-
tar al menos las mismas acciones de entrada y producir a lo sumo las mismas acciones de salida
que la interfaz original. Ademads en [57] se presenta una relacion que fortalece las condiciones de
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la relacién alternating simulation. Esta relacién se denomina refinamiento estricto en entradas
(SIR, del inglés, strict input refinement) y requiere que ambos procesos acepten exactamente las
mismas acciones de entrada.

Definicion 2.1.11. Sean S y T dos IA. Una relacion R C Qg X Q7 es un refinamiento estricto
en entradas (SIR, del inglés, strict input refinement) si so Rty y para todo s R t:

(a)VaEAI,s’ES,sisLS s’entoncesﬂt’eT:tin"yth’.
(b) VaEAIT,t’ eT, sit -5 ¢ entoncesAs' €S 1 s~ s'ys Rt.
(c)Vaec A%, ¥ €T, sit s ¢ entonces A5’ €S : s LN s'ys Rt;
(d)Vae AP ¢ €T, sit 5 ¢ entonces As’ €S s:g> s'ys Rt.

Decimos que S es refinado (estrictamente en entradas) por 7, o, T refina (estrictamente en
entradas) a S, notacion S > T, si existe una relacion SIR > entre los estados iniciales de S y T.
Dos procesos S y T son SIR equivalentes, notacion S =sjg T, si T refinaa S y S refinaaT.

La relacidn alternating simulation [25] se define de forma similar pero sélo se requiere que se
satisfagan las condiciones (a), (c) y (d).

La Def. 2.1.11 impone unas condiciones para las acciones de entrada y otras para las acciones
de salida e internas. Las condiciones (a) y (b) garantizan que dos estados relacionados pueden
recibir el mismo conjunto de entradas. Por otro lado, las condiciones (c) y (d) garantizan que T
no realiza ninguna transicién auténoma que S no realice.

La nueva relacién de equivalencia basada en la relacion SIR se amolda bien a todos los ejem-
plo anteriores.

B #sr B’ C=sr C’ S1=sr T So #sir 12

La relacién SIR es sélo una de las tantas semanticas que se pueden definir para IA. En el
siguiente seccion se estudia de forma general la definicion de este tipo de semdnticas.

2.2. Nociones de observabilidad

Un proceso interactia con su entorno a través de su interfaz. Quien interactia con ese pro-
ceso podra reconocer su comportamiento sélo a través de tal interaccidn. De esta manera, ese
usuario (sea hombre o maquina) podra distinguir un proceso de otro sélo con la precisién que
dicha interaccién permite. Asi, un usuario que se limita s6lo a observar las acciones que un pro-
ceso realiza distinguird mucho menos que otro usuario que tenga permitido inyectar eventos y
observar las posibles respuestas.

Al modo en que un usuario tiene permitido interactuar con un proceso lo llamamos nocion de
observabilidad. Una nocién de observabilidad estd definida por un conjunto de tipos de obser-
vaciones. Cada tipo de observacion establece una manera en la que el usuario puede interactuar
con el proceso.
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2.2. NOCIONES DE OBSERVABILIDAD

Para poder definir los tipos de observaciones se necesita establecer claramente las suposi-
ciones del modelo. Esto se estableci6 en la seccion anterior, en la Suposicién 1.
A continuacién definimos los distintos tipos de observacion.

T  Elusuario finaliza la sesién de observacién. Esta accién se puede realizar en
todo momento. Ninguna observacion posterior es posible.

a El usuario puede observar la ejecucion de una accién de salida.

N

El usuario ejecuta acciones de entrada que se encuentran habilitadas en la
interfaz y la interfaz reacciona a este estimulo realizando la transicién corre-
spondiente.

~»  El usuario ejecuta acciones de entrada que no se encuentran habilitadas en
la interfaz. La ejecucién de estas acciones es ignorada por la interfaz y no
produce un comportamiento visible.

F  El usuario ejecuta acciones de entrada que no se encuentran habilitadas en la
interfaz. Cuando se ejecuta una de estas acciones, la misma es rechazada y
la ejecuciodn termina.

FT  Similar al tipo F, pero luego de rechazar la accién, la ejecucion continda.

R Similar al tipo F, pero en vez de rechazar la accién se provee la informacién
sobre que acciones de entradas se encontraban habilitadas en el estado donde
se ejecuto la entrada incorrecta.

RT  Similar al caso R, pero luego de mostrar qué acciones estdn habilitadas, la
ejecucion continda.

0  El usuario puede detectar cuando un proceso es incapaz de realizar cualquier
tipo de actividad, i.e. no puede realizar transiciones auténoma ni tampoco
responder a alguna accién de entrada.

0 Es posible concluir que el sistema no realiza ninguna actividad de forma
auténoma. Es decir, no puede ejecutar una accion interna o de salida. Por lo
tanto estd esperando que el usuario ejecute alguna accién de entrada.

/A El usuario tiene la capacidad de hacer copias del sistema. Las cantidad de
las mismas es arbitraria, pero finita, y se realizan con respecto a un estado
particular del sistema.

n  El usuario tiene los mecanismos para garantizar que luego de realizar una

copia, el sistema no ejecuta ninguna transicién interna antes de ejecutar una
accion de entrada.
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CAPITULO 2. SEMANTICAS DE PROCESOS INTERACTIVOS

b El usuario tiene los mecanismos para hacer copias del sistema de forma con-
tinua a través del tiempo. Es decir que el usuario puede usar el mecanismo
provisto por el tipo A para realizar una copia, esperar un lapso de tiempo
y volver a utilizarlo. Con esto serd posible observar que ciertas ejecuciones
son solamente posibles después de ciertas otras ejecuciones.

A Elusuario puede detectar que el sistema se encuentra realizando una cantidad
infinita de actividad interna donde no es posible la interaccion, i.e., el sistema
no habilita acciones de entrada. En este caso, decimos que el sistema diverge.

A El usuario puede detectar que el sistema deja de interactuar, ya sea porque
diverge o porque ha llegado a un estado final. En este caso decimos que
estamos en presencia de un deadlock.

- Es posible testear el sistema bajo todas las posibles condiciones internas y
externas del mismo. Esto permite asegurar que una observacion particular no
es posible.

©  El usuario cuanta con un mecanismo para detectar actividad interna. Las
transiciones internas serdn detectables, pero no diferenciables. Es decir que
dos transiciones internas con distintas acciones producirdn la misma obser-
vacion.

¢ El usuario siempre supone que luego de una accién visible pueden ocurrir
cero o mds transiciones internas.

! Elusuario cuenta con los mecanismo para interactuar con una interfaz, luego
de que se ejecute una accidn visible, con la suficiente rapidez para garantizar
que no se ejecutard ninguna accién interna previo a la interaccion.

\/  El usuario observa \/;c; ¢;, si puede observar al menos una de las observa-
ciones ¢;.

7  Este tipo define una condicién global sobre las posibles observaciones. La
condicidn establece que no puede existir actividad interna previo a una ob-
servacion generada con los tipo -, \/, /. El conjunto O(7) es el conjunto de
observaciones que no empiezan con estos simbolos.

Como ya se menciond, una nocién de observabilidad es un conjunto de tipos de observaciones
que definen los mecanismos con los que cuenta un usuario para realizar observaciones. Pero
no todo conjunto compuesto por tipos de observaciones definird una nocién de observabilidad,
dado que este conjunto podria resultar incoherente. La definicién de nocién de observabilidad
establecerd restricciones que garantizan la coherencia.

Definicion 2.2.1. Definimos como una nocién de observabilidad, como un subconjunto N tal
que
N c{a®, T,2,~,F,R,FT,RT,0,5, \,~,0,&,7,\/,n,b, 1, A}

el cual satisface las siguientes condiciones:
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2.2. NOCIONES DE OBSERVABILIDAD

1. {a° T,e,7,\V}JCN

2. |{~,F,FT,R,RT)NN|=1=>2¢eNyl|{~,F,FT,R,RT}NN| <1
3. beN=>neNyneN={\,2}CN

4 Ae N=>0€eN

5. 0e N={0,0) SN

La condicién 1 establece cuales son los tipos bdsicos que constituyen una nocién de ob-
servabilidad: las acciones de salida son siempre visibles (a?); el usuario puede abandonar en
cualquier momento la observacién (T); el usuario siempre puede suponer que luego de la eje-
cucién de una accién visible se produce actividad interna (g); la condicién global T siempre es
valida; finalmente, siempre es posible utilizar la disyuncién (\/). La primera parte de la condi-
ciéon 2 (|{~, F,R, FT,RT}| = 1 = 2 € N) modela que si un usuario puede ejecutar una accién
de entrada que no se encuentra habilitada entonces esto significa que el usuario esta interactuado
con la interfaz; por lo tanto la interfaz deberd responder a la ejecucién de acciones de entradas
habilitadas. La segunda parte establece que el sistema podrd comportarse, a lo sumo, de una
forma particular cuando se ejecuta una accion que no se encontraba habilitada. La condicién 3
establece la jerarquia entre las distintas formas de realizar copias del sistema. Realizar copias
del tipo 1 no seria razonable sin antes poder realizar copias “comunes”, i.e.n € N = A € N;
ademds, el tipo i estd definido con respecto a las acciones de entrada, por esta razén algin tipo
de interaccidn debe estar incluida , i.e. 2 € N. Por otro lado el tipo de copia b habilita el realizar
copias del tipo . La condicién 4 establece que no es posible definir divergencia si no se cuenta
con un mecanismo para detectar finalizacién. Si esto fuese asi, no se podria diferenciar entre un
sistema que realiza actividad interna infinita y un estado que no puede realizar ninguna actividad.
La condicién 5 establece que el observar transiciones internas habilita detectar estados estables y
estados finales. Por la suposicién de weak fairness, todo estado que no sea estable o final, luego
de una cantidad de tiempo, deberia producir al menos la observacién de un transicién interna;
cuando esto no ocurra estamos en presencia de estado estable o final.

Dado que los mecanismos con los que cuenta un usuario para observar una interfaz ya estan
definidos, ahora nos enfocaremos en definir las observaciones que se realizan. Una observacion
del sistema sera representada por una formula de observacion. Estas férmulas se construyen para
cada estado del sistema a partir de una nocién de observabilidad. El comportamiento observable
de una IA dada una nocién de observabilidad es el conjunto de férmulas que genera el estado
inicial de la misma.

Definicién 2.2.2. Sea S = (Q, so, A’ UA? U A” =) una IA y N una nocién de observabilidad.
La funcion Oy : O — P(Oy) estd definida inductivamente en funcion de los tipos en N; para
cada tipo de observacion en N se debe satisfacer su correspondiente cldusula en la Tabla 2.1
mds la siguiente condicion: si {n,~} C N, entonces se agrega también la cldusulas (n~.).

El conjunto de observaciones de un estado s € Q con una nocién de observabilidad N, no-
tacion On(q), estd definido por:

= Sille No®e N entonces Oyn(q) = éN(q).
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(T)

(a®)
@)
(~)
(F)
(FT)

R)
(RT)

(&)
(1)
0)
(6)
(N)
(m
(11~)
(b)
(A)
@y

(=)
©)

Te
ap €
ap €
ap €
de
do €
X e
X¢ €
&P €
¢ €
0e
o €
Nier ¢i €
pay €
pay €
¢ty €
Ae
A€

—|¢E
Op €

On(q)
On(q)
On(q)
On(q)
On(q)

On(q)
On(q)
On(q)
On(q)

On(q)
On(q)

On(q)
On(q)

On(q)
On(q)
On(q)
On(q)
On(q)

On(9)
On(9)

Vg e Q

siacA®yAq € 0:q->q' ydeOn)

siacAlyaq € 0:q-5>q' y ¢ € On)

siaeAl, g+ yéeOnQ)

siacAly q b

siae Al gy eOnQ)

si X =1(q)

siX=1(q)y ¢ € On(g)

si ¢ € On(q)

sidg € Qac Al g5 ¢ ydeOn)y ¢ € OO)

siq7aL> paratodoa € A

si g 4 paratodoa € A° UAR y ¢ € On(q)

si ¢; € Oyn(q) paratodoi € [

siacAlyadg €Q:q ¢, cOn@Q) y ¥ €ONG)

acAlyqg—byeweOnq)

sidg’ € Q,ac A :(q = ¢V q=q)ysedaquedcOngyyeOnG)

siEIql,qz,...eQ:q;ql;qz...yqi;@conieN,aeAI

sig élbparatodoaer
Elql,qz,...eQ:q;ql;qz...yqiiconieN,aeAl

si¢ ¢ On(q)

sidg € Qac A g5 ¢y eOnG)

Tabla 2.1.: Semanticas de observaciones
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2.2. NOCIONES DE OBSERVABILIDAD

Figura 2.9.: ILTS para ejemplificar la manipulacion de transiciones internas

= Si{!,0} NN = 0 entonces On(q) = {¢ € (jN(q) | todo simbolo a € AT U A9 que aparece
en ¢ es seguido por el simbolo &}.

El conjunto de observaciones de S con una nocién de observabilidad N se define como On(S) =
On(so). Un estado s genera una observacion ¢, notacion s E ¢, si ¢ € Oy(q).

Si bien las reglas de la Tabla 2.1 son directas no es claro porqué la definicion de Oy cambia
en funcion de !! € N o © € N. Esta division por casos junto a las cldusulas &, 7,17y b proveen la
maquinaria necesaria para modelar las observaciones que se generan a partir de las transiciones
internas. Cabe destacar que esta forma de manipulacion es la misma que se presenta en [37].

Para explicar como funciona esta manipulacién utilizaremos como ejemplo una bisimulacién
débil (Def. 2.1.5). Recordemos que una bisimulacién débil R es una relacién tal que si s R ¢

y s <, & entonces existe 7' tal que ¢ 5 ¢ y t' ~ t' y viceversa. Observemos que el proceso
t debe ejecutar a y alcanzar un estado ¢’ tal que s’ ~ ¢’; la ejecucion de a puede ser precedida
y seguida de transiciones internas. Luego, esta relacién no pone restricciones sobre los estados
intermedios necesarios para alcanzar ¢’. Esta relacion puede ser representada por la siguiente
nocién de observabilidad WB = {a9, T, 1, &, \V,2, A, -}

Lema 2.2.1. Sean S y T dos IA y sea WB = {a%,T,7,¢, \/, 2, A\, =} una nocién de observabili-
dad. Luego S ~ T sii Owg(S) = Owg(T).

Omitimos la demostracion del lema, pues esta serd evidente al introducir la caracterizacion
relacional de las nociones de observabilidad en la Seccion 2.3.

Comparemos las IA de la Figura 2.9 de acuerdo a la nocién de observabilidad WB. Comence-
mos por comparar los estados pg y go. Notemos que p> y g» son isomorfos, por consiguiente
¢ € On(p2) siy sblo si ¢ € On(qa). Por otro lado, gg ejecuta una transicién con una accién a
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CAPITULO 2. SEMANTICAS DE PROCESOS INTERACTIVOS

que pg no puede ejecutar. A pesar de esto, pp generard las mismas observaciones que gg gracias
al tipo 7: supongamos qo = ae¢ (a es seguida de € por Def. 222 y {!!l,0} N N = 0). Luego
g>» E &¢ ya sea por el tipo (2) o a? segiin a sea de entrada o de salida (alternativamente,
qo E as¢ si q1 E asg por (1), luego g> E £¢ por (2) o (a?)). Pero luego p, = e¢ y en conse-
cuencia p; [ as¢ ya sea por (2) o (a®). Finalmente pg E ae¢ por (1) dado que asp € Op(7).
Inversamente es claro que si pg = ag¢ entonces qg | asg.

Consideremos ahora pg y ro y notemos que pr y r (p3 y r3) satisfacen las mismas férmulas
por ser isomorfos. Nuevamente es claro que si py E ae¢ también ry E aeg. Por otro lado
supongamos que 7o | asg y que se satisface por r; | as¢ y (t). Luego, sea por (2) o (a®),
r3 E &¢. Por lo tanto p3 = e¢ y por (1), p2 E €¢ (aqui € garantiza e¢ € Oy(7)). Por (2) o (@),
p1 E asp y, por (v), po k asg.

Si en cambio consideramos la nocién de observabilidad WB,, = WB U {}, los estados pg y
go no son equivalentes. En este caso, si ¢ € OWB”(Qz) entonces coeT (agp) € OWB,,(QO) pero
coeT (aep) ¢ Ows,(po). El tipo 1 permite detectar que uno de los sistemas, para imitar una
transicion visible, debe transicionar por estados no bisimilares al estado que ejecuto la accidn,
previo a la ejecucién de la accién visible. En este caso, para imitar la transicién go — ¢2, po
debe transicionar primero al estado p; el cual no es bisimilar a gg. Por otro lado, si se compara
Po con r utilizando WB,, se obtiene Owg, (po) = Ows, (10)-

En cambio, pg y ryp no son equivalentes si se los compara con la nocién de observabilidad
WBy = WB U {!!}. Sea (¢3 A b) € O(r3) por el tipo (), a(csz A b) € O(ry) por (@) o (2) (notar
que luego de a no aparece € porque !! € N) y por (1), a(cs A b) € O(rp); pero a(cz A b) & O(p1)
y por lo tanto a(cs A b) & O(py). Si bien (c3 A b) € O(p3), no se puede aplicar la regla (1) con la
férmula (c3 A b) dado que ésta no pertenece a O(7). En este caso, el tipo (!!) es similar al tipo (77)
pero con respecto a los estados que se visitan utilizando transiciones internas luego de la accién
visible. Por esta razén, esta nocién no diferencia entre pg y qo, i.e. Oy, (po) = On, (qo).

2.3. Caracterizacion relacional

El conjunto de observaciones que genera una interfaz bajo cualquier nocién de observabilidad
es usualmente infinito. Luego el conjunto de férmulas de observacién que un proceso genera no
ofrece un marco adecuado para comparar distintos procesos. Por esta razén introducimos una
caracterizacion relacional para algunas nociones de observabilidad. En otros palabras, dadas dos
interfaces S y 7' y una nocién de observabilidad N, se satisface Oy(S) € On(T) si y s6lo si
existe una relaciéon Ry tal que S Ry T'. Esta relacion se llamara N-simulacion.

Definicion 2.3.1. Sean S = (Q, s0,A,—) y T = {Q,t9,A,—) dos IA y sea N una nocion de
observabilidad tal que )\ € N. Sea N = N si~ ¢ N, caso contrario sea N = N — {2)}. Una
N-simulacién es una relacion binaria Ry € Q X Q tal que para cada tipo t € N la cldusula ()
de la Tabla 2.2 se satisface. Ademds si t,t', 1" € N son tipos de observaciones tales que (ty) o
(ty ¢+) es una cldusula, entonces ésta también debe satisfacerse.

La necesidad de utilizar N en la definicién Def. 2.3.1 se debe a que la cldusula 2 es mds
fuerte que la cldusula ~». Dado que ~» € N implica que 2 € N, entonces N es necesario para
dejar de lado al tipo 2. No pasa lo mismo con las cldusulas t y ty dado que ty es tenida en cuenta
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(a°)
(@)
(a9)
@)
(e=41))

(~)
(~1)

(F)
(FT)
(R)
(RT)
(€)
(V)
(%)
(=)
(1=,1)
(N2.0)
(1)

(77«»,!!)

(b)
(A)

()
©)

qu,pgp’,aEAO:Hq’:q:>i>:>q’,p’ Rq
qu,pi>p’,a€A0:>3q’:q:>i>q’,p’ Rq
qu,pr’,a€A0:>3q’:qigq’,p’ Rq
qu,p&p’,aeAI:Hq':q:>i>:>q’,p’ R ¢
pRaqg,p N pacAl =3¢ 1 ¢ NN q’,p’ R ¢’ (igual condicion para (2¢))
PRa.p—=p V(p-H Ap =placAl

=37.¢" (= q"=>q¢ Ng" P)IVg=>>>4)p Rq
PRap =P V(p Ap =pLacAl

=3¢ :(g=¢ 7aL>) Vg =5 q)', p’ R ¢’ (igual condicién para (~))
qu,p%,aeAlﬁHq’:qéq’;L)
pRa.p-.acAl =3¢ :q=q H.pRy
pRgX=1p)=3¢ :q=>4.1(¢)=X
pRq¢X=I1p)=3¢ :q=4.1¢)=X.pRq
qu,pr’,aeAHéHq’:q:>q’,p’ Rq
qu,(VaeA:p%)ﬁﬂq’:q:‘»q',(\v’aEA:q’;é)
pPRq(MacAPUAH . p p)y=3g :q=q,Vac A°UAR . ¢ )
pPRa.p>p.acAl =3¢.q" :q=q" >=¢.pRq".p'Rq
pRa.p>p.acAl =3¢.q" :q=q" > q.pRq".p'Rq
pRa.p—>p.acAl=3¢.q" :q=q >q¢.pRq" PRy
PRa.p=>pV(p- Ap =pLacAl

=37.¢" :(g=q >=>¢)Va=>q" =4 g +)pRq¢. PR
pRaq,p 4 p'V(p 7aL> Ap =p)acAl (igual condicién para (1~ o))

=3¢.q" : (q=q" > q¢.pRq".PR¢IV@=4¢ H.pRY)
pPRa.pSp.acA? =3¢.q" 1q=q"Nq" =d Vg > q¢).pRq".pPRY
PRGP=po— pi— pr...,(fieNy: p +,aeAl

Sg=qo—>q > qr....,(Vi € Ny : g; 4, a € Al) (igual condicién para (1))
pRg=qRp
pRa.p—>p =qg—>4q.0Rq

Tabla 2.2.: Caracterizacién Relacional.
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s6lo sit € N. La cldusula (i) es siempre més fuerte que (t), entonces considerar a ambas no
produce inconsistencias.

En la Def. 2.3.1, Las cl4usulas a®,a y ag establecen como puede ser imitada una transicién
de salida para los distintos posibilidades de N. En el caso mds simple, a® € N entonces la
transicion puede ser imitada utilizando transiciones internas antes o después de la accién visible.
Si {a?, !} C N, entonces se tiene en cuenta la clausula (a9), la cual establece que no se pueden
utilizar transiciones internas después de la accién visible. Si {a®,®} C N, entonces se tiene en
cuenta la cldusula (ag ), la cual establece que no se pueden utilizar transiciones internas debido a
que estas son detectables. Las cldusulas (2), (211) y (¢) son andlogas pero para las acciones
de entrada. Las cldusulas (~), (~;) y (~¢) son similares a las dltimas pero se le suma la
posibilidad de que la accién se imitada por un estado que no realiza la accién. Esto es posible
dado que si se ejecuta la accion en ese estado, la accién no es tenida en cuenta por la interfaz.
Las cldusulas (F), (FT),(R) y (RT) son directas. El tipo n nos permite diferenciar los estados
previos a la ejecucién de la accion visible. Por esta razén las variantes de la clausula (7) piden
p R gy pR¢"”. Esto garantiza que para todo § tal que ¢ = ¢ = ¢” vale p R §. El resto de las
clausulas son directas y siguen los lineamientos de [37].

El Teorema 2.3.1 establece que las clausulas de la Definicion 2.3.1 se comportan apropiada-
mente con las respectivas nociones de observabilidad.

Teorema 2.3.1. Dado dos IA Py Q y una nocion de observabilidad N,
On(P) C ON(Q) & existe una N-simulacion tal que P Ry Q

Demostracion. Primero demostremos que On(p) € On(q) implica que se satisfacen las clausu-
las para la relaciéon Ry. Definamos a Ry como p Ry ¢ © On(p) € On(g). Supongamos p Ry ¢

(i.e. On(p) € On(9)).

a°e N Sip N P’y a € A9 entonces se debe demostrar que existe ¢’ tal que g 5=
q 'y On(p’) € On(qg’). Supongamos que este no es el caso. Sea § = {¢’ |
q =5 q'}. Entonces para cada ¢’ € S existe una formula ¢, € On(p’) -
On(q'). Luego la formula A\ ,eg ¢y € On(p’) — On(q’) no puede ser generada
por ningln estado en S. Por lo tanto as A\ yeg ¢y € On(p) — On(g) lo que
contradice la hip6tesis On(p) € On(q).

Las variantes aﬁ, ag se demuestran de forma andloga, asi como los tipos 2, ~, &, 0, 0,0y

sus respectivas variantes.

RT e N Supongamos I(p) = X, entonces debemos demostrar que existe ¢’ tal que g =
q,I(¢") = Xy Oyn(p’) € Oyn(q"). Supongamos por el absurdo que este no es
el caso. Luego para todo ¢’ tal que ¢ = ¢, 1(q") # X o existe ¢,» € On(p’) —
On(q")-Sea S ={q' | ¢ = q'.On(p) — On(q’) # 0} Luego p E Ayes g y pPOT
RT, p E X\ yes ¢g- Por suposicion, g | X \yes ¢y > luego por (1) existe g
talque I(q") = X'y q” E Nges @q, pero si I(q”) = X necesariamente g” € Sy
por consiguiente g” £ ¢, lo cual contradice ¢ F A yes ¢y -

Los tipos F, T 'y FT se demuestran de forma andloga.
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neN Supongamos p N p’,a € A' debemos demostrar que existen ¢’,q" tal que
9= q" = q¢,0(p)y S Ox(g") y On(p') € On(g'). Supongamos por el ab-
surdo que este no es el caso. Sean Q" = {¢” | ¢ = ¢” i),EIg)qn € On(p) -

ONgYy @ =1d' | g = ¢" = ¢,y € Ox(p') = On(g)}. Luego p k
/\q”eQ” g (a /\q’eQ’ ¢q’) ycomo On(p) € On(q),q E /\q"eQ" ¢q”(a /\q’eQ’ lﬁq’)
lo cual llevaria a una contradiccion a través de 7, A y 1.

Las variantes de 7 y el (b) se demuestran de forma similar.

- €N Supongamos ¢ ¢ On(p), entonces =g € On(p). ¢ ¢ On(p) y On(p) C On(q)
implican ¢ ¢ On(g), por lo tanto —¢ € On(q).

Finalmente los tipos A y A son directos.

La demostracion de que si existe una simulacién Ry tal que p Ry ¢ luego On(p) € On(q)
no presenta mayores dificultades. La demostracion procede por induccion en la estructura de la
férmula. A continuacién la prueba para los casos casos a” y —. La prueba para todos los otros
tipos de observacidn sigue el lineamiento del primer caso.

a® € N Seaag € O(p). Luego existe p’ tal que p =5 P’y ¢ € O(p’). Por la clausula
a® € N de la relacién Ry debe existir ¢’ tal que g 5= qg yp Ry ¢q. Por
hipétesis inductiva ¢ € O(¢’) y por lo tanto a¢ € O(g).

-eN —¢ € O(p) por lo tanto ¢ ¢ O(p). Si ¢ € O(q) luego por la clausula (=) y la
hipétesis inductiva, ¢ € O(p), absurdo. Por lo tanto ¢ ¢ O(q) y —¢ € O(q).

2.4. Observaciones finales

2.4.1. Trabajos relacionados

En [38] se estudian semdnticas para sistemas de transiciones concretos sin transiciones in-
ternas. En [37] el trabajo se centra en estudiar semdnticas para procesos con acciones internas,
divergencia y sub-especificados. En este caso, por estar los procesos sub-especificados, no se
define el conjunto de observaciones que genera un proceso sino que cada proceso posee un
conjunto de observaciones que se han realizado y un conjunto de observaciones que se podrian
realizar. A medida que méas observaciones se realizan del sistema estos conjuntos se aproximan
al comportamiento concreto del proceso. Ademads, el enfoque utilizado para generar los compor-
tamientos de cada conjunto esta basado en tipos de observacién y nociones de observabilidad. En
este capitulo se han estudiados semdnticas para sistemas de transiciones concretos con acciones
de entrada, de salida e internas. Para esto se utilizé el enfoque basado en nociones de observ-
abilidad de [37] el cual permite definir las semdnticas (nociones de observabilidad) a partir de
suposiciones individuales del modelo (tipos de observaciones).
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Por otro lado, parte del trabajo presentado en esta seccidn estd relacionado con el marco de-
sarrollado por la teoria de testing basada en la relacién ioco (Input Output COnformace) [75].
En este contexto, las especificaciones y las implementaciones son modeladas por sistemas de
transiciones con acciones de entrada y de salida. Como una implementacién no tiene control so-
bre las acciones de entrada que recibe desde su ambiente estos sistemas deben ser input enabled,

i.e. para toda accién de entrada a? y estado s existe un estado s’ tal que s iR s’. Es natural que
una implementacién no reaccione en todo momento a todos los posibles estimulos; la falta de
reaccion ante un estimulo a? se modela definiendo s = s. Esta restriccion no estd presente en las
especificaciones dado que son descripciones del comportamiento deseado. Esto es equivalente a
la intuicion detras de los autématas de interface. Ademas, en ambos tipos de sistemas se modela
la necesidad del estimulo del ambiente para que el sistema progrese. Esto se realiza mediante la
inclusién de una transicién con una accién especial 6 que no es ni de entrada, ni de salida y que
indica que se estd en presencia de un estado inactivo (“quiescent state”). Entonces todo estado

s, tal que s —7—> con a una accion de salida o interna, ejecuta una transicion visible s 2 s. En
este contexto, el comportamiento de cada modelo esta representado por sus trazas.

Las interfaces de autématas y las nociones de observabilidad presentadas subsumen los mode-
los introducidos por esta teoria de testing. El comportamiento que describe la especificacion
puede describirse con una interface Py a la cual se le asocia una nocién de observabilidad
sp = (a9, T, V,2,06,,€}. Notemos que la forma de interaccién esta definida por el tipo de ob-
servacion 2, el cual especifica que las acciones de entrada se ejecutan sélo si estdn habilitadas
en el estado actual. Por otro lado, el comportamiento de la implementacion puede modelarse por
una interfaz P; y una nocién de observabilidad im = {a%,T, \V,&,0,T,&,~}. En este caso la
forma de interaccién estd definida por los tipos de observacion 2 y ~». Luego todas las acciones
de entrada pueden ejecutarse en todo momento pero si una de estas acciones es ejecutada en
un estado donde no se encontrase habilitada, ésta serd descartada por el sistema. Este enfoque
permite separar claramente la parte funcional de los modelos, expresada por los sistemas de tran-
sicidn, de las suposiciones sobre el modelo, expresada por los tipos que componen las nociones
de observabilidad.

Larelacidn ioco establece una relacion de conformidad entre la la implementacion y la especi-
ficaciodn, i.e. la implementacién cumple con la especificacion. La misma establece que la imple-
mentacién cumple con la especificacién si cada comportamiento posible en la implementacidn,
el cual haya sido descripto por la especificacion, no produce una accién de salida o 6 que no haya
sido especificado. Esta condicién puede definirse utilizando las observaciones de cada sistema:
P; ioco P sii'!

Vo € Ogp(Ps) : ¢’ € Oim(P)), ¢’ € {ac : a € AP} U (S} = ¢’ € Oyp(Py)

En [75] también se presentan otras variantes conformidad que también pueden ser definidas
utilizando los comportamientos observables de P; y P;. Pero esto no siempre es asi. En [49] se
define la nocién de conformidad TGV — ioco. Esta relacion es la relacion ioco extendida para
tener en cuenta divergencia: cuando el sistema diverge es posible ver una accidn 6. Si bien en
el marco que se ha definido no es posible ver § sino A, esta no es la diferencia sustancial. La

'Se omiten los T al final de las observaciones ¢ y ¢¢’.
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diferencia sustancial estd en la semantica unfair utilizada para definir la divergencia. Formal-

.y . 6 ..
mente, en [49], un estado s también puede ejecutar s — s si existen estados sg, s1, 52, . . . tales
T T T . . . ) 9,
que s = so — s — §2 — ..., mientras que para el tipo (A) se requiere ademds que s; -

paratodoi = 0,1,...y toda accién a € A’. En [49] no se encuentra justificada el porque de la
semantica unfair. Por otro lado nuestra decision estd sustentada por la manera en que fue definida
la composicién de interfaces. Expliquemos esto utilizando las siguientes interfaces

-
S T

Un proceso diverge si éste no interactia de ninguna forma con su entorno. Si el estado s di-
vergiese debido a la transicion s > s entonces la interaccién mediante la accién de entrada a?
deberia ser anulada. Esto no es asi, porque en el estado (s, f) del producto S x 7 los estados s 'y
t sincronizan sin problemas con la accién a. Luego, desde el estado s no es posible divergir.
Una particularidad de las semdnticas utilizadas para testing es que nunca se utilizan tipos
de observaciones que permitan distinguir particularidades del branching de una ejecucién. Esto
se debe a que para garantizar conformidad alcanza con verificar que cada ejecucién de la im-
plementacidén estd conforme a una ejecucién de la especificacion. Una relacién que si permite
distinguir particulares del branching y diferencia entre acciones de entrada y salida es la relacion
alternating simulation de [25]. Esta relacién no puede representarse utilizando lo desarrollado
en este capitulo. Recordemos que una alternating simulation R satisface las condiciones de la
Def. 2.1.11 excepto la condicién (b). Luego si s R ¢, el estado ¢ debe recibir al menos las mismas
entradas que ¢ pero no puede ejecutar ejecutar acciones de salida que no pueda ejecutar s (tal vez
utilizando transiciones internas). El vocablo alternating refleja la particularidad de esta relacion:
s debe simular las entradas de ¢ pero ¢ debe simular las acciones de s. Que ¢ puede ejecutar una
accion de entrada que s no ejecuta, permite que ¢ puede generar, a partir de ésta, observaciones
que no pueden ser generadas desde s. Por lo tanto, no existe nocién de observabilidad N tal
que si s R t entonces Op(s) 2 On(T). Pero si se agrega la restriccion (b) si es posible utilizar
las nociones de observabilidad para modelar la relacion. El Lema 3.2.1, en el préximo capitulo,
establece que una relacion SIR puede expresarse utilizando una nocién de observabilidad.

2.4.2. Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado distintas semanticas para procesos con acciones de entrada
y de salida. Hemos aplicado un enfoque basado en tipos de observaciones y nociones de ob-
servabilidad. Un aspecto sumamente positivo de este enfoque es que una vez definidos los tipos
de observaciones y las nociones de observabilidad el espectro de seménticas queda totalmente
definido. La parte fundamental para realizar esto es definir primero las suposiciones que rigen el
modelo. Notar que esto fue esencial para justificar la diferencia con los sistemas de transiciones
que no diferencian entre los dos tipos de acciones.

Cabe destacar que el conjunto de tipos de observaciones aqui presentados difiere con el con-
junto presentado en [37]. Por ejemplo, no hemos presentado distintas versiones de los operadores
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para estados estables; tampoco se ha estudiado la posibilidad de observar branching infinitos. Es
mads, también podrian agregarse variantes de los tipos aqui presentados, entre ellos podemos
destacar los tipos F, R, FT y RT pero para acciones de salida. Ademas es necesario realizar un
andlisis comparativo de las semadnticas el cual establecerd el poder de diferenciacién de cada
una. La inclusion de los tipos de observaciones mas el andlisis comparativo estara presente en
un futuro trabajo [28].

Finalmente es necesario realizar un estudio mds profundo de cémo las semanticas que se han
presentado pueden aplicarse y adaptarse a distintos contextos. Con respecto a este punto, en el
préximo capitulo se abordard el problema de definir qué es una interfaz segura en un contexto
donde éstas manejan informacién confidencial.
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CapiTuLo 3

NO INTERFERENCIA EN SISTEMAS INTERACTIVOS

En el Capitulo anterior se estudiaron los comportamiento observables de una interfaz con
respecto a un usuario. En esta abstraccién se considerd que sélo un usuario interactuaba con
la interfaz. En muchos casos esto no es asi: un mismo sistema puede tener distintos usuarios y
presentar distintas interfaces para cada uno de ellos. Es mds, la interaccién de un usuario puede
generar efectos observables en la interfaz que el sistema le presenta a otro usuario. Asi como
cada usuario del sistema puede poseer su propia interfaz, el tipo de informacién que cada uno
manipula también puede ser diferente. Una de las posibles diferencias es con respecto al grado de
confidencialidad que posee la informacién. Este capitulo se aboca al estudio de sistemas donde
dos tipos distintos de usuarios coexisten, uno de los cuales manipula informacién confidencial.
El objetivo serd definir cuando una interfaz es segura, i.e. el sistema no posee filtraciones de
informacién confidencial, y estudiar propiedades sobre este tipo de sistemas.

Una interfaz para seguridad (ISS, del inglés Interface Structure for Security) [56] es una
variante de Automatas de Interfaces donde las acciones visibles son divididas es dos conjuntos
disjuntos. Un tipo se utiliza para modelar las acciones publicas o de baja confidencialidad, el
otro modela las acciones privadas o de alta confidencialidad. Por simplicidad, estas acciones
se denominan acciones bajas y acciones altas. Las acciones bajas pueden ser accedidas por
todo tipo de usuarios, mientras que las acciones altas pueden ser accedidas s6lo por los usuarios
con los privilegios adecuados. Luego existen dos tipos de usuarios: los usuarios bajos, que s6lo
tienen permiso para acceder a las acciones bajas, los usuarios altos que pueden acceder a ambos
tipos de acciones.

En este contexto un sistema no posee filtraciones de informacién confidencial si satisface la
propiedad denominada no interferencia [41]. Informalmente esta propiedad establece que un
usuario bajo no podra deducir ningtin tipo de informacién o actividad confidencial en base a los
siguientes items:

1. El conocimiento de como funciona el sistema.

2. Los mecanismo con los que cuenta para interactuar con éste.
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Figura 3.1.: S es una ISS donde H? es la tinica accién confidencial. &’ es la interfaz S con
respecto al punto de vista de un usuario bajo. S es la interfaz S sin la interaccién
del usuario bajo.

El primer item supone que no es posible mantener en secreto el funcionamiento del sistema.
Esta suposicion es andloga a la que se realiza en sistemas criptografico donde se establece que
el algoritmo de encriptacién no es secreto, pues esto es algo que no se puede garantizar. El
segundo punto establece puntualmente cuales son los mecanismo con que el usuario, 0 més bien
el atacante, cuenta para estudiar el sistema. Estos mecanismo definen la semdntica a utilizar al
momento de definir si una interfaz es segura o no. Otra forma de expresar esta propiedad es que,
desde la perspectiva del usuario bajo, la interfaz sin interaccién del usuario alto se comporte
igual que la interfaz con la interaccion de éste. En este caso, las dos interfaces “se comportan
igual” en funcién de la semadntica utilizada.

La propiedad de no interferencia para ISS se presenta en [56] y se corresponde con la intro-
ducida en [32] para el contexto de LTS. En este trabajo la semantica utilizada es weak bisimula-
tion (Def. 2.1.5). En [57] se extienden los resultados de [56] para una variante de no interferencia
que utiliza la relacién SIR (Def. 2.1.11). Finalmente en [58] se presenta una definicion de no in-
terferencia que toma como pardmetro una nocién de observabilidad. Con este nuevo enfoque se
generalizan los resultados obtenidos en los trabajos anteriores.

En la Figura 3.1 se grafica una ISS S. La tinica diferencia con respecto a los diagramas uti-
lizados para representar una IA es la divisidn de las acciones visibles en acciones bajas y altas.
En este ejemplo, la interfaz posee dos acciones bajas de salida a! y b! y una accién alta de en-
trada H?. A la derecha de S se grafica §’, que representa la interfaz S con respecto a un usuario
bajo. Dado que H? es una accion confidencial no puede ser observada por este tipo de usuario,
por esta razén el tipo de la accién H cambia de entrada (H?) a interna/oculta (H;). Por dltimo
se grafica 8" que es la interfaz S sin la interaccion del usuario alto. Como no existe este tipo
de interaccion se puede garantizar que la accién H? nunca va a ser ejecutada, por esta razén la

H?
transicién s — s’ es eliminada.

La interfaz S no satisface la propiedad de no interferencia, pues si comparamos el sistema con
interaccion del usuario alto y sin esta interaccion, desde el punto de vista del usuario bajo, i.e.
comparamos S’ con S”, se obtiene que los sistemas no presentan los mismos comportamientos.
En este ejemplo particular, para toda nocién de observabilidad N, On(S’) # On(S”). Esto se
debe que a que si un usuario bajo ve la ejecucion de la accién b! entonces puede inferir, bajo la
suposicién de que conoce el sistema, que un usuario alto ejecutd una accién H?. Por lo tanto se
produce una filtracién de informacién confidencial.

La primera parte de este Capitulo se centra en la variante de no interferencia que toma como
pardmetro una nocion de observabilidad. Este enfoque provee un marco de trabajo que permite
demostrar ciertos resultados de la propiedad de forma general. Utilizando los resultados del
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Capitulo 2, se extienden los resultados de [58]. Luego se centra en la variante de no interferen-
cia basada en la relacion SIR [57]. Se presentan condiciones suficientes para garantizar que la
composicion de interfaces seguras es segura. Ademas se presentan dos algoritmos. El primero
determina si una interfaz satisface la propiedad de no interferencia basada en la relacién SIR. El
segundo determina si una interfaz que no satisface la propiedad puede transformase en una que
si la satisface mediante la restriccion de ciertas acciones de entrada, si esto es asi, entonces el
algoritmo sintetiza una ISS segura. Ambos algoritmos son polinomiales en el nimero de estados
de la interfaz bajo estudio.

3.1. No interferencia basada en nociones de observabilidad

El modelo con el que se trabajara es una IA donde las acciones visibles estdn divididas en dos
conjuntos disjuntos: las acciones altas y las acciones bajas.

Definicién 3.1.1. Una interfaz para seguridad (ISS, del inglés Interface Structure for Security),
es una tupla S = (P, A", Ay donde P = (S, po,A,—) es un IA y A" y Al son conjuntos disjuntos
tales que A" U A' = A9 U AL, Denotaremos con AX™ al conjunto AX N A™ donde X € {I, 0}y
m € {h,1}.

Extender la definicién de composicion de autdmatas de interfaces a este contexto es directo.

Definicién 3.1.2. Sean S = (S, A%, ALY y T = (T, AL, AL) dos ISS. Los ISS S y T son com-
ponibles si S y T lo son. Dado dos ISS componibles S 'y T, su composicion S || T~ estd definida
por (S || T, (A% U AL) — shared(S, T), (AL U AL) — shared(S, T)).

Definido el modelo, podemos abocarnos a la formalizacién de no interferencia. Informal-
mente, esta propiedad establece que un usuario bajo no debe poder deducir ningtn tipo de in-
formacion o actividad sélo interactuando a través de las acciones de su nivel. Por lo tanto se
esperaria que, desde el punto de vista del usuario bajo, el sistema con la interaccién alta oculta
se comporte de igual manera que el sistema sin este tipo de interaccion. De esto se desprende
que para formalizar la propiedad de seguridad necesitaremos un operador de ocultamiento y un
operador de restriccion.

Definicién 3.1.3. Dado un IA S y un conjunto de acciones X C A" U A9, definimos:

» [a restriccion de X en S como

S\X =(S,A —X,A° —X,AH,—>p\X> donde g i>g\x q’ siiq < g ya¢X.

» ¢/ ocultamiento de X en S como

S/X =(S,AT =X, A? — X, A" U X,—).

Dado unISS S = (S, A", A"y definimos la restriccion de X en S como S\X = (S\X, A" — X, Al — X)
y el ocultamiento de X en S como S/X = (S/X, A" — X, Al — X).

Ahora estamos en condiciones de definir no interferencia basados en una nocién de observ-
abilidad. Esta definicién se basa en la presentada en [32].
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Definicién 3.1.4. Sea S = (S, so, A", A'Y una ISS y V una nocion de observabilidad, entonces:
= S es V strong non-deterministic non-interference (V-SNNI) si Oy(S/A") = Oy(S\AM).
» S es V non-deterministic non-interference (V-NNI) si Oy(S/A") = Oy ((S\A"!)/AM0).

Notemos la diferencia entre ambas definiciones. V-SNNI formaliza la propiedad de seguridad
que describimos con anterioridad: un sistema satisface V-SNNI si un usuario bajo no distingue
utilizando las acciones de su nivel (las unicas visibles en los procesos resultantes) si el pro-
ceso realiza transiciones con acciones altas (las mismas estidn ocultas) o no (las mismas estan
restringidas). Por otro lado, en la definiciéon de V-NNI s6lo las acciones altas de entradas son
restringidas debido a que estas son las tnicas sobre las cuales el usuario alto tiene control; las
acciones altas de salida pueden ocurrir autonomamente, luego no pueden ser restringidas y por
lo tanto se ocultan. Esta versién es mds adecuada para el contexto de IA debido a que sélo las
acciones altas son controlables por el entorno. Para diferenciar entre las dos variantes de no
interferencia, se denominara a la primera variante strong y a la segunda variante simple.

premioOn?

T caramelos?
i0Off?
caramelos? cantNormal! premiotjj -
premio!

cantNormal!

Figura 3.2.: 7 representa una expendedora de caramelos configurable

T7\A"
2 /
@ caramelos mcantijmal.

Figura 3.3.: E1 ISS 7 de la Figura 3.2 con las acciones altas restringidas

Ejemplo 3.1.1. El la Figura 3.2 se grafica un ISS T~ que representa una mdquina expendedora
de caramelos. La misma se puede configurar para que otorgue o no premios. Las acciones
altas se encuentran subrayadas, mientras que las bajas no. Es este sistema el usuario alto es
un administrador el cual puede activar o desactivar la posibilidad de que la mdquina otorgue

38



CAPITULO 3. NO INTERFERENCIA EN SISTEMAS INTERACTIVOS

premios. El usuario bajo es el usuario de la mdquina. En este ejemplo, se desea verificar que el
usuario no puede detectar si la mdquina se encuentra con la opcion de premios desactivada.

El sistema T /A" es exactamente el sistema T~ graficado en la Figura 3.2 donde las acciones
altas son tratadas como acciones internas. El sistema T\A" es el sistema T sin la interaccion
alta; este sistema se grafica en la Figura 3.3. Notar que no hay diferencia entre (T\A"") /AR y
T\A" dado que T no posee acciones confidenciales de salida.

ELISS T serd V-SNNI (o V-NNI) dependiendo de la definicion de la nocion de observabilidad
V. Por ejemplo:

1. Si Vi =1{a®,T,\, 2, FT} entonces Oy,(T |A") = Oy, (T\AM).
2. SiVy =1{a%T,\, 2,0} entonces Oy,(T |A") # Oy,(T\A") dado que

caramelos?cantNormal! ©caramelos?cantNormal!caramelos? € Oy, (T/Ah) —Oy, (T\Ah )

3. 8SiV3=1{a%T,\/,2, FT, \} entonces Oy,(T |A") = Oy, (T\A").

4. Sivy=1{aT,\,2 FT, \, -} entonces OV4(T/Ah) * OVA(T\Ah). Utilizando la carac-
terizacion relacional de la nocion de observabilidad de Vs, el estado t4 de T A" no puede
ser relacionado con un estado de T\A".

Cuando la maquina 7 estd configurada para no entregar premios, no entrega premios y no
realiza una transicion interna entre la entrega de caramelos y el estar lista para un nuevo pedido.
La nocién de observabilidad V4 permite detectar lo primero utilizando el tipo de observabilidad
-, pues no existe un comportamiento simétrico: un estado entrega premios, el otro no. La nocién
de observabilidad V, permite detectar lo segundo mediante el tipo de observabilidad ©, el cual
permite detectar la ejecucion de acciones internas. Por estas razones el sistema es inseguro para
V2 y V4. En cambio, el sistema es seguro para V) y V3 debido a que los tipos de observaciones
— y © no estan presentes y por lo tanto no es posible detectar las particularidades del sistema
cuando estd configurado para no entregar premios.

El enfoque basado en nociones de observabilidad permite estudiar de forma general la relacién
entre la variante strong y la variante simple de no interferencia. La primera relacién establece
que para toda nocién de observabilidad V la propiedad V-NNI no es mas fuerte que V-SNNI.

Teorema 3.1.1. Para toda nocion de observabilidad V existe un ISS S que es V-NNI pero no es
V-SNNIL

., H! a! ., . .,
Demostracion. Sea S el ISS so — s — s” con a una accién baja y H una accién confi-

dencial. Como S /A" = (§\A")/A"© entonces S es V-NNI para todo V. Por otro lado S no es
V-SNNI para todo V: aleT € Oy(S/AM) y aleT ¢ Oy(S\A"). O

Este resultado no es una novedad pues en [32] se demuestra que la variante strong es mas
fuerte que la variante simple para el caso en el que se comparan los sistemas utilizando equiva-
lencia de trazas. Dado que la semdntica de trazas es la seméntica que menos distingue entonces
es natural que la propiedad valga para toda otra nocién de observabilidad mds discriminatoria.
El Teorema 3.1.1 sélo formaliza esto para toda posible seméntica que se puede definir para una
ISS utilizando lo desarrollado en el Capitulo 2.
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Por otro lado, si una ISS § es V-SNNI s6lo para algunos casos se satisface S es V-NNI. Esto
dependera de cémo V estd constituido. Los siguientes dos teoremas formalizan estas relaciones.

Para realizar la demostracién del primer Teorema se necesita un lema auxiliar. Este lema
garantiza que si a una IA se le eliminan algunas transiciones internas, la nueva IA no presen-
tard nuevos comportamientos con respecto a una nocion de observabilidad V que no puede dis-
tinguir si un estado es estable (no puede ejecutar acciones auténomas) o final (no puede ejecutar
acciones), es decir V N {0, =, 6, A} = 0. Este resultado se basa en que eliminar transiciones inter-
nas s6lo puede crear este tipo de estados y sin los tipos 0, -, y 4 la aparicién de estos nuevos
estados no puede ser observada.

Lema 3.1.1. Sea S un ILTS y sea V una nocion de observabilidad tal que {0,—,6,1} NV = 0.
Sea S’ el ILTS que se obtiene de S luego de eliminar de éste algunas transiciones internas.
Entonces, Oy(S’) € Oy(S).

Demostracion. La prueba es directa por induccion en la estructura de la férmula ¢. m|

Teorema 3.1.2. Sea S una ISS y sea V una nocion de observabilidad tal que {0, —,0,}NV = 0.
Si S es V-SNNI entonces S es V-NNI.

Demostracion. Si S es V-SNNI entonces Oy (S /A") = Oy(S\A"). Notemos S\A” se obtiene
eliminando algunas transiciones internas de (S \A"1)/A"O  entonces por el Lema 3.1.1:

Ov((S\A")/ARC) 5 Oy(S\AM)

Por otro lado, (S \A"/)/A"0 se obtiene eliminando algunas transiciones internas de S /A", por el
Lema 3.1.1:
Ov(S/A") 2 Oy((s\A™)/A")

Ambas inclusiones implican Oy (S /A") = Oy ((S\A"1)/A"0), i.e. S es V-NNL O

Figura 3.4.: S es V-SNNI pero no es V-NNIsi VN {0,—,6,4} # 0

Teorema 3.1.3. Para toda nocion de observabilidad V tal que V N {0, =, 6, A} # 0 existe una ISS
S tal que S es V-SNNI pero no es V-NNI.
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Demostracion. Sea S el ISS de la Figura 3.4 donde H; y H; son las unicas acciones altas. S es
V-SNNI para todo V tal que V N {0, -, 3, 4} # . Demostremos que no es V-NNI con © ¢ V:

= si - € Ventonces as—(asT) € Oy((S \A!)/A"O) mientras que as—(asT) ¢ Oy(S\A");
= si 0 € V entonces a0 € Oy((S\A")/A"9) mientras que as0 ¢ Oy (S \A");

= si¢ e Ventonces asdT € Oy((S\A™)/A"O) mientras que assT ¢ Oy (S \A").

= si A € Ventonces asd € Oy((S\A")/A"O) mientras que aed ¢ Oy(S\AM).

Entonces S no es V-NNI para todo V tal que V N {0,—, 5,4} # 0. Los casos para ® € V son
directos. O

Por tltimo, el enfoque basado en nociones de observabilidad permite demostrar que las propiedades
de seguridad no son preservadas por la composicién.

Figura 3.5.: Sy 7 son dos ISS V-NNI/V-SNNIL

Teorema 3.1.4. Para toda nocion de observabilidad V existen dos ISS Sy T tal que Sy T son
V-SNNI (resp. V-NNI) y componibles, pero la composicion S || T no es V-SNNI (resp. V-NNI).

Demostracion. EnlaFigura 3.5 se grafican dos ISS Sy 7 componibles y su composicion S || 7.
Las tnicas acciones confidenciales son H, y H,.
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b!C@ OH‘? 5 c!@

ST

T
() 0
N

Figura 3.6.: Sy 7 son dos ISS V-NNI/V-SNNI si 2 ¢ V. Su composicién no lo es.

Para toda nocién de observabilidad V tal que 2 € V, Sy 7 son V-SNNI pero su composicion
S || 7 noloes:
b2%T € Oy((S 1| T)/A") = Ov((S | THVA")

Notar que la suposicién 2 € V es necesaria para garantizar que la accién b? es observable en
S || 7. La observacion de esta accion produce la filtracion de informacion confidencial.

Supongamos & ¢ V. En la Figura 3.6 se grafican dos ISS S y 7~ que son V-SNNI pero
su composiciéon S || 7 no lo es. Dado que 2 ¢ V la accién a? no es tenida en cuenta, luego
Ov(S/A") = Oy(S\AM). Por otro lado 7~ no posee acciones confidenciales entonces Oy (7 /A") =
Oy(T\AM). A pesar de esto la composicién no es segura pues

b2%T € Oy((S || T)/A") — Oy((S || TH\A")

Notar que en ambos casos (S || 7~ WA" = (S || TH\A™ JA"© con 1o que el contragjemplo se
aplica directamente a V-NNI.
O

3.2. Comparacion con otras definiciones de no interferencia

Si bien existen muchas variantes de no-interferencia sobre muchos modelos, en el contexto
de interfaces de autématas se han presentado sélo las siguientes variantes: en [56] se presentan
Bisimulation NNI (BNNI) y Bisimulation SNNI (BSNNI); mientras que en [57] se presentan
SIR-NNI y SIR-SNNI. Las primeras dos nociones estan basadas en bisimulacion débil, las se-
gundas dos estan basadas en la relacién SIR (Def. 2.1.11).

Definicion 3.2.1. Sea S una ISS, entonces:
= S es BSNNI (bisimulation strong non-deterministic non-interference) si S/A" ~ S\A™.
= S es BNNI (bisimulation non-deterministic non-interference) si S/A" ~ (S\A™!)/A"©.
= S es SIR-SNNI(SIR strong non-deterministic non-interference) si S\A" > S/A”".

» S es SIR-NNI(SIR non-deterministic non-interference) si (S\A"/)/A"© » S/A".
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El Lema 2.2.1 garantiza que la bisimulacion débil puede ser representada por la nocién de
observabilidad {a?, T, 7, &, V, 2, &, A, ), luego:

= S es BNNI (resp. BSNNI) si y sé6lo si S es WB-NNI (resp. WB-SNNI) con

WB = {ao, T, T,E&, Va (:)’ &, /\7 _'}

Las nociones de seguridad SIR-SNNI y SIR-NNI también pueden representarse utilizando
el enfoque basado en nociones de observabilidad. Esto se demuestra en el Lema 3.2.2, el cual
utiliza a su vez el siguiente Lema (su demostracion en el Apéndice A.1).

Lema 3.2.1. Sean § y T dosIA y seaV = {a°, T, 1,6V, 2,RT, N\, 1, b} una nocion de observ-
abilidad. Entonces S > T sii Oy(S) 2 Oy(T).

Lema 3.2.2. Sea V = {a°, T,1,&,V,2,RT, \,n, b} una nocién de observabilidad. Una ISS S
es SIR-SNNI (resp. SIR-NNI) si y sélo si S es V-SNNI (resp. V-NNI)

Demostracion. Supongamos que S es SIR-SNNI. Por Lema 3.2.1
S\A" > S/AM sii Op(S\A") 2 Ov(S/AM
Por Lema 3.1.1, Oy(S\A") C Oy(S/A"), luego S es V-SNNI. La vuelta es similar. O

A partir de ahora se denominard SIR a la nocién de observabilidad {a°, T, 1,6V, 2,RT, A, 1, b}

3.3. Composicion de sistemas seguros

El Teorema 3.1.4 demuestra que para toda nocién de observabilidad V las propiedades de no
interferencia no son preservadas por la composicion. Esto es problematico porque a medida que
un sistema suma mds componentes resulta més dificil verificar si el sistema satisface o no la
propiedad. Para atacar este problema, en esta seccion presentamos condiciones suficientes para
garantizar que ciertas variantes de no interferencia son preservadas por la composicién. Primero
nos enfocaremos en las propiedades BSNNI y BNNI [56]. Luego en las propiedades SIR-NNI y
SIR-SNNI. Cabe destacar que el resultado que se presentard para SIR-NNI y SIR-SNNI difiere
del presentado en [57] pues requiere menos restricciones.

Las condiciones que se requieren para garantizar que las propiedad BSNNI/BNNI es preser-
vada por la composicién son:

1. las componentes del proceso resultante son fotalmente compatibles, i.e. ningin estado de
error es alcanzable en la composicién (aqui no nos referimos solamente a las ejecuciones
auténomas), y

2. los procesos no utilizan acciones altas para sincronizar.

Desde el punto de vista de la construccién del software, el punto 1 resulta razonable, pero el
punto 2 resulta muy restrictivo. Por el momento nos enfocaremos en demostrar este resultado,
pero luego se estudiard como adaptar la condicién 2 para que resulte més razonable.
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3.3. COMPOSICION DE SISTEMAS SEGUROS

Las condiciones tienen por objetivo el poder definir la relacién entre los estados del sistema
compuesto, con y sin interaccion alta, en base a las relaciones definidas en cada componente.
Para entender el porqué de estas condiciones, observemos primero que las transiciones internas
son de suma importancia para definir la bisimulacién débil que requiere la propiedad BSNNI
o BNNI. Segundo, como consecuencia de las abstracciones de las acciones confidenciales las
semanticas no diferencian entre:

(a) una transicién con una accién comiin y confidencial, la cual es oculta debido a la abstraccién
de las acciones altas y

(b) una transicién con una accién interna o; una accién no comun y confidencial que fue ocul-
tada debido a la abstraccion de las acciones altas.

Que los procesos sean totalmente compatibles garantiza que la unica forma de perder transi-
ciones en la composicién es que una componente espere una acciéon de entrada comuin y que
la otra componente no la ejecute. Por lo tanto, una transicién que satisface (a) podria no estar
presente en la composicién, mientras que toda transicién que satisface (b) siempre lo estard. El
segundo requerimiento implica que no existen transiciones que satisfacen (@), entonces todas
las transiciones internas que se utilizan para definir la relacién de bisimulacién débil en cada
componente estaran presentes en la composicion.

S T

al H;!

H>?
S1, 11 §2, 11

al

Figura3.7.: S 'y 7 son dos ISS BSNNI/BNNI componibles que sincronizan usando acciones
confidenciales. A pesar de que el producto S X 7~ no alcanza estados de error, la
composicién no es BSNNI/BNNI.

En la Figura 3.7 se grafican dos interfaces S y 7. La tnica accién baja en los sistemas es
la accidén a!, por lo tanto son BSNNI/BNNI. Las interfaces no satisfacen la condicién 2. La
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CAPITULO 3. NO INTERFERENCIA EN SISTEMAS INTERACTIVOS

interfaz S || 7 no es BSNNI/BNNI; si lo fuese deberia satisfacerse (sg,fy) ~ (s2,1), donde
(80, tp) pertenece a la ISS (S || 7)\{H2} y (s2,11) pertenece a la ISS (S || 7)/{H>}. Esto no es

asi debido a que el estado (sg, fp) puede ejecutar una accion a! y (sz,#;) no puede imitar esta

., H,? a! al . Hy! . i .
accion (notar que s LN §3 —> S¢ pero (so, t1)7> debido a que #; ;A). Este tipo de situaciones

impide definir la relacion en el sistema compuesto, utilizando las relaciones en cada componente.

Teorema 3.3.1. Sean S = (S,Ah,Aé) y7 =(T, Ah,A’T) dos ISS componibles tales que no
existe una accion comiin confidencial, i.e. shared(S,7) N (Ag U A’;) =0. Sea S ® T tal que no
existe un estado de error alcanzable desde (sg, ty). Si S y T son BSNNI (resp. BNNI) entonces
S || 7 es BSNNI (resp. BNNI).

Demostracion. Sea Rg y Ry la bisimulacion entre S\Ag y .S/A’S1 y T\A}; i /A}; respectiva-
mente. SOlo se demostrard la prueba para el caso BSNNI, el caso BNNI es andlogo. Definamos
la relacién R como (s, 1) R (s4,2,) sii s, Rs s, y ¢, Ry t,. Demostremos que R es una bisim-
ulacién entre (S || T)\A" y (S || 7)/A" donde A" = (A% U A") — shared(S,T) = A% U AL.
Supongamos (s, t,) R (s4,1,) y demostremos que la propiedad de transferencia se satisface para
los distintos casos.

Sea (s,,1,) < (s, t-). Como (sr,t) R (sq4,,) entonces s, Rs s, y por lo tanto existe s,

a . ., .. .
tal que s, = s/, con s. Rs s/,. Si a es una accién visible, entonces existen estados s y s’

a J . . . .
tales que s, = s, — s’ = s/. Que no se utilicen acciones confidenciales para sincronizar

y que no existan estados de error garantiza que (S4,1,) = (s),t,) Y (). ta) = (5),1,). Que

. . a a
no existan estados de error garantiza que (s,,,#,) — (s,’,t,). Por lo tanto (s4,%;) = (5}, 14)

y (s,.t) R (s.1,). Si a es una accién interna entonces s, = s,,; repitiendo el razonamiento

. , a
anterior se concluye que (s4,1,) = (5),1,). Una vez mas (sq4,%,) = (5,.12) y (s).1,) R (5}, 1,).
a a a L
Los casos (sy, ) — (8y, 1)), (Sas 1) — (8)51a) Y (Sasta) — (84, 1) son andlogos.

Sea (s,,t) N (s}, 1.). Sin pérdida de generalidad supongamos s, i> 5.yt a—'> t.. Como
(sr.tr) R (sq4.1,) entonces s, Rs sq4, t, Ry 1, y por lo tanto existen s, s/, s, 2.1, y t;’, tales
que s, = s, 2, = sl yty =t LR /= t,. Que no se utilicen acciones confidenciales
para sincronizar y que no existan estados de error garantiza que en la composicion se cumple
que

)
t

’ 77
a ’’a I

a;

(Sasta) = (5, 1a) = (s5,1) — (s ) = (8u,1,") = (st
. a;

Luego (sq4,t,) = (s5,1,) y (57, 1.) R (s),%,). La demostracion del caso (sq4,%,) — (s,,1,) €s

andloga. O

Este resultado es ttil cuando uno desarrolla todos los componentes de un sistema. Como
es posible disefiar cada componente, es posible garantizar una compatibilidad total entre los
mismos. De esta forma, para garantizar que el sistema total es seguro basta con desarrollar
subsistemas seguros que no se comuniquen con acciones confidenciales.

En caso de que la condicién 2 no se satisfaga, el resultado se puede adaptar de la siguiente
manera: dado dos procesos que no satisfacen la segunda condicién, definimos dos nuevos ISS
donde las acciones altas que se utilizan para sincronizar son definidas como bajas. Luego sélo se
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debe verificar si los nuevos procesos satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.3.1 para garantizar
que el sistema compuesto es seguro.

Corolario 3.3.1. Sean S = (S, A%, ALY y T = (T, A%, ALY dos ISS componibles. Sean S’ =
(S, A% — shared(S, T), AL U shared(S,T)yy T’ = (T, Al — shared(S, T), A% U shared(S, T)). Sea
S'QT tal que no existe un estado de error alcanzable desde (sg, to). Si S’ y T son BSNNI (resp.
BNNI) entonces S || T es BSNNI (resp. BNNI).

El corolario establece como condicion suficiente para que el sistema compuesto satisfaga no
interferencia que S y 7 satisfagan la propiedad con los niveles de seguridad cambiados. De
todas formas, uno espera de todas formas que S'y 7 sean seguros cuando son analizados como
procesos independientes.

En lo que queda de la seccidn analizaremos el problema de composicionalidad sobre las no-
ciones de no interferencias basadas en la relacion SIR. En este caso, para que las propiedades
sean preservadas por la composicion, s6lo basta requerir que el producto no posea estados de
error alcanzables. Recordemos que la condicién 2 garantizaba que las transiciones internas que
realizaba cada componente estaban presente en la composicion. Esto permitia definir la relacion
(bisimulacién en el caso de BSNNI/BNNI) del sistema compuesto en funcién de la relacién en
cada componente. En el caso de propiedades SIR-NNI y SIR-SNNI, esto estd garantizado por
la definicion de no interferencia y la definicién de la relacién SIR. La definicién de la relacién
SIR (Def. 2.1.11), en los items (a) y (b) no utiliza transiciones internas. por lo tanto no hay
transiciones que preservar al momento de realizar la composicién. En cambio, los items (c) y
(d) si utilizan este tipo de transiciones. En estos casos, la definicién de SIR-NNI/SIR-SNNI y
el hecho de que no existan estados de error, garantiza que no se perderan transiciones internas
al realizar la composicién. Si S es SIR-SNNI entonces S\A" > S/A". Sean s, y s, tales que

sy = Sq. Luego si s, a—'> s, entonces s, = s a—'> s,.. Dado que los estados s, y s, pertenecen a
la interfaz S\A”" las transiciones internas utilizadas en s, = s/’ no pueden ser producto de una
accion confidencial que ha sido ocultada, por lo tanto las transiciones internas utilizadas per-
manecerdn al componer S con otra interfaz. Si S es SIR-NNI entonces (S\AP1)/ARO = S/AN,

. . a! a! ..
Una vez miés, si s, > s, y s, — s, entonces s, = s, — s,. En este caso, las transiciones
internas utilizadas en s, = s/’ si pueden ser producto de una accién confidencial (de salida) que
ha sido ocultada, pero este tipo de transiciones no puede eliminarse.

Teorema 3.3.2. Sean S = (S, A" ,Aé} yT = (T, A" ,AZT> dos ISS componibles tales que en el
producto S ® T no existe un estado de error alcanzable desde (sg,ty). Si Sy T son SIR-SNNI
(resp. SIR-NNI) entonces S || T es SIR-SNNI (resp. SIR-NNI).

Demostracion. Sea Rg (resp. Ry) una relacién SIR entre § \Ag yS /AZ (resp. T\A’% y T/A?).
Solo se demostrara la prueba para el caso SIR-SNNI, el caso SIR-NNI es andlogo. Definamos
R como (s, ) R (sq4,1,) sii s, Rs 54y ¢, Ry t,. Demostremos que R es una relacién SIR entre
(S TH\A"y (S| 7)/A" donde A" = (A% U AL) — shared(S,T) = A% U A"

Supongamos (s,,t,) R (s4,1%,). Procedemos haciendo analisis por caso para los diferentes
items de la Def 2.1.11:

? : ?
(a) Supongamos (s, ;) AN (s;, tr). Dado que s, Rg s, existe un estado s/, tal que s, £, s,y
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(b)
©

(d)

. a?
s, R s/. Como no existen estado de error en el producto, podemos asegurar que (sq, #;) —

)
(s,t2)y (sh. 1) R (s}, 14). El caso (s, 1) SN (sr, 1) es analogo.

Andlogo al caso anterior.

a! . a!
Sea (s4,1,) — (s),14) Y s» Rs s,. Entonces existe s/ tal que s, =— s,y 5. Rs s/,. Sea
al .. .
§ un estado tal que s, = § — /. Todas las transiciones internas usadas para alcanzar
. n a!
§en S\A" pueden ser ejecutadas en (S || T)\A”". Entonces (s,,1,) = (§,t,) — (s,t)y

|
(s, tr) R (s}, t4). El caso (sg4, t4) AN (84, ,) es andlogo.

T T .. .
Los casos (84, t5) — (8),14) ¥ (845 t4) — (a4, 1) son similares al caso anterior. Supongamos

Te R . . .,
entonces que (s, ;) — (s, 1) donde 7, es la accidn interna resultante de la sincronizacién
-z . . . . c? c!
entre Sy 7 en la acciéon comun c. Sin perdida de generalidad, supongamos s, — s,y f; —

. c? .. .
t. Dado que s, Rs s, existe un estado s tal que s, — /.. Repitiendo el razonamiento del
. . . ~ , ! ..
caso anterior, se tiene que existe un estado 7 tal que ¢, =  — 1/, t,. Ry £/ y las transiciones

A . . ¢
para alcanzar 7 pueden realizarse en la composicién. Luego (s, 1) = (s,,1) — (s),1)y

(si.11) R (s,,1).

3.4. Chequeo y sintesis de sistemas seguros

E
es S

sta seccion se divide en dos partes. La primera presenta el algoritmo para verificar si una ISS
IR-SNNI. La segunda parte presenta el algoritmo de sintesis.

3.4.1. \Verificacion de sistemas seguros

Dado que una ISS S es SIR-SNNI si y s6lo si S\A" = S/A", para decidir si S es SIR-SNNI
se debe verificar la existencia de la relacién > entre S\A" y S/A”. En este proceso, al mismo
tiempo, se incluye la informacién necesaria para que en el caso de que la relacién no exista,

deci

dir si es posible sintetizar una interfaz segura o no. Los pasos que realiza este algoritmo son

los siguientes:

(1)

()

(1)

Las acciones internas se reetiquetan como 7 y 7’. En particular, utilizaremos 7’ para ree-
tiquetar las acciones altas de entradas que fueron ocultadas en S /A" para saber cuales son
las acciones internas eliminables en el algoritmo de sintesis. Todas las otras se reetiquetan
conT.

La interfaz S\A" es semi-saturada. En este proceso se agregan transiciones g N q’ con
aecA%siq =5 ¢’ . Esto se realiza para verificar las condicién (c) de la Def. 2.1.11.

Se construye el producto semi-sincronizado P entre S\A" y S/A". En este producto, las
transiciones con igual etiqueta se sincronizan bajo ciertas condiciones que dependen de la
Def. 2.1.11.
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(1v) Se analizan las propiedades de transferencia de SIR a través de P y se lo clasifica en tres
categorias: pasa el test de relacién, puede pasarlo y no lo pasa. SSlo en el primer caso se
verifica SIR-SNNI. Si el algoritmo determina que P puede pasar el test entonces se puede
sintetizar de S una interfaz segura.

Las etiquetas diferentes para las transiciones internas no tiene ningtin rol en la definicién de la
relacién SIR. Entonces, para simplificar el anélisis, se reemplazan todas las transiciones internas
por dos nuevas: Ty 7’. La etiqueta 7’ es usada para representar una transicion interna que puede
ser eliminada al momento de la sintesis; en nuestro contexto una transicion interna de este tipo
puede ser eliminada porque es una accién de entrada confidencial que fue oculta para verificar
la propiedad de seguridad. La etiqueta 7 se utiliza para identificar las acciones internas que
no pueden ser eliminadas. Esta transformacién se formaliza en la siguiente definicién, la cual
también agrega transiciones self-loops (transiciones de un estado a si mismo) con las acciones 7
y 7’ para obtener futuras simplificaciones.

Definiciéon 3.4.1. Sea S = (Q, so,Al UAC UAH” =) un IA y B C AY. Definimos el marcado
de Ben S como lalA Sg = (Q, so, A’ UA?, {1, 7'}, —>s,) donde —s, es la menor relacion que
satisface las siguientes reglas:

qi>q’ ae AU A9

T 7
q —sp 94 q—Ss34 p
q —Sp q’

qi>q’ aeB qi>q’ ac A" - B

’

T T ’
q—s;q q —sp 4
Dado un ISS S, el ISS Sp, es el ISS obtenido luego de marcar B en el IA subyacente.

En algunos casos el posible transformar un sistema de transiciones y de esa forma reducir
una equivalencia R en una equivalencia R’ [70]. Por ejemplo, es posible saturar un sistema
de transiciones para reducir el problema de verificar una bisimulacién débil a un problema de

a

verificar una bisimulacion fuerte. La saturacion se realiza agregando una nueva transicion g —
C .y a . a
¢’ al modelo por cada transicion ¢ = ¢’. Luego si estamos comparando py gy p — p’, la

-, . L, a oqe
saturacioén asegura que alcanza con relacionar p’ con algin ¢’ tal que ¢ — ¢’. Utilizando una
idea similar, podemos verificar si existe una relacion SIR entre dos sistemas. Se agregara al

. - ey, a . a ., .
sistema una transicion ¢ — ¢’ siempre que ¢ =— ¢’ con a una accion de salida. Llamamos a
este proceso semi-saturacion.

Definicion 3.4.2. Sea S un IA tal que ASH = {r}. La semi-saturacién de S es un IA S =
(0, s9, AT UA° U {t},—5) donde —5 es la menor relacion que satisface las siguientes reglas:

gSq  a—5d d —5q acA?

a ’ a 44
q—5 4 q—5 4

Dado un ISS S, su semi-saturacion § es obtenida semi-saturando la IA subyacente.
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PN . ., . o a ;s , . a ’
La dltima definicion nos asegura que si a € A entonces ¢ =—s ¢ siy s6lo si g —5 ¢’

Esto se utilizard para verificar la condicién (c) de la relaciéon SIR. La restriccién Ag’ = {1} se
debe a que el proceso se aplicard solo a la interfaz S \A" o (S\A4")/A™0 y por lo tanto ésta no
posee acciones internas que pueden ser eliminadas. Este detalle serd de suma importancia para
demostrar luego la correccion del procedimiento para sintetizar interfaces seguras.

Siguiendo las ideas de [56] y [30], la definicién del producto semi-sincronizado depende de
las condiciones impuestas por la relacién SIR. Primero recapitulemos estas condiciones y luego
presentemos la definicién del producto. Si dos estados s y ¢ son tales que s > ¢, toda accién de
salida/oculta que ¢ pueda ejecutar tiene que ser una accién que s también pueda ejecutar (prob-
ablemente usando transiciones internas). Por otro lado, ¢ no esta forzado a realizar las acciones
de salida/oculta que ejecuta s. Ademds, ambos estados tienen que ejecutar las mismas acciones
de entrada pero sin realizar transiciones internas para lograrlo. Cuando una de las condiciones
no se satisface entonces la relacidn no existe; esto se modela en el producto mediante una tran-
sicidn a un estado especial: el estado fail. Teniendo en cuenta esto, definimos el producto semi-
sincronizado como sigue.

Definicién 3.4.3. Sean S = (Qs, so,Al UAC U {1},—5) y T = (Or,t9,Al UAC U {1, 7'},>7)
dos IA tales que S estd semi-saturada. El producto semi-sincronizadode S y T es un IA S X
T = ((§ xT) U {fail}, (so, 10), AL UAC U {1, 7'}, —>sx1) donde —sxr es la menor relacion que
satisface las siguientes reglas:

’ ’

a ’ a / T ’/ T / T / T /
S —g S 1t S —g 8§ —7t §—g S8 t—7t
a T P
(s,0) —sxr (5, 1) (s,0) —sxr (5',1) (s,1) —sxr (5, 1)
a a a a a a
s—s t—br acAl s—pg t—7 acAl s—bg t—7 acA?

a . a . a .
(s, 1) —sxr fail (s, 1) —sxr fail (s,1) —sxr fail

Dado dos ISS S = (S, A", AY yT =(T, A" AY con S v T satisfaciendo las condiciones anterio-
res, el producto semi-sincronizado de Sy T~ estd definido por el ISS S x T~ = (S x T, A", Al).

Expliquemos ahora cémo es posible usar el producto sincronizado para verificar y derivar, si
es posible, dos procesos que se encuentren relacionados por una relacién SIR.

Supongamos que (s, #) es un estado del producto sincronizado tal que sélo ejecuta una tran-
sicién (s, t) < sxr fail. Esta transicion es una evidencia de que s # t: las primeras dos reglas
de la dltima fila garantizan que existe una entrada no comun entre los estados. La ultima regla
garantiza que ¢ ejecuta una accién de salida que s no puede ejecutar; notar que s es un estado
semi-saturado, por esta razén se sabe que s no puede ejecutar la accién a utilizando transiciones
internas. Si a € A? entonces f ejecuta la accién de forma auténoma, por lo tanto este par es
insalvable. En este caso se dice que (s, ?) falla el test de la relacion SIR. Por otro lado, si a € A’
entonces un estado ofrece un servicio que el otro no. Dado que a es una accidn controlable, seria
posible lograr que estos estados sean seguros si se prohibe la realizacién de esta accién. Notar
que eliminando la transicion de entrada con etiqueta a se evita la transicion (s, 1) N sxr fail
en el producto sincronizado y dado que esta es la tnica transicién que realiza el estado (s, ?) se

49



3.4. CHEQUEO Y SINTESIS DE SISTEMAS SEGUROS

Fail’ = {(s,0) | (5,1) —>sxr fail,a € A®} U {fail}

Fail"™! = Failt U{(s,0) |a € AC Uz}t 1/, (Vs : (5,0) — (5, 1) : (s, ) # (s,0), (s, ') € Fail"))

Tabla 3.1.: Definicién del conjunto de estados Fail.

May’ = J{May’ , |q— ¢ €—s5U -7}
q 2

—q

Mayo « ={(s,:(g=sVg=1,a¢€ AI,(s, 1) i>Sfoail}
9—q

May**! = May* U (U{May"*j g5 ¢ eog U _>T})
q9—q

q

May*"!  ={((s,0) ¢ Fail:a € A, (¥ : (5,1) —a—>5><T (s',1") 1 (', 1) # (s5,0), (5", 1) € Fail U Mayl‘)}

s—>gs

Mayt! = {(s,1) ¢ Fail : a € A,(Vs" : (5,1) —sxr (5',) : (5", ') # (5,0, (s, 1) € Fail U May")}

t—>7t’

Tabla 3.2.: Definicion del conjunto de estados May.

obtienen dos estados tales que s > t. En este caso se dice que el par (s, t) podria pasar el test de
la relacion SIR.

Para ambos casos, la no coincidencia en el estado (s, f) debe ser propagada hacia atrds, de
forma tal de identificar los estados que no pueden ser relacionados por una relaciéon SIR. Para
ello utilizamos los conjuntos de estados: Fail y May. El conjunto Fail contiene aquellos pares
de estados que no pueden ser relacionados por una relaciéon SIR y no existe un conjunto de
transiciones con acciones de entradas tal que al eliminarlas exista una relacién. Por otro lado,
May contiene los pares de estados que no estdn relacionados por una relaciéon SIR pero existe
una posibilidad de relacionarlos luego de eliminar algunas transiciones con acciones de entrada.
Los estados que no pertenecen a Fail U May, perteneceran al conjunto Pass. El conjunto Pass de
pares de estados es una relacién SIR.

Definicion 3.4.4. Sea S XT un producto sincronizado. Definimos los conjuntos Fail, May, Pass C
S X T respectivamente por:

= Fail = U;’zOFaﬂi donde Fail estd definido en la Tabla 3.1. Si q € Fail, decimos que el par
q falla el test de relacion SIR.

= May = U;?iOMayi donde May' estd definido en la Tabla 3.2. Si g € May, decimos que el
par g puede pasar el test de relacion SIR.
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m Pass = § XT —(MayU Fail). Si g € Pass, decimos que el par q pasa el test de relacion SIR

El producto semi-sincronizado S X T falla (puede pasar, pasa) el test de relacion SIR si su estado
inicial lo falla (lo puede pasar, lo pasa).

Figura 3.8.: Un ejemplo de producto sincronizado

Ejemplo 3.4.1. En la Figura 3.8 se grafican dos IA S y T y su producto semi-sincronizado S XT.
La transicion graficada en lineas de punto en S es la transicion agregada por la saturacion. Las
transiciones self loops con acciones Ty v’ no se grafican. El producto semi-sincronizado S x T
puede pasar el test de relacion, los estados se clasifican de la siguiente manera:

Fail = {fail, (s1, 1), (50, 1)} May = {(s0, t0), (51, 0)} Pass = {(s2, 1)}

Notar que, para clasificar un estado, no solo se utiliza el producto sincronizado sino que
también se utilizan las transiciones de los sistemas que se sincronizaron. Esto es claro al ver las
definiciones auxiliares de Fail y May.

Los estados (sg,t1) y (81, 1) transicionan al estado fail porque t| ejecuta una transicion con
la accion d! que los estados sy y s1 no pueden imitar. Por esta razon son considerados estados
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que fallan el test. Estos son los tinicos estados que fallan el test de relacion. Por otro lado, un
estado de S que estd relacionado con un estado de T no estd obligado a ejecutar acciones de

. . . c! c! c! L.
salidas que el otro ejecuta. Por esta razon so — So, to —» y t1 — no generan transiciones las

c! . c! . .. .
(80, 20) — fail y (s9,t1) — fail en el producto semi-sincronizado .

’

Al analizar el estado (s1,ty) y a la transicion t SN t1 se concluye que (s1, ty) puede pasar el
test de relacion porque la accion de la transicion es T’ y todos los estados que se alcanzan, en
este caso (s1,11), fallan el test. De igual forma, el estado (s, ty) es catalogado como un estado
que puede pasar el test. Estos son los vinicos estados que pueden pasar el test de relacion.

Como los conjuntos Fail y May ya se encuentran totalmente definidos entonces el estado
(82, 1) es el tinico estado que pasa el test.

El siguiente Lema garantiza que un estado (s, ¢) pasa el test SIR sii s > ¢

Teorema 3.4.1. Dado un producto sincronizado S X T, el par de estados (s,t) pasa el test SIR
Sii s > t.

Demostracion. Dado que (May U Fail) N Pass = 0, tenemos que demostrar que
(1) si(s,t) € May U Fail entonces s # ty
(1) si(s,?) € Passentonces s >t

La prueba de (1) es por induccién en k, primero con respecto a Fail*, luego con respecto a
May*. Si (s, 1) € Fail’ entonces ¢ N y s 7aL> con a € A2, por lo tanto s # ¢. Supongamos que
(s,1') € Fail* implica s’ # ¢’ y demostremos que (s, 7) € Fail*"! implica s # ¢. Por definicién de
Fail"*! existe a € A U {7} tal que ¢ N y (¥s" : (s,0) N (s',7) : (', 1") € Fail"). Por hipétesis
inductiva la condicién (c) de Def. 2.1.11 no se satisface, entonces s # t. La induccion en k para
May* procede de la misma manera.

Para probar (11) verifiquemos que Pass es una SIR, es decir que, para todo estado (s, f) € Pass:

. a . a
1. sis — s ya € Al entonces existe ¢ tal que (s,7) — (s',¢) y (s',1') € Pass.
. a . a
2. sit — t’ entonces existe s’ tal que (s,1) — (s',¢') y (s',1") € Pass.

En ambos casos se procede de la misma manera: se supone que la condicién no es valida,
luego se obtiene que (s,f) ¢ Pass. Por construccién del producto sincronizado es directo ver
que las condiciones de la definicién Def. 2.1.11 se satisfacen. Por lo tanto Pass es una relacién
SIR. O

Este teorema permite verificar si un ISS § es SIR-SNNI, debido a que S es SIR-SNNI si y
s6lo si S\A" > §/A". Pero esto no se puede hacer de forma directa. Notemos que no se puede
utilizar S\A" y S/A" para crear el producto sincronizado porque en general S\A" no satisface
A" = {1} y no estd semi-saturado. Esto puede resolverse marcando el conjunto @ en S\A" y luego
semi-saturando la componente, i.e. reemplazamos S \A” por (S \A"),. De forma similar, S /A" no
satisface A = {r,7’}. Dado que 7’ se utiliza para representar las acciones internas que pueden
ser eliminadas marcamos el conjunto A" en S /A". Entonces reemplazamos S /A" por (S /A" AR
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c!

Figura 3.9.: Un ISS Sy su producto sincronizado Ps. S no es SIR-SNNI.

Por lo tanto, para verificar que S satisface SIR-SNNI podemos verificar si S \A%y x (S /A") 41
pasa el test de relacién SIR.

Aplicando un razonamiento similar, para verificar la propiedad SIR-NNI, se debe verificar si
((S\ART)[AROYy x (S /A") 4us pasa el test de relacion SIR.

Entonces como consecuencia del Teorema 3.4.1, tenemos un algoritmo de decision para veri-
ficar si un sistema satisface la propiedad SIR-SNNI o SIR-NNI, lo cual queda establecido en el
siguiente teorema.

Teorema 3.4.2. Sea S = (S, A", A’y una ISS.
1. 8 satisface SIR-SNNI sii (S\A")y X (S JAM) 41 pasa el test de relacion SIR.
2. S satisface SIR-NNI sii ((S\A")/AmO)y x (S /A" yn1 pasa el test de relacion SIR.

Ejemplo 3.4.2. En la Figura 3.9 se grafica una ISS S y a su derecha el producto semi-sincronizado

Ps = (S\A")y X (S JAM) sn1. En este caso Ps puede pasar el test SIR; los estados del producto se
clasifican de la siguiente forma

Fail = {(s3, s¢)} May = {(s0, 50), (50, S4)}  Pass = {(s1, 51), (52, 2), (53, 53), (51, 55)}

Por lo tanto por lo tanto S no satisface SIR-SNNI. Es claro que (s3, s¢) falla el test porque s¢
puede ejecutar una transicion con ¢!y s3 no. Luego este error se propaga al estado (so, s4)
debido a que los estados sg y s4 ejecutan ambos una transicion con accion b?; la uinica forma de
sincronizar ambas transiciones es alcanzando un estado que falla el test, i.e. (s3, S¢). Luego so y
s4 también “fallan” el test de relacion SIR, pero como la accion que alcanza el estado (s3, s¢) es
una accion de entrada (b?), que podria eliminarse para evitar la falla, se tiene (so, s4) € May.
De forma similar se propaga la inconsistencia al estado (sg, ¢).

Ejemplo 3.4.3. En la Figura 3.10 se grafica el ILTS T y abajo el producto semi-sincronizado
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Figura 3.10.: Un ISS 7"y su producto sincronizado Ps. 7 es SIR-SNNI.
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Py = (T\Ah)y x (T /A" 4. Los estados del producto se clasifican de la siguiente forma

Fail = {(t2, 1), (t1, 1), (t1, ta), (12, t5), fail} May =0
Pass = {(t9, 10), (11, 11), (12, 12), (10, 13), (12, 14), (11, 5)}

Por lo tanto Ps pasa el test SIR. Notar que la existencia de un camino desde el estado (ty, ty)
hasta el estado fail no es indicio de que la relacion no exista. Tomemos por ejemplo el estado
(to,t3) € Pass, el cual también pasa el test de relacion y alcanza al estado fail. Si analizamos
las transiciones que puede realizar el estado t se ve que éstas siempre pueden relacionarse con

.. . al . . .. C L
una transicion de t3. Si se toma ty — t) el producto sincronizado indica que esta transicion no
. .., al . .
puede relacionarse con la transicion t3 — t4 pues (t1,t4) es un estado en Fail, pero si puede

. C al
relacionarse con la transicion t3 — t5 y alcanzar el estado (t1,1ts) el cual no falla el test de
relacion. Un andlisis similar se puede realizar con la otra transicion de ty y con las transiciones
del estado t3. De esta forma se concluye que (ty, t3) pasa el test de relacion SIR.

3.4.2. Sintesis de sistemas seguros

A continuacién se demuestra que si un producto semi-sincronizado P puede pasar el test SIR
entonces existe un conjunto de transiciones con acciones de entrada que al eliminarlas del TA
original, el producto semi-sincronizado de la nueva ISS pasa el test. Este resultado serd utilizado
para derivar una interfaz segura.

Sea P un producto semi-sincronizado y sea EC(P) (ver Tabla 3.3) el conjunto de transiciones
que serdn candidatas a ser eliminadas. La definiciéon de EC(P) es bastante intuitiva: el conjunto
estd compuesto por las transiciones que unen un estado que puede pasar el test de relaciéon SIR
con uno que lo falla. Esto puede pasar por cuatro diferentes razones. La primera es el caso
en el que uno de los estados ejecuta una accién de entrada que el otro no puede ejecutar. Los
siguientes dos casos son simétricos y consideran el caso en el que ambos estados pueden ejecutar
una accién de entrada baja la cual tiene como destino un estado que falla el test. El dltimo caso
tiene en cuenta las transiciones ocultas, producto de la abstraccion de una accidon confidencial
de entrada, que alcanzan un estado que falla el test. Notemos que si P puede pasar el test de
relacion entonces EC(Ps) # 0.

El siguiente lema establece que si P = S X T es un producto semi-sincronizado que puede
pasar el test de relacion SIR y S’ (resp. T’) se obtiene de S (resp. T) luego de eliminar algunas
transiciones de EC(P) entonces el producto semi-sincronizado P’ = S’ X T’ puede pasar o pasa
el test de relacion SIR.

Lema 3.4.1. Sea P =S X T un producto semi-sincronizado que puede pasar el test de relacion
SIR y sean S” y T’ los IA que se obtienen de S y T, respectivamente, luego de eliminar algunas
transiciones de EC(P). Entonces el producto semi-sincronizado P’ = S’ X T’ puede pasar o pasa
el test de relacion SIR.

Demostracion. Sean Failp, Passp y Mayp los estados que fallan, pasan y pueden pasar el test de
relacion con respecto a P. Igual notacidn vale para Failp:, Passp y Mayp, con respecto a P’. Para
demostrar el Lema, alcanza con demostrar que
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ECP)={qg = ¢ | (3§:(¢.9) € May’ , V(§,9)e May’ , U
q—q qg—

q q

AAL

lg=>q lacA . (30.0': (q.9) € May' . .(4.9) = (¢.§):(d.q) € Fail)} U
q q

A AL

lg=q lacA (0.0 Qg eMay' . .(.9) = @.4):@.q) € Fail} U
q q

lg>q lacA™ . (35: @9 e May' , ,(V§' : (§,q9) — @>q): @', q') € Fail))

qg—q

Tabla 3.3.: Conjunto de transiciones candidatas para eliminar.

(I) Faﬂp/ = Faﬂp
(n) Passpr U Mayp, = Passp U Mayp.

Notemos que si bien Failpr = Failp, muchos de estos estados ya no seran alcanzables desde
el estado inicial de P’. Ademas, dado que Fail y Pass U May forman una particién de estados,
basta con demostrar (1) para garantizar (). Demostrar (1) es directo pues las condiciones para
que un estado pertenezca a Fail s6lo dependen de transiciones con acciones de salida o 7’ y estas
acciones no se han modificado.

O

En base a este Lema definimos el siguiente procedimiento el cual sintetiza una interfaz segura.
La finalizacién del mismo esta garantizada porque el conjunto de transiciones de entradas es
finito.

1. Sea S tal que su producto semi-sincronizado Ps = S\A%y x (S /A") 4u: puede pasar el test
de relacién.

2. Eliminar de § alguna transicién de EC(Pg).
3. Reconstruir Pg en funcién del nuevo S

4. Si Pg pasa el test terminar, caso contrario volver a 2.

Ejemplo 3.4.4. En la Figura 3.11 se muestra el algoritmo de refinamiento aplicado a la ISS
S de la Figura 3.9. Luego de la construccion del primer producto sincronizado, el conjunto de

.. . . . b b?
transiciones candidatas para eliminar estd compuesto por EC(Pg) = {sog — 53,84 — S¢}. La
eleccion de la transicion a eliminar es no determinista, en este ejemplo se elige eliminar la tran-

.., b? . . . ..
sicion s4 — s¢. El IA obtenido no satisface aun SIR-SNNI, entonces continuamos eliminando

.. .o L b , . .
transiciones. Luego de eliminar la transicion sy — s3 si se obtiene un sistema seguro.
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Sy su producto sincronizado:

L. b? b?
S luego de eliminar {s4 — s¢, 50 — $3}:

Figura 3.11.: Ejemplo del algoritmo de derivacion.
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Figura 3.12.: E1 S y su producto semi-sincronizado Pg

Notemos que la eleccidon no determinista de la transicién que se elimina permite que el algo-
ritmo sintetice interfaces distintas desde una misma interfaz. En la Figura 3.12, se presenta una

interfaz S y su producto sincronizado Ps, el cual puede pasar el test. Es claro que si se elimina
. b? . . . .

la transicién s, — s4 de S se obtiene una interfaz segura. Sin embargo, el conjunto EC(Pg)
a? a? . .. ..

es tal que {s; — s3,50 — s4} € EC(Ps). Si una de estas transiciones se elimina, entonces,

la otra también debe ser eliminada. No sélo esto, esto no genera una interfaz segura por lo que

Lo . b? . o .
finalmente se debera eliminar la transicién s, — s4 y se obtendria la siguiente interfaz:

@r@m@

Si bien la interfaz es segura la misma no provee ningin servicio al usuario bajo y por lo tanto
podria considerarse indtil. Para solucionar esto, al algoritmo se le deberia introducir heuristicas
que se encarguen de garantizar que la interfaz que se sintetiza, ademds de segura, satisface
los requisitos extras de funcionalidad. Dado que estos requisitos estdn ligados directamente al
contexto de la interfaz, no presentaremos posible soluciones para el problema.
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3.5. Observaciones finales

3.5.1. Trabajos relacionados

En [41] se presenta por primera vez no interferencia sobre un modelo basado en sistema de
transiciones. A partir de ahi se han introducido muchas variantes de la propiedad las cuales se
han estudiado en distintos modelos. En este contexto no es novedad la diferentes naturalezas
entre las acciones de entrada y de salida. Por esta razén la variante simple y la variante strong
de no interferencia. Pero esta diferencia no ha sido explotada a nivel de semanticas como se ha
hecho en el presente Capitulo.

El enfoque basado en dlgebras de procesos ha sido bastante estudiado [31,32,69]. En [31,32]
se utilizan las dos variantes de no interferencia con semdnticas para LTS, mientras que en [69],
luego de marcar la diferencia los dos tipos de acciones, ésta se desestima.

Por otro lado, en [61] se argumenta que a pesar de los avances realizados en el contexto de
algebras de procesos, este avance puede ser desestimado por los sectores que estan acostumbrado
a trabajar con modelos basados en estados. Por esta razén se establecen transformaciones entre
los modelos estudiados en cada enfoque y se estudia como se comportan distintas variantes
de no interferencia. Es importante remarcar que las dos mdquinas de estados que se presentan
en [61] no son similares a las utilizadas en el presente trabajo. Un tipo de maquina estd basada
en estados, mientras que la otra estd basada en acciones. En la primera, cada usuario realiza
una observacion particular en cada estado, mientras que en la segunda cada usuario que ejecuta
una accion, ve una observacion como resultado de la accidén. Esta observacion es solo vista
por el ejecutor de la accién. Por otro lado, para representar las seménticas de las dlgebras de
procesos, como es usual, se usa un LTS. Luego, las ISS se encuentran més cerca de la semantica
del algebra de procesos que a los sistemas basados en estados. Al estudiar la variante de no
interference denominada restrictiveness [60], 1a cual se basa en definir una relacion denominada
unwinding, se argumenta que las acciones de salidas confidenciales no pueden ser controladas
por lo tanto deben ser interpretadas como acciones internas. Este andlisis se basa en [68], donde
las acciones altas de salidas son interpretados como sefiales de eventos. Esta observacion es la
misma que se utiliza en el capitulo anterior para diferenciar entre acciones de entrada y de salida
y definir todo un conjunto nuevo de semdnticas y es la misma que justifica las dos variantes de no
interferencia. Luego de la observacion, y al igual que en la variante simple de no interferencia,
las acciones confidenciales de entrada son restringidas mientras que las de salidas son ocultadas,
pero todo esto se formaliza sin la inclusién de los operadores de restriccioén y abstraccion.

Con respecto a la sintesis de sistemas seguros, ésta es un area que no ha sido muy desarrollada.
En [18] se resuelve este problema para no interferencia basada en trazas, con la particularidad de
que no hay diferencia entre acciones de entrada y acciones de salida. Las acciones que se pueden
restringir son las acciones altas, pues estas son definidas como controlables. En [35] y [12]
se extiende el algoritmo para sintetizar interfaces seguras para Timed Automata [4,5, 13], una
variante de interfaces de autémata donde se modela tiempo. Ademads, en [12] el conjunto de
acciones controlables estd compuesto por acciones bajas y acciones altas.

Los algoritmos aqui presentados no pueden generalizarse de forma directa dado que se en-
cuentran estrechamente ligados a la caracterizacion relacional de la relacién SIR. Sin embargo
pueden pueden adaptarse para otras variantes de no interferencia basadas en otras nociones de
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Figura 3.13.: S no es SIR-NNI/SIR-SNNI pero es (Agr #)-NNI/(Agr,2)-SNNL

observabilidad. En [56] se presenta una version de los algoritmos para el chequeo y sintesis de
sistemas BNNI/BSNNI. Si bien los algoritmos presentados en [56] y los algoritmos aqui pre-
sentados se basan en el algoritmo para verificar bisimulacién de [30] los resultados en el caso
de sintesis varian un poco. El algoritmo de sintesis de [56] presenta cuatros posibles resultados:
los tres que estdn en la presente versién y un cuarto resultado denominado indeterminado. Para
este resultado no es posible saber si se puede o no sintetizar una interfaz segura. La diferen-
cia se debe al comportamiento simétrico de la bisimulacion débil: para evitar la ejecucién de
acciones que no se sincronizan se puede eliminar transiciones de entrada altas. Eliminar estas
transiciones, la cuales son abstraidas antes de verificar la bisimulacién débil, puede producir que
al saturar la nueva interfaz los estados de la misma ejecuten menos transiciones. Esto tiene como
consecuencia la posible apariciéon de nuevos problemas de sincronizacion.

3.5.2. Conclusiones

Definir las propiedades de no interferencia basadas en nociones de observabilidad hace ex-
plicita la maquinaria con la que cuenta el atacante al momento de estudiar el sistema. No tener
en cuenta esto puede generar errores de interpretacion e inexactitudes al modelar el sistema y su
entorno. Un ejemplo de esto ocurre en [57] al justificar la necesidad de las variantes de no in-
terferencia SIR-NNI/SIR-SNNI. En [57] argumentamos que las propiedades BSNNI/BNNI [56]
permiten ciertas filtraciones de informacién y para subsanar este problema se introducen las
propiedades SIR-NNI/SIR-SNNI. Pero esto es natural que suceda pues las propiedades deben
usarse en distintos contextos. Esto es claro al ver las nociones de observabilidad que se utilizan
para modelar las propiedades.

WB = {aO, T7 Te&, V, (:)7 /\7 ) } SIR = {aoa T7 \/a T, (:>’RT, /\’ na b}

Las variantes BSNNI/BNNI pueden utilizarse en un contexto donde la comunicacion se realiza
utilizando hand shaking, mientras que las variantes SIR-NNI/SIR-SNNI deben ser utilizadas en
un contexto donde no. Esto no es tenido en cuenta en [57].

Este enfoque también brinda un marco mucho mds versatil para refinar las seménticas uti-
lizadas. Por ejemplo, la presentacion original de la relaciéon SIR (Def 2.1.11) no hace evi-
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S i T .
G- GG

a?l,b! a?,b! a?,b! a?

Figura 3.14.: E1 S no es SIR-NNI/SIR-SNNI, mientras que 7~ lo es. Sin embargo puede argu-
mentarse que existe una filtracion de informacién en 7 : la ejecucion de la accién
b! es un indicio de que H? no ha sido ejecutada.

dente que el usuario cuenta con una gran maquinaria para realizar copias. Sin embargo, esto
queda claro al ver la representacioén de la relacién SIR utilizando nociones de observabilidad:
{/\,n, b} C SIR. Esta gran maquinaria quizas es demasiado para algunos contextos, por lo tanto
ésta se podria reducir eliminando los tipos 7y b. Sea Agr 4 la nocion de observabilidad que
se obtiene luego de eliminar los tipos ny b i.e. Apry = {a°,T,\/,7,2,RT, \}. Esta nueva
nocién es mas débil que SIR dado que no permite distinguir las transiciones internas previas a
la ejecucion de una accién de entrada. Un ejemplo de esto se presenta en la Figura 3.13: S es
(Arr #)-NNI/(A\gr #)-SNNI, pero no es SIR-NNI/SIR-SNNI.

Asi cémo es posible debilitar una relacién para que la propiedad se ajuste mejor a los requer-
imientos, también es posible fortalecer la relacion para obtener el mismo resultado. La interfaz
S en la Figura 3.14 no es (/\gr #)-SNNI: la observacion OT no es posible antes de la ejecucion
de la accion alta H? pero si después de ésta, i.e. 0T € Osr(S /A" —Osir(S\A™). Por otro lado, la
interfaz 7~ en la Figura 3.14 si es (A\gr #)-SNNI. Si bien 7 es catalogado como seguro utilizan-
do la propiedad Agr4SNNI se puede argumentar que existe una filtracién de informacién: la
ejecucion de la accion b! en 7 implica que la ejecucién H? no ha sido ejecutada. Para solucionar
esto s6lo basta extender la nocién de observabilidad agregando el tipo — y de esta forma obtener
la nocién de observabilidad

~RT,<¢ = {aO’ T’ \/’ T’ ;)7RT’ /\7 _|}

Esta nueva semdntica permite detectar la filtracién de informacidén que existe en 7: 7 no es
seguro (~grr #)-SNNI debido a que fy #gr.# t1. Esta nueva semantica es mas fuerte que la bisim-
ulacién débil. Por ejemplo S es BSNNI pero no es (~gr #)-SNNI dado que so #rr.# S1-
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CapituLo 4

ESPECIFICACION DE SISTEMAS DE TRANSICIONES
PROBABILISTAS

En los capitulos anteriores nos enfocamos en el estudio de la semdntica de los sistemas. En
particular, en el capitulo 2 estudiamos la semdntica desde un punto de vista del poder de ob-
servacion de quién interactda con el proceso. En el capitulo 3 utilizamos estas nociones para
identificar si un proceso es seguro o no. En un caso utilizamos un IA, en el otro un ISS, los
cuales son variantes de sistemas de transiciones etiquetadas.

Si bien los sistemas de transiciones son los objetos matemdticos que se utilizan habitualmente
para comprender el comportamiento de un proceso, no es el lenguaje habitual de modelado. Para
especificar o diseflar procesos se utilizan lenguajes de especificacion o modelado, que permiten
la construccion de un sistema a través de la composicion de sistemas mas pequeiios. En este caso,
la semantica de los procesos, i.e. su sistema de transiciones, se construye siguiendo la estructura
del lenguaje a través de reglas de derivacion guiadas por los operadores que conforman dicho
lenguaje. Esta técnica se denomina semantica operacional estructurada [65,66].

En el contexto de esta tesis nos limitaremos a trabajar con lenguajes simples definidos a través
de la signatura de un élgebra. De esta manera, un término algebraico representa un proceso.
Estos se construyen de forma recursiva a partir de una signatura la cual estd constituida por
un conjunto de (nombres de) funciones. Cada funcioén posee una aridad especifica y de éstas se
distinguen las funciones de aridad cero, las cuales son denominadas constantes. Ejemplos de
este tipo de lenguajes son ACP [6], CSP [47,48] y CCS [62]. En este contexto, la semantica
operacional estructurada define el comportamiento de un término, que denota la aplicacién de
una funcién, en base al comportamiento de los pardmetros que utiliza la funcién. En [3] se
presenta una introduccién completa a este tema.

Utilicemos un ejemplo para clarificar el enfoque. Sea una signatura compuesta por las con-
stantes a, a’ y la funcién f de aridad uno. Esta signatura permitird generar el siguiente conjunto
infinito de términos:

{a,d’, f(a), f(a"), f(f(@), f(f(@ ), f(f(f@), f(f(f@))).. )
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Cada uno de estos términos representa un estado en un sistema de transicién. Dado los términos,
sélo resta definir las transiciones que puede realizar cada uno. Para esto se utiliza un conjunto
de reglas como las que se presentan a continuacion:

a
X—a

a a a
a—a a —a f(x) —a
La parte superior de una regla se llama premisa, mientras que la inferior conclusion. En la
premisa se especifica que transiciones debe realizar el sistema para poder realizar la transicion
que se expresa en la conclusion. Las primeras dos reglas no tienen premisas; a este tipo de regla

se la denomina axioma. Los dos axiomas que se presentan describen el siguiente comportamien-
to en los estados ay a’:

0 0

La ultima regla no sélo posee premisas sino que también posee otro elemento del que hare-
mos uso y que atn no ha sido introducido. Este elemento son las variables: la ultima regla
utiliza una variable x, tanto en la premisa como en la conclusion. Las reglas que poseen vari-
ables no pueden ser utilizadas directamente. Previo a esto, las variables deben ser reemplazadas
por términos sin variables. Esto se realiza mediante una funcién denominada substitucion. Las
substituciones pueden definirse de forma arbitraria, por lo tanto, de la tltima regla y utilizando
distintas substituciones podemos obtener las siguientes reglas cerradas, i.e. sin variables:

a N a a N a f(a) N a f(@) N a f(f(a) 2, a
f@Sa fla)Sa f(fa)Sa f(f@) >a  f(f(f@) = a

Cémo ya se menciono, siempre que el sistema de transicién pueda realizar las transiciones que
se indican en la premisa, el sistema deberd también realizar la transicién que se indica en la
conclusién. Por lo tanto, la signatura y las reglas presentadas pueden utilizarse para representar
el siguiente sistema de transicidn:

fla) fa)

f(f(a) a4 f(f@))

o9

FU(fay) —= a @ FUf@)))

La signatura y las reglas definen una especificacién de un sistema de transicién, donde la
signatura especifica los estados y las reglas especifica las transiciones del sistema.
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La necesidad de estudiar aspectos funcionales y no funcionales del comportamiento de los
sistemas, por ejemplo performance o confiabilidad, llevé a desarrollar sistemas mas complejos.
Entre los sistemas mas complejos se destacan los sistemas de transiciones probabilistas. En
estos sistemas, luego de ejecutar una transicién no se alcanza un estado sino que se alcanzan un
conjunto de estados, cada estado con una probabilidad particular. Este tipo de sistemas se pueden
representar utilizando distintas variantes [11,21,40,45,55,67,71,72], donde cada variante modela
distintas caracteristicas del sistema de transicion. Este capitulo estd dedicado a la especificacion
de sistemas de transiciones probabilistas al estilo de Segala [71,72]. Este tipo de modelo soporta
no determinismo con transiciones de la forma t — 7 donde £ es un término que representa un
estado, a una accién y « es una distribucién de probabilidad sobre estados.

En este nuevo contexto, la semantica operacional estructurada se extiende para contemplar los
nuevos aspectos cuantitativos. Por ejemplo, en la siguiente seccion se presentardn reglas con la
siguiente forma:

a b
fla,x) = u  plyo,y1}) >0,5 yo -
X — 0,51 + 0,57

En esta regla, las expresiones x, yg,y1 ¥ f(a, x) son expresiones que se reducirdn a términos
que representan estados del sistema. Las expresiones estdn compuestas por las variables x, yo
e y1, y por elementos de la signatura que contiene a f y a. Por otro lado, las expresiones u y
0,5u + 0,571 son expresiones que se reducirdn a distribuciones sobre términos cerrados, i.e. que
no poseen variables. En estas expresiones, y es una variable de distribucién que sélo puede ser
reemplazada por expresiones que finalmente se reducen a una distribucion de probabilidad; por
otro lado 7 es una distribucién de probabilidad particular. Estos términos serdn denominados
términos de distribuciones.

Las reglas que se utilizardn no sélo soportan premisas positivas (f(a, x) N () sino que tam-

bién soportan premisas negativas (yo 7hL> ) y premisas cuantitativas (u({yo,y1}) > 0,5). El uti-
lizar premisas negativas enriquece el poder de expresion de las especificaciones pero al mismo
tiempo introduce algunos problemas para asignar un sistema de transicion particular a una es-
pecificacién. Distintas técnicas se han presentado para sortear este problema en un contexto sin
probabilidades [16, 39]. En este Capitulo se extenderd la técnica basada en pruebas bien so-
portadas [39] a un contexto con probabilidades. Para esto se necesitard extender la nocién de
sistema de transicion: un sistema de transicion estard compuesto por 3-uplas de la forma (z, a, )
y por 2-uplas (z, b). Las 3-uplas, como es usual, denotardn que el estado ¢ puede ejecutar la ac-

., . . . . . ., . a .
cion a y el estado siguiente se elige con una distribucién n, i.e. ¢ — 7m; mientras que las 2-uplas
p - . . . b .
denotaran explicitamente que el estado ¢ no ejecuta la accién b, i.e. t -~ . Esto cambia con res-

pecto a algunos enfoques donde ¢ 7bL> , denota que no existe 7’ tal que ¢ i) 7', Los sistemas de
transiciones que utilizaremos son denominados sistemas de transiciones con tres valores porque
dado un estado ¢ y una accidn a existen tres posibilidades: existe x tal que (¢, a, ) es una 3-upla
del sistema, (¢, @) es una 2-upla del sistema o ninguna de las dos opciones anteriores es vdlida.
Por ultimo, la inclusién de premisas cuantitativas también incrementan el poder expresivo de las
especificaciones pero sin agregar ninguna complejidad extra.

A partir de aqui dejaremos de lado la diferenciacion entre acciones de entrada y de salida,
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dado que las acciones pasardn a ser un objeto meramente sintactico.

4.1. Preliminares

En este seccién introducimos la definiciones de los objetos mateméticos que se utilizaran
a los largo de este capitulo y los subsiguientes. Estos objetos son tres: términos, términos de
distribuciones y substituciones.

Los términos son expresiones algebraicas que se construyen a partir de una signatura. Los
términos de distribuciones son también expresiones algebraicas pero estas se construyen siem-
pre de la misma manera; se utilizan para representar distribuciones de probabilidad, las cuales
definen la probabilidad de alcanzar un estado particular luego de la ejecucién de una accidn.
Ambos tipos de términos pueden contener variables, en cuyo caso se denominan abiertos, o
estar completamente definidos (sin variables) en cuyo caso se denominan cerrados.

Las substituciones son funciones que reemplazan variables por términos. Estos términos pueden
ser cerrados o abiertos. Cémo se mostrd en la introduccién del capitulo, estas se utilizardn para
instanciar las reglas con las que se derivan el sistema de transicidn.

Términos

Un lenguaje de modelado o de especificacion estd definido a través de una signatura. La
signatura define los distintos constructores del lenguaje a través de un conjunto F de simbolos
de funcién, y de una funcién r que asigna a cada simbolo de funcién su aridad.

Supongamos la existencia de un conjunto infinito V' de variables (de término). Los nombres
X,y,2, X', X0, X1, . .. seran utilizados para denotar variables en V.

Definicion 4.1.1. Una signatura es una estructura ¥ = (F,r), donde
(1) F es el conjunto de nombres de funciones tal que F NV = 0.
(1) r: F — Ny es la funcién de grado; f es una constante si f € F y r(f) = 0.
A partir de un conjunto de variables y una signatura se definen de forma recursiva los términos.

Definicion 4.1.2. Sea W C V un conjunto de variables. El conjunto términos sobre W, notacion
T(X, W), es el menor conjunto tal que:

» WCTE, W),y
50 f € Fy I, - Sl € T, W), entonces f(tl, K ,tr(f)) eTE, W)

El conjunto T'(Z, 0) es abreviado por T(X); los elementos de 7'(X) son llamados términos ce-
rrados. El conjunto T'(X, V) es abreviado por T(Z); los elementos de T(X) son llamados términos
abiertos. Var(t) C YV es el conjunto de variables que ocurren en el término abierto ¢.

Ejemplo 4.1.1. Introducimos una signatura de un dlgebra probabilistica que incluye la mayoria
de los operadores mds representativos. Para esto suponemos la existencia de un conjunto de
etiquetas L. Entonces, nuestra signatura (la cual serd usada a lo largo del trabajo) contiene:
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= dos constantes, 0 (stop) y € (skip);

» una familia de operadores de prefijo a.([p1]-® --- ® [py]-) con aridad n, a € L, n >
1, p1,...,pn € (0,1] tales que Z?zl pi = 1 (dado los términos ty,...,t,, escribiremos
a. )" [ pilt; para simplificar la notacion);

= [os operadores binarios _+ _ (composicion alternativa o suma), _; _ (composicion secuen-
cial), y, para cada B C L, _||p - (composicion paralela); y

= un operador unario U(_) que denominaremos unreach.

El proceso 0 denota el proceso que ha llegado a un punto en el cual no puede continuar eje-
cutando acciones. El proceso € indica la terminacion satisfactoria de la ejecucion. El término
a. i [pilt; denota el proceso que puede realizar la accion a y continuar con la ejecucion
del proceso t; con probabilidad p;. El operador t||gt se comporta como el operador de par-
alelizacion de CSP. El operador unreach U(t) puede ejecutar una accion a y detenerse si existe
una ejecucion probabilista (o scheduler) desde t en la cual la accion a nunca pueda ejecutarse
(0 mds formalmente, no se ejecuta con probabilidad 1). El término t + t' indica la ejecucion de
tot (pero no la de ambos) y t,t’ representa la ejecucion de t seguida de t'. O

Por dltimo, introducimos las definicién de contexto. Decimos que una expresion Clxy, ..., X,]
es un contexto si C[xy, ..., x,] s un término en el cual al menos las variables x, ..., x, apare-
cen. Como es habitual, C[t,...,t,] denota el término que se obtiene luego de reemplazar cada
ocurrencia de las variables x; por los términos ¢;.

Términos de Distribuciones

Sea A(T (X)) el conjunto de todas las funciones de probabilidad (discretas) sobre 7'(X). Sean
', mo, 1, . . . elementos sobre A(T'(X)). Dada una funcién de distribucion 7 € A(T(X))y T C
T(X) un conjunto de términos cerrados, definimos m(7T) = ) ,cr m(¢). Para un término cerrado
t € T(X2), denotamos con ¢, la distribucion de Dirac (asociada a ¢), la cual estd definida por

N _ |1 sit=t
6’0)_{0 sit# 1

Por otro lado, el producto []}_, 7; de distribuciones estd definido por
(H?:] ﬂ-l')(tle R tn) = H?:] ﬂi(ti)

En particular, si n = 0, ([]jepvj) = () es la distribucion que asigna 1 a la tupla vacia. Sea
f:T(E)" = T(X)y recordemos que f~ (') = {fe T(X)" | f(f) = t'}. Entonces (ITL, m) o £
es una distribucién de probabilidad bien definida sobre términos cerrados.

Dado un término abierto ¢ € T(X) diremos que 6, es una distribucion de Dirac instanciable.
Es decir, d; es un simbolo que toma el valor 6, cuando las variables en ¢ son sustituidas de forma
tal que ¢ se transforma en el término cerrado t' € T(X). Sea D = {6, : t € T(X)} el conjunto de
distribuciones de Dirac instanciables.
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En su expresion mds bdsica, un término de distribucion puede ser una variable (que sélo po-
dré ser reemplazada por otro términos de distribucidén) o una distribucién de Dirac instanciable.
Ademas existiran dos formas de construir nuevos términos de distribuciones. La primera corres-
ponde a la combinacién convexa de términos de distribuciones. La segunda corresponde a la
productoria de términos de distribuciones.

Como ya mencionamos, necesitamos variables las cuales s6lo pueden ser reemplazadas por
otro término de distribucién, estas variables se denominardn variables de distribucion. Sea M
un conjunto infinito de variables de distribucién y sean u, u’, po, 1, - . . elementos del conjunto

M.

Definicion 4.1.3 (Términos de Distribuciones). Sea D C M un conjunto de variables de dis-
tribuciones y sea V. C V un conjunto de variables de términos. El conjunto de términos de
distribuciones sobre D y V, notacion DT(Z, D, V), es el menor conjunto que satisface:

1. DU{S,: Var(t) c V} C DT(Z,D, V),
2. Y pibi e DTZ,D,V)si0; € DT(Z,D,V)y pi € (0,11 con Y;e;pi=1,y

3. ([Tich<n 6) 0 g7 € DT(E, D, V) 5i 6, € DT(X,D, V) y g : T(X)N — T(Z) donde la funcién
g se define mediante un contexto C, i.e. g(zo,...,2n) = Clzo, ..., 2Znl-

El conjunto DT(Z, 0, 0), abreviado por DT(X), es el conjunto de las distribuciones discretas
sobre términos cerrados. El conjunto DT(Z, M, V) es abreviado por DT(Z).

La Def. 4.1.3 es bastante directa, el tinico punto que merece una pequeia atencion es la fun-
cién g~! en el punto 3. La funcién inversa de g se utiliza para descomponer un término, que
proviene de un contexto especifico, en la tupla de términos que reemplazados en el contexto for-
man el término original. Estas tuplas son luego “medidas” por la productoria de distribuciones.
De esta manera, la composicién permite definir una nueva distribucién sobre un término com-
puesto a partir de las distribuciones de las componentes. Esto quedard mds claro en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.1.2. Sea, 19,11, € T(X). A continuacion se definen distribuciones sobre estos térmi-
nos utilizando los términos de distribuciones.

= Supongamos que nty y w1 son dos distribuciones sobre términos (cerrados) tales que:

mo(to) = 0,2 mo(t1) = 0,3 mo(r2) = 0,5
mi(to) =03 m(t1) =03 m(n) =04

Luego my y my pueden expresarse como términos de distribuciones (cerrados) mediante
las distribuciones de Dirac y la combinacion convexa:

Ty = 0,2 . 6;0 + 0,3 . 6t1 + 0,5 . 612 T = 0,3 . 6[0 + 0,3 . 511 + 0,4 . 6;2

» El término de distribucion abierto 8 = 0,5 - my + 0,5 - u denota una distribucion que se
comporta con una probabilidad de 0,5 como la distribucion ny y con una probabilidad de
0,5 de manera aun no definida, por esta razon se utiliza la variable p.
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n El término de distribucion abierto (60 X my) o g_1 donde g(t,t') = t||gt’, denota una dis-
tribucion sobre los término cerrados que a un término t||pt’ le asigna el producto entre
la probabilidad de t con respecto a la distribucion (a definir) 6 del ejemplo anterior y
la probabilidad de t' con respecto a la distribucion rty. Por otro lado, a un término que
no satisface esta forma le asigna cero. Por ejemplo, calculemos la probabilidad de los
términos to||pt1 y t:

@xm)og  (tollptr) = (0 x m){(to, 1))
= 6(tp) - m1(t1)
@xm1)og (12) = (0% m1)(0)
=0

O

Para simplificar la notacién y dar una nocién mds algebraica, en casos como el anterior y
cuando sea conveniente, escribiremos por ejemplo ||z 1 en lugar de (8 x 71) o g™

El siguiente lema se demuestra en forma directa. EI mismo brinda una presentacion mas com-
pacta de un término de distribucién que no es una variable de distribucién, ni una distribucién
de Dirac instanciable. Esto simplificara el andlisis de caso inductivos en algunas pruebas.

Lema 4.1.1. Sea 6 € DT(X,D, V) tal que 0 ¢ D U {6, : Var(t) C V} entonces

0= Yies PillLnen; On) © &'
donde los p; € (0, 1] son tales queY.c; pi = 1, cada g; es una funcion tal que g; : T(X)Ni — T(2),
y 6, € DT(X,D,V)

Substituciones

Una substitucion es un mapeo que asigna términos a variables. En nuestro caso particular
necesitamos extender esta nocidn a variables probabilisticas.

Definicion 4.1.4. Una substitucion p es un mapeo (V U M) — (T (X, W) U DT(Z, D)) tal que
p(x) € T(X, W) siempre que x € 'V, y p(u) € DT(Z, D) siempre que u € M.

Una substitucion p se extiende a términos y a conjuntos de éstos de la forma usual y a dis-
tribuciones de Dirac instanciables y a términos de distribucion de la siguiente manera:

p(01) = Op(r) PQicr Pibi) = Yicr Pip(6:) P((Ti<i<n 0) © 8™H = ([T1<i<n P(On)) 0 g7

Diremos que la substitucién p es cerrada si p(x) € T(Z) siempre que x € V' y p(u) € AX)
siempre que u € M. Caso contrario diremos que es abierta. Notemos que si la substitucion p es
cerrada, para todo 6 € DT(X, D), p(6) € AX).
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4.2. Especificacion de sistemas de transiciones probabilistas

Un sistema de transiciones probabilistas sobre los términos cerrados de una signatura dada,
quedan definidos por un sistema de transicion. Este sistema de transicidn estd compuesta por
3-uplasen T(X) X A X A(T(X)) y 2-uplas en T'(Z) X A. Una 3-upla (z, a, m) denota que el estado ¢
puede ejecutar la accion a y el estado siguiente se elige con una distribucion sr; mientras que una
2-upla (¢, b) denota explicitamente que ¢ no puede ejecutar la accién b. Este enfoque es similar
al de autématas probabilisticos [71] pero con el agregado de poder especificar explicitamente
las acciones que no son realizables por un proceso dado. De esta forma el sistema de transicién
estd definido como un sistema trivaluado donde ciertas transiciones quedan sin especificar: si
el sistema de transicién no contiene el par (¢, a), ni una terna (¢, a, ), para alguna distribucién
7, luego el efecto de realizar a en el proceso ¢ queda sin definir. Finalmente nuestro objetivo
serd definir sistemas completos (i.e. sistemas donde la realizacion o no de una accién a por parte
de ¢ estd siempre definida). Notar que en este caso, el sistema de transiciéon queda completamente
definido por el conjunto de 3-uplas.

Definicion 4.2.1. Sea X una signatura y A un conjunto de etiquetas. Una sistema de transiciones
probabilistas (PTS del inglés, Probabilistic Transitions System) es un conjunto — C PTr(X, A),
donde PTr(Z,A) = (T(Z) X A X A(T(Z))) U(T(X) X A). Se denotard la tupla (t,a,m) € — con
t 5 nylatupla (t,a) € — cont 7aL>

Una especificacion de un sistema de transicidn estd compuesto por una signatura, un conjunto
de acciones y un conjunto de reglas. La funcién més bésica de una especificacion es caracterizar
un sistema de transicion particular (Def. 4.2.3). El enfoque provee una caracterizacion algebraica
para la especificacion, el cual es similar al utilizado en [16,43,44].

Por otro lado, una especificaciéon més la maquinaria adecuada, permitirdn derivar un sistema
de transiciones que cumplan la caracterizacién que la especificacion expresa, i.e. el sistema de
transiciones satisface las reglas. Esto se desarrolla en la Seccién 4.3.

Definicion 4.2.2. Una especificacion de un sistema de transiciones probabilistas (PTSS, del
inglés Probabilistic Transition System Specification) es una estructura P = (X,A,R) donde
X = (F,r) es una signatura, A es un conjunto de acciones y R es un conjunto de reglas de la
forma:

ax b
th —> ke KYU{t —» 1€ LYUO;(W) 2 q;: jeJ)}

50
en el cual K, L, J son conjuntos de indices (posiblemente vacios), t,ty,t; € T(X), a,ax, b; € A,
HkEM W, CV, 2;€{>2,<<}q;€[0,1]y0;,0 € DT(Z)

Una expresion de la forma ¢ < 6, se denomina literal positivo. Similarmente llamamos literal
negativo 'y literal cuantitativo a las expresiones ¢ 7aL> y (W) = p, respectivamente (t € T(X),a €
A,0 € DT(X),W C VarUT () y p € [0,1]). Un literal y es no-cuantitativo si este es un literal
positivo o negativo. Para un literal no-cuantitativo ¢, src(i) denota el término a la izquierda
de la flecha; para un literal positivo ¥, trg(y) denota el término a la derecha de la flecha. Para
toda regla r € R, los literales sobre la linea se denominan premisas. El conjunto de premisas
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de r se denota con prem(r); el literal bajo la linea es llamado conclusion, notacién conc(r).
Denotamos con pprem(r), nprem(r) y gqprem(r) el conjunto de premisas positivas, negativas y
cuantitativas de la regla r respectivamente. Una regla r es llamada positiva si nprem(r) = (. Un
PTSS es llamado positivo si sélo posee reglas positivas. Una regla r sin premisas es un axioma.
En general, permitiremos que el conjunto de premisas positivas, negativas y cuantitativas sean
conjuntos infinitos.

Las substituciones se utilizaran para definir instancias de las reglas del PTSS, las cuales per-
mitirdn definir los sistemas de transiciones probabilistas. Dada una substitucién p, la misma se
extiende a literales de la siguiente manera:

plt = 60) =p(1) = p(6)  plt ) =pt) 4 pW) 2 p) = pO) (W) = p

Luego, la nocién de substitucion se extiende a reglas de la forma esperada. Decimos que r’ es
una instancia (cerrada) de la regla r si existe una substitucién (cerrada) p tal que r' = p(r).

Decimos que p es una substitucion genuina de r si para toda premisa cuantitativa p(6(W) = p)
de r se satisface p(6(w)) > O para todo w € W. Entonces, si p es genuina, todo término en
p(W) se encuentra en el soporte de p(6). Las substituciones genuinas evitan introducir términos
espurios en la premisa cuantitativa. Solamente utilizaremos este tipo de substituciones a lo largo
del trabajo.

La intuicién detrds de una especificacion es bastante simple. Si un sistema de transicién
estd asociado a un PTSS P se espera

1. que respete las reglas de P, esto es, siempre que las premisas de una instancia cerrada
de una regla en P pertenezcan a el sistema de transicion, entonces también su conclusion
pertenecerd; y

2. que no incluya mas transiciones que las que explicitamente se justifican i.e., una transicion
estd definida si y s6lo si existe una instancia cerrada de una regla tal que sus premisas se
encuentran en el sistema de transicién.

La primera nocién corresponde a la nocidén de modelo, y la segunda a la nocién de transicién
soportada. Antes de definir formalmente estas nociones, introducimos nueva notaciéon. Dado un
sistema de transicién — C PTr(Z, A), un literal positivo ¢ 2 tvale en —, notacion— E ¢ 4 T,
si (t,a,m) € —. Un literal negativo ¢ 7aL> vale en —, notacion —» E t 7aL> , sl (t,a) € ». Un
literal cuantitativo m(T) = p vale en —, notacion — = n(T') = p precisamente cuando n(T) = p.
Notemos que la validez de un literal cuantitativo no depende del sistema de transicion. De todas
maneras utilizamos esta notacidén porque serd conveniente al momento de generalizar. Dado un
conjunto de literales H, escribimos — = Hsi V¢ € H : —> E ¢.

Definicion 4.2.3. Sea P = (£,A,R) un PTSS y sea— C PTr(Z,A) un sistema de transiciones
probabilistas, entonces — es un modelo soportado de P si:

Y €E— & existe una regla % € Ry una substitucion genuina p tal que p(x) = ¢ y— = p(H)

Cuando se cumple la implicacion < decimos que — es un modelo de P. Cuando se cumple la
implicacion = decimos que — es soportado por P.
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a a
v X — —
£ — dy a-Z?zl[pi]xii>Z?:1Pi6x,' a'u 4 aﬂ
X+y—HU X+y—Hu
-, R N AN RN Y.
X X X
—t—a#v F—r T aeB\W)
x;y — s 6y Xy — W xllpy = mlls
a a \/ ,
X = — X — —
— 20 a¢BUW) Y B a¢BU{Y) K f/ K
x|lgy — ullz oy xllpy — oxllpu x|lgy — do
a b a
x—p pu¥)>1 {UQy) —u;,lyeY}
x72> - Y btax¢Y
U(x) — & U(x) — dp

Tabla 4.1.: Reglas para el dlgebra probabilistica del Ejemplo 4.1.1 (Y € “V es un conjunto infinito
contable)

Ejemplo 4.2.1. Las reglas para el dlgebra de procesos del Ejemplo 4.1.1 estdn definidas en el
Tabla 4.1. En éstas se considera un conjunto de etiquetas A = £ U {+/} donde \/ ¢ Ly a € L.
O

4.3. Derivacion de sistemas de transiciones

Una especificacién de un sistema de transicién con premisas negativas no necesariamente
define un sistema de transicion [16, 39, 43]. Por otro lado, en algunos casos, un PTSS puede
tener mads de un modelo soportado. Por ejemplo, tomemos el PTSS con una constante f, un
conjunto de etiquetas {a, b} y las siguientes dos reglas:

f=>u [P
fi>6f fi>5f

El mismo tiene dos modelos soportados: {f N orty{f L Or}.

La manera de asignar modelos a especificaciones con premisas negativas ha sido estudiado en
profundidad en un contexto no probabilista [16,39]. Estos resultados son facilmente adaptables
al contexto con probabilidades. En particular, en [22] utilizamos la técnica basada en estratifi-
cacion. En esta tesis utilizamos la técnica basada en pruebas bien soportadas (en inglés well
supported proofs) que es estrictamente mas general que la basada en estratificacién. Esta técni-
ca utiliza las nociones prueba y prueba bien soportada. La primera es una nocién de prueba
que permite derivar reglas con conclusiones positivas. La segunda es una nocién de prueba que
permite derivar literales no-cuantitativos, i.e. literales positivos y negativos. En el caso de los
literales negativos, estos serdn derivables en el momento en que pueda afirmarse con total se-
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CAPITULO 4. ESPECIFICACION DE SISTEMAS DE TRANSICIONES PROBABILISTAS

guridad que no existe una prueba de un literal positivo que lo niegue. Otra diferencia entre las
pruebas y las pruebas bien soportadas, es que las segundas no utilizan premisas.

Un PTSS P = (Z, A, R) es significativo, i.e. puede utilizarse para definir un sistema de transi-
cién, si para todo t € T'(X),a € A se puede derivar una prueba bien soportada de ¢ 7aL> ot >
para algiin 7 € DT(X) utilizando el conjunto de reglas R. El sistema de transicién basado en
pruebas bien soportadas serd el conjunto de literales no-cuantitativos que pueden ser demostra-
dos.

Definicion 4.3.1. Sea P = (X,A, R) un PTSS. Sea  un literal positivo y H un conjunto de lit-
erales (no necesariamente cerrados). Una prueba de una regla % de P es un drbol bien fundado
en el cual cada nodo estd etiquetado por un literal tal que:

1. la raiz estd etiquetada con i y

2. si un nodo q estd etiquetado con un literal y y K es el conjunto de etiquetas de los nodos
que se encuentran directamente sobre q, entonces alguna de las siguientes condiciones se
satisface

a) K =0y, y € Ho y es una premisa cuantitativa (cerrada) vdlida,

b) i—{ es una instancia de substitucion de una regla en R.

Si una prueba de % de P existe, entonces & es demostrable, notacién P r

H
7 .

v

Para simplificar la notacidn, si ¢ es un literal cuantitativo cerrado, P + i denota que ¢ es
vdlido. Dado dos literales t — 7 yt 7aL> , diremos que uno niega al otro. Dado un literal ¢,
denotaremos con —/ a un literal que niega . Sea p una prueba de la regla %, con h(p) se denota
la altura del arbol de prueba ».

Definicién 4.3.2. Una prueba bien soportada de un literal no-cuantitativo  de un PTSS P =
(Z, A, R) es un drbol bien fundado en el que lo nodos estdn etiquetados con literales cerrados
tal que:

1. la raiz estd etiquetada con s, y

2. si el nodo q estd etiquetado con un literal no-cuantitativo y y K es el conjunto de etiquetas
de los nodos que se encuentran directamente sobre q, entonces:

a) si y es un literal positivo entonces f es una instancia de substitucion de R,

b) si y es un literal negativo entonces para toda prueba de P + %, con N un conjunto
de literales negativos, un literal en K niega a un literal en N.

3. si g es un nodo etiquetado con un literal cuantitativo, entonces es vdlido y no existen
nodos sobre q.

Un literal Y es ws-demostrable, notacion P \, Y, si existe una prueba bien soportada de \ en
P.
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Al igual que en el caso de pruebas, si i es una premisa cuantitativa cerrada entonces P+, ¥
denotara que la premisa cuantitativa es vélida.

El punto (2.b) de la Def 4.3.2 establece que un literal negativo ¢ 7aL> es derivable s6lo cuando

es seguro que un literal ¢ S para cualquier 7 € DT(Z) es imposible de derivar. Esta practica
se referencia a veces como negacion como falla (negation as a failure) [19]

Ejemplo 4.3.1. Sea un PTSS P = (X, A, R) con X una signatura con constantes a y b, una funcion
unaria f y una funcion binaria g. Ademds, A = {a, b} y R estd compuesto por las siguiente reglas:

a b xSu oy B oubh>0  feo)Du fon) b

a— m, b — 2 a
f(x) — op g(x0,x1) — u

conmg =0,50,+0,50,. Luego el término g(a, b) N Op es derivable mediante la siguiente prueba
bien soportada

b b
aSn, a-p ma)>0 b= 5,
f(@) = 6 f(b) +>
g(a,b) = 6
b
El literal a -5 es derivable porque no existe H y ©t tal que P + f con H un conjunto de
a—n

. . . . a
premisas negativas; esto se deduce a partir de las reglas. Por otro lado, para derivar f(b) —»

st existe un conjunto de premisas negativas H y una distribucion n tal que P + ——. En
f)—n

b
este caso, H = {b -5} y la regla es derivable utilizando la tercera regla. Por esta razon, para
b
derivar f(b) 7aL> se debe demostrar que existe una prueba que niegue b —5 . Esto es directo

b
usando el axioma b — 6y, (rama derecha de la prueba). El resto del drbol de prueba sigue una
construccion estandar.

El método basado en pruebas bien soportadas es consistente en el sentido en que, dado un
PTSS P, no es posible demotrar mediante pruebas bien soportadas ¥ y —. El Lema 4.3.1 es-
tablece este resultado. Su prueba es similar al mismo resultado en el contexto no probabilisti-
co [39, Proposicion 10].

Lema 4.3.1. Sea P un PTSS. No existe  tal que P s 'y P by 2.

Un PTSS P es completo si para todo término ¢ y etiqueta a, P+ t 5o para alguna

. . ., a 7z . z . z
distribucién 7 o P+, t -~ . Los Unicos PTSS que serdn de nuestro interés son aquellos que
son completos. Estos serdn los utilizados para derivar sistemas de transiciones, los cuales serdn
modelos bien soportados del PTSS en cuestion.

Definicion 4.3.3. Un PTSS P es significativo (basado en pruebas bien soportadas) si es com-
pleto.
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Definicion 4.3.4. El sistema de transicion basado en pruebas bien soportadas asociado a un
PTSS (completo) P, notacion —,, es el conjunto de literales ws-demostrables en P.

Diremos que dos PTSS son equivalentes si ambos pueden demostrar el mismo conjunto de
literales ws-demostrables. El siguiente lema brinda condiciones suficientes para asegurar que
dos PTSS son equivalentes. El mismo serd usado frecuentemente a lo largo del trabajo.

Lema 4.3.2. Sea Py P’ dos PTSS sobre la misma signatura tal que P + % sii P’ + % para todo
regla cerrada % con H conteniendo solo premisas negativas. Entonces P vy W sii P/ b5 W
para todo literal cerrado .

Demostracion. Supongamos P + % o P % Sélo demostraremos que P ks ¥ = P’ ks Y
para todo literal positivo o negativo . El otro caso es simétrico. Procedemos por induccion
completa en la altura del arbol de prueba. El caso base es directo.

Supongamos que ¢ es un literal negativo y que K es el conjunto de literales inmediatamente
sobre i en el arbol de prueba. Luego P +, ¥y para todo ¢y € K y por hipétesis inductiva
P’ +y5 Y. Sean py los arboles de prueba de cada i en P’. Por otro lado, por Def. 4.3.2, para
todo conjunto N de literales negativos tal que P wﬂ con ¥’ negando a i, existe un ¥ que
niega un literal en N. Dado que, por hipétesis P + d/ﬂ o P+ wﬂ para toda regla cerrada con N
un conjunto de literales negativos, el arbol de prueba que determina que P’ F,s ¥ se construye
etiquetando con ¢ la raiz y tomando el conjunto {p, | ¥x € K} como sus descendientes.

Supongamos ahora que ¢ es un literal positivo. Sea py una prueba bien soportada de ¢ y
sea Ny los literales negativos que aparecen como etiquetas en la prueba p,. Sea p:// la prueba

obtenida al eliminar de la prueba bien soportada p, los nodos sobre los literales N,. Entonces,

P+ % porque p:/, es una prueba de la regla. Por hipétesis P’ + % Repitiendo el razonamiento
del caso anterior, para todo ¢ € Ny, si P I, ¢ entonces P’ -, . Utilizando las pruebas bien
soportadas de P’ +,, ¢’ junto a la prueba p{b se puede construir en prueba bien soportada de
en P’ ie. P k5 . O

4.4. Observaciones finales

En este capitulo introducimos los PTSS, los cuales permiten definir la especificacién de un
PTS, i.e. un sistema de transiciones probabilista al estilo de Segala. Es mds, introducimos un
método para asociar a un PTSS completo un modelo soportado. Este método se basa en pruebas
bien soportadas. Finalmente el Lema 4.3.2 brinda condiciones suficientes para garantizar que dos
PTSS son equivalentes, i.e. a ambas especificaciones se le asigna el mismo modelo soportado.

En [16] y [39] se estudia en profundidad como asignar un sistema de transicién a una es-
pecificacién con premisas negativas. En [22] extendemos el método basado en estratificacion al
contexto probabilistico. En [59] y aqui presentamos la extension del método basado en pruebas
bien soportadas.

Estas extensiones pueden realizarse sin mayores dificultades debido a que el tinico problema a
resolver es definir cuando una premisa negativa es vélida. En general, esto se resuelve definiendo
un “orden” para derivar los literales. Este orden garantiza que para toda regla r y substitucion

cerrada p tal que la regla p(r) posee una premisa negativa p(t 7aL> ) entonces para toda distribucién
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7, si p(t N m) es derivable, esta transicién debe derivarse antes que p(conc(r)). Por lo tanto, al
momento de derivar p(conc(r)) utilizando la regla p(r) se verifica sin inconveniente la validez de
o(t 7aL> ). En el caso del método basado en estratificacion este orden es explicito y estd dado por
una funcién denominada estratificacion. En el caso del método basado en pruebas bien sopor-
tadas es implicito y estd codificado en las mismas pruebas bien soportadas: un literal negativo es
demostrable s6lo cuando se puede garantizar que no existe una prueba de un literal positivo que
lo niegue (Def. 4.3.2, item 2.b). Los primeros literales negativos que se pueden derivar son aque-
llos para los cuales las reglas no permiten derivar un literal que los niegue (en el Ejemplo 4.3.1

a —b/—> porque no hay regla con una conclusién de la forma a N 0). Por otro lado, los primeros
literales positivos, son aquellos que se puede derivar utilizando, o no, los literales negativos “re-
cién derivados”. Estos nuevos literales positivos permiten falsificar nuevas pruebas y por lo tanto
derivar nuevos literales negativos (otra vez Def. 4.3.2, item 2.b). A su vez, estos nuevos literales
negativos permiten derivar nuevos literales positivos. Asi se continua sucesivamente.

Por dltimo, las premisas cuantitativas no afectan el orden que se utilice, pues son s6lo condi-
ciones extras para derivar una transicion.
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CApiTULO 5

EL FORMATO ntuf@/ntuxo

Debido a su popularidad, el enfoque estructural para dar semdntica operacional a los lenguajes
[66] se convirti6 en un tema de estudio en si mismo. Este estudio se centro principalmente en
la obtencién de meta-resultados y en la definicidon de formatos de reglas. En [63] se realiza una
recopilacién de los mismos.

Un formato de regla impone restricciones sinticticas a las reglas que pueden utilizarse y de
esta forma se logra que los sistemas especificados satisfagan propiedades que seran de nuestro
interés. Esto se debe a que no todo conjunto de regla garantiza buenas propiedades sobre la
semantica de las funciones que se definen. Por ejemplo, en la Figura 5.1 recordamos el sistema
de transicion especificado en la introduccién del Capitulo 4. Notemos que a y a’son isomorfos,
luego para toda nocién de observabilidad N se satisface que On(a) = Opn(a’). Supongamos
ahora que f(a) es el resultado de utilizar un sistema f(-) junto al componente a. Dado que a
y @’ presentan el mismo comportamiento seria deseable que f(a) y f(a’) también presenten
el mismo comportamiento, es decir, se espera que la equivalencia inducida por la nocién de
observabilidad N sea una congruencia para f. De la Figura 5.1 se desprende que esto no es asf,

i.e. On(f(a)) # On(f(d)).
flay f)

f(f(a) aa f(f@))

N A
o8

J(f(f(@)) a FUf(f@)))

Figura 5.1.: El ejemplo de la introduccién del Capitulo 4
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En el presente capitulo se introducird el formato n#ufgntux6, el cual garantiza que la bisim-
ulacién, en un contexto probabilista, es una congruencia para todo operador que se define uti-
lizando el formato. Formalmente, si ~ denota la equivalencia inducida por la bisimulacién, el
formato garantiza que si u; ~ v; con u;,v; € T(X) parai € {1,...,n}, y f es una funcién n-aria,
tal que su semantica operacional fue definida usando el formato ntuft/ntuxf entonces:

Sy, ....up) ~ f(vi,...,vp)

Definir un formato de regla consiste en buscar la menor cantidad de restricciones que garanti-
cen la propiedad deseada. Naturalmente las restricciones dependerdn de la propiedad a asegurar
y a mayor restricciones menor poder expresivo. Luego un formato no sélo debe garantizar una
propiedad sino también permitir definir semdnticas lo suficientemente expresivas. En particular,
el formato ntuff/mtux6 es bastante expresivo dado que soporta reglas con las siguientes carac-
teristicas:

premisas positivas de la forma ¢ N pconteT(X),acAyueM,

= premisas negativas de la forma ¢ 7aL> conteT(X)yaeA;

= premisas cuantitativas de la forma 6(Y) > g con § € DT(X) y =€ {>, >};

conclusiones de la forma x —s 0o f(xt,..., %) 4 Ocon feX x,x,....,xp € Vary
0 € DT®X).

Existen otros formatos que garantizan que la bisimulacién es una congruencia, tanto para un
contexto con, o sin, probabilidades. En un contexto no probabilistico se encuentran: De Simone
Sformat [27], GSOS [15], tyft/tyxt [44], ntyft/ntyxt [16,42,43], path format [ 7] y panth format [76].
Por otro lado, en un contexto probabilistico se encuentran los formatos: RTSS [53], PGSOS [10],
y Segala-GSOS [10].

El formato ntufg/ntux6 podria considerarse una extension del formato ntyf/ntyxt. Este dltimo,
por razones obvias, no soporta premisas cuantitativas. Si soporta premisas negativas y positivas
como las que soporta el formato ntuft/ntux6 pero en un contexto no probabilista. Finalmente, el
formato ntuft/ntuxd, al igual que el formato ntyfi/ntyxt, permite realizar double testing y looka-
head.

Double testing: Una regla puede realizar “double testing” si permite premisas no cuantitativas
con la misma fuente. Por ejemplo una regla puede tener como premisas los literales ¢ N i

b ’
yt—u'.
Lookahead: Una regla puede realizar “lookahead” si el estado destino de una premisa positiva
puede aparecer en la fuente de otra premisa positiva. Un ejemplo para el formato ntyfi/ntyxt
. b
seria una regla con premisas x N yey — z. En el caso del formato ntuff/ntux un

. . . b
ejemplo seria una regla con premisas x N uuY)y>qgyy — p’ cony e Y. Notemos
que siempre se debe usar una premisa cuantitativa para hablar de los estados alcanzables
desde otro estado.
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5.1. Bisimulacion y congruencia

La bisimulacién sobre sistemas de transiciones probabilistas fue introducida por Larsen y
Skou en [54,55]. En esta tesis utilizamos una definicién mas moderna, aunque equivalente. Esta
se presenta en [23] y utiliza conjuntos cerrados en vez de clases de equivalencia.

Definicion 5.1.1. Dada una relacion R C T(X) X T(), un conjunto Q C T(X) es R-cerrado si
paratodote Qyt € T(X), t Rt implicat’ € Q (i.e. R(Q) C Q). Si el conjunto Q es R-cerrado
lo denotaremos con R-cerrado(Q).

Es fécil verificar que si dos relaciones R,R’ C T'(X) x T(Z) son tales que R" C R, entonces
para todo conjunto Q C T'(X), R-cerrado(Q) implica R’-cerrado(Q).

Definicion 5.1.2. Una relacion R C T(X) x T(X) es una bisimulacion si R es simétrica y para
todot,’ € T(X), m € A(T(X)), a € A,

tRY yt S implica que existe i’ € A(T (X)) tal que v’ Ny yr R,

donde n Rn’ siy solosiNQ C T(X) : R-cerrado(Q) = n(Q) = n'(Q). Definimos a la relacion
~ como la menor relacion que incluye todas las bisimulaciones. Es ya bien sabido que ~ es
también una bisimulacion y una relacion de equivalencia (Ver por ejemplo [23]).

La definicién se basa en conjuntos cerrados y no en clases de equivalencia porque para basarse
en clases de equivalencia se debe requerir que R sea una relacién de equivalencia. Luego esta
definicién presenta menos restricciones para la relacion R.

Notemos que la definicién de bisimulacién no establece ninguna condicién sobre las acciones
que no puede realizar un estado. Esto se debe a que se estd trabajando con PTSS completos y que
la bisimulacién es una relacién simétrica, por lo tanto las condiciones impuestas son suficientes

. . a a
para garantizas que sit R ' y t - entonces t' -5

Ejemplo 5.1.1. Consideremos los sistemas de transiciones probabilistas de la Figura 5.2. Se
puede ver que la relacion {(pi,q;) | i = 1,...5} U {(p2,45), (g}, p2)} es una bisimulacion, por
consiguiente p1 ~ q.

Una relacién de equivalencia R es una congruencia en una signatura X si un término puede ser
reemplazado por R-equivalente en un contexto, de manera que el resultado del reemplazo sea
R-equivalente al original.

Definicion 5.1.3. Sea X = (F,r) una signatura y sea f € F. Una relacién de equivalencia
R C T(X) X T(X) es una congruencia con respecto f si dados uy, ..., ugf),vi,..., Vs € T(Z)
i=r(f)
/\ uiRvi = f(ur,...,u(p) Rfvi,...,vrp)
i=1

Si bien esta definicion se aplica sélo en las operaciones de la signatura X, su generalizacién a
contextos arbitrarios de X es evidente (y equivalente).
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P1 q1
| |
ﬂ'l 0,3 TR 71'6
06 - - 04 - : 04
- 03 N
L Ty o L u
> P2 p3 . @ 1 q3 <
1. 1 1
: bl /hl X h\\}bl /hl
T4 T 3 s 7 T8 10

Figura 5.2.: Se puede ver que la relacion {(p;, g;) | i = 1,...5} U{(p2, q}), (g5, p2)} es una bisim-
ulacién, por consiguiente p; ~ g

5.2. El formato ntufo/ntuxo

Antes de introducir el formato ntuff/ntux6 de forma completa, presentaremos una propuesta
mads simple. La misma puede verse como una extension del formato ntyf/ntyxt para que soporte
probabilidades y considere premisas cuantitativas con una forma muy restrictiva. Al mismo tiem-
po, también podria considerarse como una generalizacion del formato Segala-GSOS [10] con
términos en la fuente de las premisas no cuantitativas, asi como con lookahead. Denominamos
a este formato ntufo simple.

Definicion 5.2.1 (nzuf9 simple). Sea P = (X,A,R) un PTSS. Una regla r € R estd en ntufo
formato si tiene la siguiente forma

U 5 iy s m € MU {ty — s n € N} U {uy(z) > 0: L€ L)

a (F)
f(xl, e ,xr(f)) — 0

donde M, N, y L son conjuntos de indices, i, z;, xr (1 < k < r(f)) son todas variables diferentes,
feF, tyt, € T(X),y0 € DT(X). P estd en formato ntuft simple si todas sus reglas estdn en
formato ntuf8 simple.

Se puede demostrar que la bisimulacién es una congruencia para cualquier operador definido
utilizando el formato ntuf® simple. De hecho esto se puede concluir como un corolario del Teo-
rema 5.3.2. Por consiguiente, no nos detendremos con resultados técnicos sobre este formato y
sOlo lo utilizaremos para explicar los ingredientes basicos que luego se hardn presentes nueva-
mente en el formato ntufo/ntuxo.

A continuacién presentamos ejemplos los cuales justifican las restricciones impuestas sobre
este formato. Consideremos una signatura con un operador unario f y tres constantes b, c y d,
junto con una etiqueta a. Consideremos ademds los siguientes axiomas:

cS6. dSnyconng=05-6.+05-6,
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No existe regla asociada a la constante b. Notemos que ¢ ~ d. Usando esta especificacion como
base, definiremos distintas reglas para f las cuales justificaran las restricciones impuestas.

La necesidad de que la fuente de la conclusién satisfaga una forma particular ha sido justifica-
da por varios ejemplos en [43,44] para el formato tyf#/tyxt. Adaptamos un ejemplo de [43] para
motivar la necesidad. Consideremos el axioma

fy 56 £(b)

Los términos by f(f(b)) no realizan transiciones debido a que no aparecen en la fuente de los
axiomas definidos. Como ambos términos no ejecutan transiciones, f(f(b)) ~ b. Sin embar-
go f(f(f(b))) y f(b) no son bisimilares dado que f(b) puede ejecutar una transicion con a y

FUF(f (D)) no.
El siguiente ejemplo muestra que el destino de una premisa positiva no puede ser una distribu-
cién particular. Consideremos la regla

a
X — O,

fx) = 6,

. e a
Como consecuencia, a pesar de que ¢ ~ d, f(c) y f(d) no son bisimilares dado que d — d, no
es una transicién vélida en el tinico modelo soportado. Un efecto similar tiene la regla

X — pu p(d) >0
f(x) =5 6,

la cual muestra que los literales cuantitativos no pueden inquirir sobre términos arbitrarios: note-
mos que f(c) y f(d) no son bisimilares dado que ¢ 5 Ocy 0c(d) =0.

Los literales cuantitativos no pueden realizar comparaciones utilizando cotas superiores (o
igualdad). Consideremos la regla

xSuy-—>p ) <05
fx) = 6

Los términos f(c) y f(d) no son bisimilares porque f(d) N o¢ pero f(c) 7aL> dado que no existe
un término ¢t que pueda substituir genuinamente a 'y (i.e., tal que o6.(t) > 0) y 6.(¢) < 0,5.

Notemos que el requerimiento de que la substitucién sea genuina permite reemplazar “> 0”
por “> 0”. Por otro lado, permitir que los literales cuantitativos comparen valores distintos de 0
es problemdtico. Consideremos la regla

XSy =y > 1
f(x) = 6

Una vez més f(c) y f(d) no son bisimilares dado que d N g y no existe un término ¢ tal que
ma(t) > 1.
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5.2. EL FORMATO NTuF6/NTuX6

Este ejemplo sugiere que las premisas cuantitativas deberian ser de la forma u(Y) > p o
u(Y) > p donde Y es un conjunto de variables. De esta forma, la regla previa podria ser reescrita
como

x>y p(yz) > 1
f(x) = 6

De todas formas, el mismo problema se repite si introducimos a la especificacion una nueva

@

constante e con un axioma e —s 0,4-6.+0,3-64+0,3-6,). Es mds, generalizando este ejemplo

se puede concluir que el conjunto Y necesita ser infinito. Puntualmente, supongamos un conjunto

n 1

. . a
infinito de nuevas constantes {e,},en, tales que e, — (Zi:No 7T O¢;) + 2,,%6%,; luego para

todo n € Ny, e, ~ c¢. Si Y no es infinito entonces f(e,) N 0. No sera una transicion valida
para n’ > |Y| debido a que la premisa cuantitativa serd imposible de satisfacer y por lo tanto
f’) + f(c). Ademads, es necesario que todo término que substituya una variable en Y tenga
un comportamiento simétrico. Con simétrico nos referimos a que las condiciones impuestas a
una variable en Y deben ser impuesta a todas las otras variables del conjunto. Por ejemplo, el
requisito de simetria no estd presente en la regla (/). Al término cerrado con el que se substituye
z no se le requiere que realice una accidn q, i.e, la premisa z SN " no pertenece a la regla. Sin
la condicién de simetria la bisimulacién no se conserva. Se presenta un ejemplo de esto luego
de introducir el formato.

Luego de estas consideraciones, extendemos el formato n#uf) simple con premisas cuantita-
tivas de la forma 8(Y) > p o 6(Y) > p, con Y un conjunto infinito de variables de término.
Denominaremos este formato ntuff/ntuxf siguiendo la nomenclatura de [43,44].

Para asegurar el comportamiento simétrico introducimos la definiciéon de Diag. Denotaremos
el [-ésimo elemento de la tupla ¥ con (/). Para un conjunto de tuplas 7' = {y; | i € I} denotaremos
la [-ésima proyeccién con m(T) = {y;(]) | i € I}.

Definicion 5.2.2. Sea {Y;};c; una familia de conjuntos de variables de término con la misma
cardinalidad. Fijemos el conjunto Diag{Y}icr C [z Yi de forma tal que:

(1) paratodol € L, my(Diag{Y;}ier) = Yy,
(1) para todo ¥,y € Diag{Y}ier, Ale L5 =y () ==y

La propiedad (ii) asegura que diferentes vectores 5, )7’ € Diag{Y;}er difieren en todas las posi-
ciones y por la propiedad (i) toda variable de toda Y; es usada en un vector ¥ € Diag{Y;};c.. El
término Diag es debido a la palabra“diagonal”, siguiendo la intuicién que cada vector ¥ repre-
senta una coordenada en el espacio [ ], Y}, entonces Diag{Y;};c; puede ser visto como una linea
en la diagonal principal del espacio. Por lo tanto, si ¥; = {y?, yll, ylz, ...}, una posible definicién
para Diag{Y;};cr es

Dlag{Yl}lEL = {(ygay(l)v cee 7y2)a (Y(I),Y}, e 9y}‘)> (y%,y%a s ayi)y . }
Ademds utilizaremos la siguiente notacion: si t € T(X) y Var(t) C {w1,...,wgh t(W], ..., w})

es el mismo término ¢ en donde todas las ocurrencias de la variable wy, (si es que aparece en t)
es reemplazada por la variable w}, para 1 <h < H.
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Definicion 5.2.3. Sea P = (Z,A,R) un PTSS. Una regla r € R estd en formato ntuf9 si tiene la
siguiente forma

am 7 - bﬂ =2
Unmemitn@ — 15, :2€ ZY U Upenita@ — : 7€ ZYU{O(Y) Bk prx : L€ Lk € Kj)
S, X)) Ny

cont € {>,>}paratodol € Lyk € K, y las siguientes condiciones se satisfacen:

1. Cada conjunto Y; es contable infinito, para todo | € L, y la cardinalidad de L tiene que
ser estrictamente menor a la cardinalidad de los conjuntos Y;’s.

2. Z = Diag{Y}ier X [Twewiw}, con W C V\ Ujer Y.

3. Todas las variables ,ui, conm € My Z € Z, son diferentes.

-
7

4. Para todo 7, 7e Z meM, si ,uf,:,uf:; € Var(0) U (Ui Var(0))) entonces 7 = 7.
5. Paratodol € L, YN {x1,...,xxp} =0,y YiNYy =0paratodol € L, [ #I'.
6. Las variables x1, . .., Xy ) son todas diferentes.

7. Paratodo |l € L, Var(6)) N ({x1,..., Xxp)} U Uper Yrr) = 0.

Una regla r € R estd en formato ntux6 si tiene la forma anterior pero la conclusion satisface
la siguiente forma x N Y, ademds, se satisfacen las mismas condiciones excepto que en los
items (5) y (7) en vez de escribir {xi, ..., Xy}, escribimos {x}. P estd en formato ntuft si todas
sus reglas estdn en formato ntuf9 Similarmente, P estd en formato ntux6 si todas sus reglas lo
estdn. P estd en formato ntuf9/ntux6 si todas sus reglas estdn en alguno de los formatos ntuf8 o
niuxo.

Las variables x1, ..., xrs) que aparecen en la fuente de la conclusion son variables ligadas. Las
variables en | J,c;, Y7 y las que aparecen en las distribuciones de Dirac instanciables son también
variables ligadas cuando aparecen en una premisa cuantitativa. Por lo tanto éstas tienen que ser
todas diferentes. Esto se establece en las condiciones 3, 5,y 7. Las variables de distribucion en
{,uf',; | me M A Z e Z} estan ligadas cuando aparecen en el destino de una premisa positiva. En-
tonces éstas también necesitan ser diferentes, esto se establece en la condicién 6. Los conjuntos
Y;, como ya fue explicado, deben ser infinitos, esto se estable en la condicién 1. La condicién 4,
sumado al conjunto de premisas {z,,(?) SN ,uf; : 7 € Z} aseguran el comportamiento simétrico
de los términos t,,(?) para todo posible instanciacion de las variables Z. El siguiente ejemplo
muestra el porqué de este requerimiento: supongamos que el comportamiento simétrico en las
variables Y; no es requerido, entonces se podria diferenciar distribuciones que son equivalentes.
Por ejemplo, consideremos una signatura con constantes ¢, d, y {n,n’ | n € Ny}, operador unario

f yreglas

83



5.3. EL TEOREMA DE CONGRUENCIA
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Figura 5.3.: Las variables en las premisas cuantitativas deben tener un comportamiento
simétrico.

con = ey, 2,% oy o= ZieNo(z,.—ﬂz <Oy + 2,—1+2 - 0,) (la Figura 5.3 es una representacion

grifica de los axiomas), y

a

A 5a o lkeNo)  u(yday) > 1
F)

Notar que ¢ ~ d. A pesar de esto, f(c) 2, oc pero f(d) 7bL> dado que d S y no existe forma

de asignar los términos n y n’ a dos variables diferentes yy, € yx, (para todo n € Np). Por lo tanto

7' (o({ykkenyy)) = 0,5 para cualquier sustitucién p que satisfaga las premisas positivas.
Finalmente la condicién 2 es sélo notacion.

5.3. El teorema de congruencia

Para simplificar la demostracién del teorema de congruencia primero se aplica una reduccion
del formato. De esta forma se demuestra que para todo PTSS bien fundado (Def. 5.3.1) en
formato ntuff/ntux6 existe un PTSS puro (Def. 5.3.3) en formato nzufo (Corolarios 5.3.1 y 5.3.2).
Luego se presenta la relaciéon Rp (Def. 5.3.4), la cual por construccion es composicional y al
mismo tiempo contiene a ~, i.e. ~ C Rp. La prueba del teorema de congruencia consiste en
demostrar que Rp es una bisimulacion y por lo tanto ~ 2 Rp. Por consiguiente ~ = Rp, por lo
cual ~ es composicional.
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En el Capitulo 6 se demostrard que todo PTSS en formato ntuff/ntux6 puede reducirse a uno
equivalente que es bien fundado, por lo cual este requisito no es fundamental para la validez de
resultado.

Premisas bien fundadas y variables libres

En primer lugar introducimos el concepto de premisas bien fundadas. Un conjunto de premisas
es bien fundado si puede definirse un orden bien fundado sobre la dependencia de las variables
que aparecen en éstas. Este orden es importante pues nos permitird definir substituciones de
forma inductiva y realizar pruebas por induccién.

Definicion 5.3.1. Sea W un conjunto de premisas positivas y cuantitativas. El grafo de depen-
dencia de W estd definido como Gy = (V, E) con

V =Uyew Var(y)
E ={(x,p0) | t = p,x € Var(H)} U ({L.y) | (0(Y) & p) € W, € Var(d),y € Y}

El conjunto W es bien fundado si cualquier cadena inversa (backward chain) de aristas en
G es finita. Para todo x € V, sea nypg(x) = sup({nypg(y) + 1 | (v, x) € E}), donde sup(0) = 0.
Una regla es bien fundada si su conjunto de premisas positivas y cuantitativas es bien fundado.
Un PTSS es bien fundado si todas sus reglas son bien fundadas.

La funcién nypg(x) da la cantidad de nodos que existen en la cadena inversa de médxima
longitud que inicia en x (en el grafo de dependencia). Luego, si el conjunto utilizado para crear el
grafo de dependencia es bien fundado el valor nypg(x) estd siempre bien definido. Esto permite
realizar induccidn sobre n = nypg(x).

Ejemplo 5.3.1. Sean W = {fi(x1,y2) — i, p1(yi}) > 0, fo(xa,y1) — pa,pa({y2)) > O} y
W = {xu1 4 U n({x,}) > 0 | n € N}. Sus grafos de dependencia Gw y Gy pueden
graficarse de la siguiente manera.

Y2
o /N

X — M1 H2 —— X2 X0 Ho X1 M1

\yl/

El conjunto W no es bien fundado, pues existe un ciclo en Gy, W’ tampoco es bien fundado
pues para toda variable x, o u, existe una cadena inversa infinita en Gy que parte de dicha
variable.

Sea r una regla bien fundada y supongamos que se quiere utilizar la misma para derivar
una transicién de un término ¢. Sea W = pprem(r) U qprem(r) y Gw su respectivo grafo de
dependencia. Gy, mediante la funcién nypg, establece el orden en el que se deben instanciar las
variables de las premisas para verificar la validez de las mismas y al mismo tiempo, si todas las
premisas se satisfacen, derivar una transicion  tal que src(y) = t.
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a a |
Xy — (pov + piu + p265,)(Y) >0 {g(z1,x2,y) = W |yeY}

F(x1, X2, %3) > g+ v + 0z
v 21
GW \ \
X1 H Y u?
20 X2

Figura 5.4.: Una regla r y una representaciéon compacta del grafo de dependencia del conjunto
W = prem(r)

El la Figura 5.4 se presenta una regla r en formato nfuff y una representacién compacta del
grafo de dependencia de W = prem(r). En este tltimo, ¥ — u? denota el conjunto de aristas
{y— ¥ | y € Y}, mientras que v — Y denota el conjunto de aristas {v = y | y € Y}. La misma
notacién vale parau — Y, z0— Y,z = p¥ y x, = u¥ donde u¥ = {i’ | y € Y}. El conjunto W
estd bien fundado.

Supongamos que se quiere utilizar la regla r para derivar el literal ¥ = f(t1,12,13) 5o
para algin 7 € DT(X). Por lo tanto se necesita una substitucién p para instanciar la regla r.
Como se quiere derivar i, esto implica que p es tal que p(x;) = ¢; parai = 1,2,3. Dado que
p(x1) ya estd definido y x N [ €s una premisa positiva, esto restringe los posibles valores
de p(u), pues p(x) N ) debe ser una premisa valida. Supongamos que se puede definir p(u)

tal que p(x; N ) es valida. Entonces tiene sentido continuar con las otras premisas. Para
evaluar la premisa cuantitativa (pov + pi1u + p26,,)(Y) > 0, dado que la substitucién debe ser
genuina y p(u) ya esté definido, se debe definir primero p(v) y p(zo) y luego p(Y). Notar que este
orden estd codificado por las transiciones del grafo de dependencia y por lo tanto por la funcién
nypg. De esta forma, mientras se puedan instanciar las variables obteniendo premisas validas,
se contintia hasta definir la substitucién para todas las variables.

Entonces, dada una regla existen dos tipos de variables: las que dependen de otras en el grafo
de dependencia y las que no. En el ejemplo, las variables {u}UY Uu" se encuentran en una suce-
sién de dependencias mientras que {xi, X2, X3, 20, 21, 22, ¥} no dependen de ninguna otra variable
(se incluyeron las variables x3 y zp para considerar todas las variables de la regla). Notemos
que la instanciacién de las variables que se encuentran en el primer conjunto dependen de la
instanciacién que se realiza en las variables que aparecen en la fuente de la conclusién. A su
vez, estas Ultimas se definen a partir del término para el cual se estd derivando la transiciéon. En
el ejemplo, los posibles valores de p para U Y U ¥ dependen de los posibles valores de p para
{x1, x2, x3}. Estos valores, a su vez, dependen del término cerrado f(¢, #2,t3). Por otro lado, los
valores de p para {zo, z1, 22, v} son independientes de f(¢;, 2, t3). Las variables para las cuales su
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instanciacion no dependen de la instanciacién de otras variables ni del término para el cual se
estd derivando la transicion, se denominan variables libres

Definicion 5.3.2. Una variable x ocurre libre en una regla r si ocurre en r pero no en la fuente
de la conclusion ni tampoco en Wj con 6;(W;) 2; q; € gprem(r). Una variable de distribucion
u ocurre libre en una regla r si ocurre en r pero no en el destino de una premisa positiva.

Definicion 5.3.3. Una regla r es pura si es bien fundada y no contiene variables libres. Un PTSS
P es puro si todas sus reglas son puras.

Reduccion al formato niuf9 puro

El Lema 5.3.1 establece que para todo PTSS en formato ntuff/ntuxé existe otro PTSS en
formato n#uf9 que permite demostrar exactamente el mismo conjunto de reglas. Como conse-
cuencia, ambos PTSS definen exactamente el mismo modelo bien soportado. Esto tltimo se
establece en el Corolario 5.3.1

Lema 5.3.1. Sea P = (X,A, R) un PTSS en formato ntuff/ntuxf. Entonces existe un PTSS P’ =
(2, A, R) en formato ntuf® tal que para toda regla &, P + % sii P' v %

Demostracion. Para cada simbolo de funcion f € F se define una substitucion abierta ps de la
siguiente manera:

pr(x) = f(z1,...,2(p)  sixestd en la fuente de la conclusion de ry
21, ..., 2r() Son variables que no ocurren en r.
pr(x)=x caso contrario.

Sea R’ un conjunto de reglas tal que si r € R estd en formato nfuff, entonces r € R’. Ademas,
para toda regla r en formato n#uxf y todo simbolo de funcién f, agregamos la regla r’ en R’
donde 1’ = ps(r).

Sélo demostraremos que si P + % entonces P’ + %

prueba de P + % Procedemos por induccion completa en la altura h(p(%)). Supongamos que

H
¢

el otro caso es similar. Sea p(%) una

para toda regla % con prueba p(%) tal que h(p(%)) < h(p(%)), P+
7

Supongamos ¥ = f(t1,...,t,) 5 7. Si P+ 2 entonces la raiz del drbol de prueba p(%)
estd etiquetado con . Sea K el conjunto de etiquetas de los nodos que se encuentran directa-
mente sobre la raiz, entonces existe una regla r y una substitucion cerrada p tal que p(r) = g es
una instancia de substitucion valida de r. Para todo ¢’ € K, si ¢’ no es un literal cuantitativo en-
tonces P + wﬁ con una prueba p(g’) tal que h(p(%)) < h(p(%)). Por hipétesis inductiva P’ + wﬁ
Si r esta en formato ntuft entonces r € R’y P’ + % Por otro lado, si r estd en formato nfuxf

implica P’ + % La
demostracién esta terminada si probamos que P + % implica P’ +
H

con conc(r) = x 5 6, entonces tomemos la regla 1’ = py(x) € R con ps(x) = f(z1,...,2r(f))
y definamos la substitucién p’ como p’(zx) = t, para 1 < k < r(f) y p’(x) = p(x) para to-
da otra variable (de término o distribucién). Notemos que p’(r') = p’(ps(r)) = p(r). Entonces,
si ¥’ € p’(prem(r’)) no es un literal cuantitativo, P’ + g Mas aidn p’(r’) es una instancia de

substitucion valida de R’, con lo cual P’ + m]

__H _H
conc(p’(r')) — W
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Corolario 5.3.1. Sea P = (Z,A,R) un PTSS en formato ntuff/ntux6. Entonces existe un PTSS
P’ = (X, A, R") en formato ntuff que es equivalente a P.

Demostracion. Por el Lema 5.3.1, existe P’ en formato nfuft/ntux6 tal que P + % sii P’

H
¢
para toda regla % Luego, por el Lema 4.3.2, P+, ¢ sii P’ v, ¢, para todo literal ¢. Es decir, P
y P’ son equivalentes. o

El Lema 5.3.2 establece que para todo PTSS bien fundado existe otro puro (i.e. bien fundado
y sin variables libres) que permite demostrar exactamente el mismo conjunto de reglas. Por el
Lema 4.3.2 los PTSS son equivalentes.

Lema 5.3.2. Sea P = (X,A,R) un PTSS bien fundado en formato ntuft/ntuxf. Entonces existe
un PTSS P’ = (X, A, R") en formato ntuft/ntux6 puro tal que para toda regla % P+ % sii P’ + %
Mds aiin, si P estd en formato ntuf0 entonces P’ estd en formato ntufo.

Demostracion. Para toda regla r € R, si r no tiene variables libres entonces r € R’. Sir € R
tiene variables libres, entonces para cada r € Ry para cada substitucién p tal que

1. p(x) =ty € T(X), para toda variable de término libre x en r,
2. p(u) = m, € DT(Z), para toda variable de distribucién libre u en r, y
3. p(x) = x caso contrario,

definimos ' = p(r) € R’. Notemos que las reglas en R’ no tienen variables libres y estdn en
formato ntuf9/ntuxd. Observar, ademads, que si las reglas en R estdn en formato n#uff entonces
las reglas en R’ estan también en formato n#ufd. El resto de la prueba contintia de la misma forma
que la prueba del Lema 5.3.1. m|

Corolario 5.3.2. Sea P = (£,A,R) un PTSS bien fundando en formato ntuft/ntux6. Entonces
existe un PTSS P’ = (£, A, R’) puro en formato ntuft/ntux6 el cual es equivalente a P. Mds atin,
si P estd en formato ntuff entonces P’ estd en formato ntufo.

Utilizando los resultados en esta seccion es directo demostrar que para todo PTSS bien fun-
dado en formato ntufg/ntux6 existe un PTSS puro en formato n#uf8 equivalente.
La relacién candidata

En esta seccién definimos la relacion Rp, Def. 5.3.4, la cual es preservada por todas las op-
eraciones del PTSS P. Esto se garantiza por construccidon. La demostracién del Teorema 5.3.2
se centra en probar que Rp es, ademads, una bisimulacion.

Definicion 5.3.4. Sea T = (F,r) una signatura y P = (X,A,R) un PTSS con un sistema de
transicion asociado. La relacion Rp C T(X) X T'(Z) es la menor relacion que satisface:

(1) ~CRpy

() paratodo f € F, (/\]rgl) u;, Rp vk) = f(ui,...,uxp) Bp f(vi, ..., ve(p)
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La condicién () garantiza que, por construccioén, Rp es preservada por las operaciones en la
signatura de P. En la demostracion del Teorema 5.3.2 se procede de la siguiente forma: primero
se demuestra que Rp es una bisimulacién, luego por definicién de ~, ~ 2 Rp. Ademds, por (1),
se obtiene que ~ = Rp y como consecuencia ~ es una congruencia.

A continuacién damos algunos resultados sobre Rp que seran de utilidad en la demostracion
del Teorema 5.3.2. La prueba del siguiente lema es directa por induccién en la estructura de z.

Lema 5.3.3. Sea t € T(X) un término abierto y sean p,p’ : VU M — T(Z) U DT(Z) dos
substituciones tales que p(x) Rp p’(x) para todo x € V. Entonces p(t) Rp p’(t).

Lema 5.3.4. Sea 8 € DT(Z) y sea p,p’ : VU M — T(X) U DT(X) dos substituciones tales que
p(&) Rp p' () para toda variable { € Var(0). Entonces p(6) Rp p’(0).

Demostracion. La prueba es por induccion estructural en 8 € DT(Z). El caso base se divide en
dos subcasos. Si 6 es una variable de distribucién entonces la prueba es directa. En el otro caso,
6 es una distribucién de Dirac instanciable, § = ;. Por Lema 5.3.3, p(¢) Rp p’(¢), luego para
Q-cerrado, p(1) € Q sii p’(¢) € Q. Entonces 6, Rp 6,/(s).

Para el caso inductivo, supongamos que p({) R p’({) paratodo £ € Var(}e; pi(I1n,en, On;) © gl._l ).
Debemos demostrar que

P (Zier PilTTwen, On) 0 &) R 0’ (Siet PilTTen, 0n) © 87') 5.1)

Por hipdtesis inductiva, p(6,,) = p’(6y,). Por Lema 5.3.3, para todo contexto g; y up, u; € T(X)
tal que up Rp u;, 1 < h < Nj, gi(uy, ..., un,) Rp gi(u}, . .. ’”;\’1)' Como consecuencia, para todo
d tal que Rp-cerrado(d), gi‘l(d) = Wher d]f X ... X dj‘vl_, donde Rp-cerrado(a’ﬁ), paratodok € Ky
1 < h < N;. Entonces, para cada i € I y conjunto cerrado Rp-cerrado(d) calculamos

((Ten; (6 © 87)) = (e, POn)) (Whex df x ... x diy)
= Skek(Tnen )] X ... x dY))
= Ske PO - .- (0N
= Skek P/ O) .. p' On)(dy,)
= (([ew, £/ @) © g7 ()

O

Finalmente recordamos el siguiente resultado de [79]. El mismo nos permitira particionar los
elementos de 7'(X) en conjuntos disjuntos utilizando la relacién Rp.

Teorema 5.3.1. [79, Theo. 3.4] Sea R C U X U una relacion binaria simétrica, entonces el
poset {{X : R-closed(X)}, C) es un dlgebra de Bool completa.

Es directo demostrar que la relacion Rp es simétrica. Luego el poset ({X :Rp -closed(X)}, C)
es un dlgebra de Bool completa. Dada un algebra de Bool ({X : Rp-cerrado(X)}, C), denotamos
con A(Rp) al conjunto de 4tomos de ésta. Con [f]r, denotamos al dtomo de A(Rp) que contiene
at.
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El teorema de congruencia

Sea ¢ y ¢’ dos literales positivos o dos literales negativos. Con ¢ Rp ¢’ se denotard que
src(¢) Rp sre(¢’) y si son dos literales positivos que ambos términos ejecutan la misma accién;
si son negativos, que ambos no la ejecutan.

Recordemos que se desea demostrar que para todo f € F,uy,...uwys), Vi,..., Vi) € T(Z):

1 <k<r(f):ue~vi= flur,...,up) ~ fO1,. .., Ve(p)

Para demostrar que las propiedades de transferencia valen entre f(uy,...,ur )y f(Vi,...,Vi(p)
se debe demostrar que si f(ui,. .., Ury)) 5 7 entonces existe 7’ tal que f(vi,...,Vip) N
con  ~ n’ y el caso simétrico. Ademds se debe demostrar que si f(u1, ..., Urr)) 7aL> entonces

SO, ) 7aL> y viceversa.

Para el caso de los literales positivos la demostracién procede por induccién en la altura de la
prueba bien soportada. La complejidad de esta parte de la prueba esté relacionada con garantizar
que las premisas cuantitativas se satisfagan.

Para el caso de los literales negativos el problema es mas complejo. En la Def. 4.3.2, para
derivar un literal negativo se requiere una cuantificacién universal con respecto a un conjun-
to de reglas derivables desde la especificacién. Como los términos u; y v pueden ser distin-
tos a nivel sintictico, en principio, no existe una relacion directa entre las pruebas de la regla

S - y las pruebas de la regla ———— donde ambas reglas tienen una conclusién positiva,
l//f(ul ..... ”r(f)) l//f(v] ..... "r(f)

SFCW fauyoatny) = S WLy <o ttr() Y SICW 0y viy) = SWV1s 5 V()
Sin embargo esta relacién existe y es expresada por el Lema 5.3.5. Este garantiza que si
tRpt yH/t , 7 es demostrable entonces existe H’ y ' tal que H' /¢’ 2, ' es demostrable y

. a a . . .
n Rp n’,iet — n Rp ' — n’ . Esto se puede interpretar como una variante de la propiedad
de transferencia para reglas demostrables. Ademads, como estas pruebas se utilizan para derivar

literales negativos, se necesita asegurar que si para una premisa / de in : existe una prueba
Slugstty(f)

bien soportada de —h, entonces también existe una prueba bien soportada de —A’ tal que i’ es

. H,

una premisa de W Para demostrar esto se define un mapeo desde los literales en H, a
Ve Lr(f)

Hy

los literales que se utilizan en la prueba ——+—.
w./(ul ”r(j))

del Lema 5.3.5. El mapeo, intuitivamente, establece que toda hipétesis de H,, a nivel “semanti-

. , H L.
co”, debe ser utilizada en algin momento en la prueba W—“) En este caso la semantica
Sy sty £y

Este mapeo se establece en los items 1y 2

esté definida por la relacién Rp.
Dado que la estructura de prueba utilizada es similar a la utilizada en la prueba del Teore-
ma 5.3.2 la demostracién del Lema 5.3.5 se encuentra en el Apéndice A.2.

Lema 5.3.5. Sea P un PTSS puro en formato ntuff/ntux6. Sea H C T(Z) un conjunto de litemles
negativos cerrados, t,t' € T(X), a € A, m € DT(X) tales que P +

tRpt, entonces existen H' C T(Z) un conjunto de literales negatlvos yn' e DT(Y) tales que
P+ ( ) con prueba p(—2— ) n Rp 7’ y para todo W' € H’

t’——>7r >

1. existe h € H tal que h Rp I’ o
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2. existen literales positivos 1 € p(—2-), i’ € p( L ) y conjuntos H,, C H, H,y C H' tales
t—)ér H t—n
que src(n) ~ src(’), h' € Hy, P+ 7” yPr n’,’ .

Abhora estamos en condiciones de probar que para todo operador definido utilizando el formato
ntuf9/ntux, la bisimulacidn es una congruencia.

Teorema 5.3.2. Sea P un PTSS bien fundado en formato ntuf9ntuxf. Entonces ~ es una con-
gruencia para todo operador definido en P.

Demostracion. Por los Corolarios 5.3.1 'y 5.3.2 podemos asumir que P es puro en formato nzufo.
Debemos demostrar que para todo f € F,uy, ... ur ), V1,..., i) € T(2):

1<k<r(f):ue ~vi= fuy,... ,ur(f)) ~ fv,... ,Vr(f)) (5.2)

y para esto demostraremos que Rp (ver Def. 5.3.4) es una bisimulacién. Si este es el caso,
entonces Rp C ~. Dado que ~ C Rp, por definicién de Rp, podemos concluir que Rp = ~ y por
lo tanto ~ es una congruencia como consecuencia de que Rp es preservada por las funciones de
la signatura.

Para demostrar que Rp es una bisimulaciéon debemos demostrar que Rp satisface la propiedad
de transferencia, i.e., que paratodo t,’ € T(¥),a € A,y 1 € DT(Z),

a a
tRpt'yt—n = An': ¥ > ynRpr.

Si t Rp t' vale porque se satisface la condicidn (i) de la Def. 5.3.4, entonces t ~ ¢’ y por
lo tanto t — 7 implica que existe 7/ € DT(X) tal que ¢’ S y n ~ n’. Dado que ~ C Rp,
Rp-cerrado(c) implica ~-cerrado(c), para todo ¢ C T'(X). Por lo tanto 7 Rp 7/, lo cual demuestra
la propiedad de transferencia para el caso (i) de la Def. 5.3.4.

Supongamos ahora que ¢t Rp ¢’ porque se satisface la condicién (ii) de la Def. 5.3.4, luego
t=f(ur,...,uqp), ' = f(vi,...,vyp), con f € Fyu Rp viparal < k < r(f). Para demostrar
la propiedad de transferencia vamos a demostrar que si P +,,s i con una prueba bien soportada

p(Y):
H-1) ¢ = f(us,...,uqp) Sax=ar:P Fws fOV1, - vrp) N 7, nRpn.
H-) ¢ = f(uy,...,uqyp) b = Py f(1,.. R b

Procedemos por induccién completa en la altura h(p(y)) = y de la prueba. Supongamos que la
hipétesis vale para todo y" < y. Sea P\, ¢ con una prueba p(y) tal que ¢ = f(uy, ..., ury)) N
'y h(p(¥)) = y. Entonces, por Def. 4.3.2, existe una regla r tal que

m 7 - bn -
e Unmentttm@ —= 1, : 2€ ZVU Unentta@ —b 1 7€ ZHOY) Bix pis - L € Lk € K))
f(xl, ey xr(f)) —a% 0

y una substitucion genuina p tal que paratodo 1 <k <r(f),Ze Z,me M,ne N,le Lyk e K

(el) p(xi) = uy,
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(©2) p() =,

(3) P kg p(tn(2) BN ) con una prueba bien soportada p(o(f,,(2) BN 1)), subprueba de
am >
P(FQur, . i) = 1), tal que A(p(p(tn(@) = (5)) <77 ,

(04) P ks p(t(2) 3@) con una prueba bien soportada p(o(,(2) ilé)), la cual es subprueba de
a by,
p(f(ut, ..., uxp) — m), tal que A(p(p(t,(2) —~)) <7y,
©05) pO(YD) 21k Prk-

Ahora necesitamos demostrar la existencia de una substitucién genuina p’ tal que, la cual
usando la regla r y la hipétesis inductiva, permita concluir (H-1).

El requisito que establece que la substitucién tiene que ser genuina crea una dependencia entre
las variables en Var(6;) y las variables en Y;. No se puede definir la substitucidn para las variables
Y; antes de definir la substitucién para las variables en Var(6;). Para satisfacer este requisito, la
substitucién p’ se define utilizando el grafo de dependencia G de pprem(r) U gprem(r).

Ademas, p’ debe ser tal que las premisas cuantitativas sean satisfechas. Para esto, definamos
p(YD/Rp = {p(Y)NItlr, | t € T(X)}. Es decir, obtenemos una particién de p(Y;) inducida por los
atomos del dlgebra de Bool {({X :Rp -closed(X)}, C). Para cada conjunto d € p(¥;)/Rp definamos
d' como el tinico d4tomo del dlgebra de Bool d' € A(Rp) tal que d C d'. Ahora definamos Z, una
particién Z, tal que para todo / € Ly d; € p(Y;)/Rp hay un elemento de la particiéon Zj,_, 4, € E
tal que

ED 1Z,, 4! = wconw = |N|.

(E2) 32€Zp,a: p@) € Tier di x T fuue)

(E3) si ,ui € Var(0) o ,ui € Var(6)) para algin [l € L, Z € Z, m € M entonces si p(?) €
[Tier di x ]‘[;{(‘:f}{uk} entonces 7 € Z[y,., 4,-

(B4) siZ(i) e Var(®) paraZe Z,ie{l,..., |z} entonces 7 € Zp7,, 4,-

Notar que la cardinalidades de los conjuntos Y;’s, L (restriccion 1 en la Def. 5.2.3) y M junto
a que la cantidad de elementos que pueden satisfacer las condiciones (3) y (24) son finitos,
garantizan que tal particion puede ser construida. La condicion (E1) asegurard que existen sufi-
cientes variables para definir la substitucién p’ de forma tal que las premisas cuantitativas sean
satisfechas. La condicion (£2) serd fundamental para relacionar los términos cerrados obtenidos
mediante la substitucion p’ con los términos cerrados obtenidos mediante p a través de la relacion
Rp. Notemos que para cada particién de términos cerrados [];c; d; X H,r{(':f f{uk} existe una par-
ticién de variables Zj,, 4, (notar el subindice de Zj,, 4) la cual contiene al menos un vector
de variables que es instanciado por p a un valor en la primera particién, i.e. 37 € Zpy,, 4;-
Luego o’ instanciard en Zfj,, 4, los términos cerrados que se relacionan con los elementos de
[Ter di X H,rg i{uk}. Teniendo en cuenta esto, la condicién (E3), una vez definida p’, implica
p(@) Rp p'(2) para los Z tales que 4 se usa en algiin término de distribucién. De forma similar,
la condicién (E4) implicard, si Z(i) € Var(9), p(Z(i)) = p’(Z(i)). Ambos hechos seran importantes
para demostrar los puntos relacionados a las premisas cuantitativas. Definamos ahora la substi-
tucion genuina p’ tal que para toda variable ¢ € Var(r) se satisfacen las siguientes propiedades:
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(0'1) si{ = x; paraalgin 1 < k < r(f) entonces p({) Rp p'({);

©'2) si { um conm € MyZe Z, entonces P 5 o' (4,,(2) BN ym) Mas aun, si ,um € Var(6)
0 ,um aparece en una premisa cuantitativa, entonces p(yZ YRpp (yz ).

(0'3) sil =yeY) entonces Y es tal que ':
a) p'(m(Z,, 4) = le N support(p’(6;)) (aqui, 7r; indica la proyeccion de la /-ésima

componente),
b) para todo t,,(?) con 7 = (2p,...,7j), existe 7 = (Zgs - - - ,zl’a> tal que para todo i €
{0,...,12l} si nypG(zi) < nvpc(y) entonces p(z;) Rp o' (z;).

c) si ,ufn € Var(9) o ,u; € Var(9)) paraalginl € L,7 € Z, m € M entonces si p(?) Rp
' @.
d) siy € Var(0) entonces p(y) Rp o’ (y)

Definimos p’(x) utilizando induccién en n = nypg(x) con respecto al grafo de dependencias
del conjunto pprem(r) U qprem(r). La definicién serd tal que las propiedades enunciadas son
directas. Supongamos que p’ estd definida para las variables ¢’ tales que nypg({’) < n. A con-
tinuacion definimos p’ para £ tal que nypg(¢) = n. Hay 3 casos que analizar ¢ = x;, { = ,u,z; y
JeYr.

Si¢ = x;parai € { ., r(f)}. Entonces definamos p’({) = v;. De esta forma se satisface la
condicién (p1).

Si = ,u;, dado que nVDc,(,uf,;) = n, tenemos que para todo x’ € Var(t,,(2)), nypg(x’) <
n. Por la condicién (p’3b) y la definiciéon de Rp, podemos asegurar que existe un 7 tal que
0 (t:(2) Rp p(tm(z7)). Mads adn, si las condiciones de (0’3c¢) valen entonces p(?) Rp p(?). Por
(03), P ks p(tm(z,_’))) BN p('uf:l), dado que () N Mi es también una premisa positiva de r.
Ahora, por definicién de Rp, dos casos se presentan:

1. p(tm(z7)) ~ p'(tn(2)). Entonces existe 7 € DT(Z) tal que p’(£,(2) Ay y p(/JﬁZ) ~nr(y
por lo tanto también p(u3,) Rp 7).
2. Existe un nombre de funcién g € F y términos f;, t,’c eT®X), 1 <k<r(g),tales que
= p(tn(@)) = 811, . ),
= P (tm(D) = 81} 1y )y Y
= 1 Rp 1, paratodo 1 < k <r(g).

Ademads, sabemos que h(p(tm(z7)) BN p(/,tf:'l)) < v, entonces por induccién en la altura
de la prueba, usando particularmente (H-1), existe una distribuciéon 7 € DT(Z) tal que

am 7
Py P'(tm(f)) — 'y ps,) Rp

Para ambos casos podemos definir p’(yi) = m y obtener

'Notar que Yy € Y) : nypc(y) = nvpc()’), esto permite definir la substitucién y la propiedad para todo el conjunto
Y, al mismo tiempo
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m Py p,(tm(z) ﬁn_’ #fn), y

. p(,uf:;) Rp p’(ui); en particular p(yf;) Rp p’(,ufn) si y,z; € Var(6) o y,z; aparece en una
premisa cuantitativa. Esto se justifica por la condicion (o’3c¢).

Esta definicion asegura la condicién (0'2).
Sea { € Y; para algun [ € L. En este caso definimos la substitucién para todo el conjunto Y: 7al
mismo tiempo. Para toda variable de término en Y;, definamos p’ tal que para cada Zyj,_, 4 € E

P’ (mi(Z11.4)) = d] N support(e’ (6))

Esto es posible porque |Zf],, 4| > w. Esto, sumado a las condiciones (£2), (23) y (£4) implican
que todas las condiciones de (p’3) se satisfacen.

La definicién de p’ asegura que Pty 0 (t(2) SN ,u;:). Ahora demostraremos que las
by ..
premisas negativas también son vdlidas, i.e. P s o'(t,(2) —A ). Por definicién de p’ y por
- - - bn
construccion de la particién Z, existe 77 € Z tal que p(1,,(z")) Rp o’ (t,(2)). Notar que 1,,(z') —»

., . by, D
es también una premisa en r y por lo tanto Pk p(tn(z7) —A ), por la condicién (p4). Por la
definicién de Rp, dos casos se presentan:

i by
L. p(tu(z)) ~ p,(tm(z)), y por lo tanto P p,(tn(z)) —.
2. Existe un nombre de funcion g € F' y términos f, t,’{ eT(X), 1 <k<r(g),tales que

= p(ta(@)) = gt . tr(g)),
= 7 Rp 1} paratodo I <k <r(g).

-2 bn . .,
Es mas, sabemos que h(p(#,(z")) —~) < vy, entonces por induccién en la altura de prueba,

by
usando particularmente (H-m), podemos concluir que P+, 0" (2,(2)) —>.

Por lo tanto todas las premisas negativas valen para la substitucion p’. Es decir, para todo n € N
yzZe Z,

©'4) Prp (@) —b.

Soélo falta demostrar que las premisas cuantitativas p’(qprem(r)) son vélidas. Sea 6;(Y;) >«
Pk una premisa cuantitativa de r. Si ¢ € Var(6;), por la condicién 7 de la Def. 5.2.3 y dado que la
regla no tiene variables libres, £ es una variable de distribucién. M4s ain ¢ tiene que aparecer en
el destino de una premisa positiva; entonces { = ,uf;, conm € My Ze Z. Porlacondicién (p’2),
p(yf;) Rp p’(uf;), y de aqui, por el Lema 5.3.4 tenemos que p(6;) Rp p’(6;). Ademas, por (p5),
p(61(Y1) 21k pri- El siguiente cdlculo es suficiente para probar que las premisas cuantitativas de
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r valen bajo p’:

PO = > pONd)
d’ep’(Y))/Rp

= D, A (por (p'3a))
dep(Y)/Rp

= Z 0(0)(d" (por Lema 5.3.4)
dep(V)/Rp

> > pO)@) dcdh
dep(Y))/Rp

= p(BD(p(Y))
>k Dik (dado que p(6/(Y)) 21k pix)

Por lo tanto, paratodo / € L, k € K; y 7 € Z, se cumple que p’(6;(Y)) >k pix- Dado que todas
las premisas de p’(r) valen, podemos concluir que P + H’' /p’(conc(r)).

Solamente resta demostrar que p(6) Rp p’(6), pero por Lema 5.3.4 esto es directo. Recorde-
mos que la regla no tiene variables libres, entonces si £ € Var(8) y £ es una variable de distribu-
cién, tenemos que { = ,uffn para algin 7 € Z 'y m € M. Por condicién (p’2), p(yf;) Rp p’(yf;). Por
otro lado, si ¢ es una variable de término, por las condiciones (0’1) y (0’3d), p(¢) Rp p’({). Es
decir que las condiciones del Lema 5.3.4 son satisfechas. Esto concluye la prueba del item (H-1)
de la induccién.

Demostremos el caso (H-m). Para este caso, P F,s ¥ con una prueba p(y) tal que ¢ =

S, .o uy) 7aL> y h(p(¥)) = . Por Def. 4.3.2, para todo conjunto de literales negativos
Hy e DT(Z) tales que P - ——H— existe una etiqueta / tal que =i € Hy Pk h.
Sy ,euny)—n

Sea H,, un conjunto de literales negativos tal que P + B conuna prueba bien sopor-

fO1evip)—n1

tada p( A, —). Por Lema 5.3.5, existe un conjunto de literales cerrados H, y una distribu-
SO1Vip)—n
cion ’ € DT(X) tales que P + Ay — con una prueba bien soportada p( el —),
fuy,e.., ur(f))——>n’ flu,..., ur(f)) >’

n Rp n’ y para todo h, € H,

1. existe h, € H, tal que h, Rp h, 0

—— ). 7 € ( By conjuntos H, C

SOWLvr@)—n S, uy)—n’

H,, H, < H, tales que src(n,) ~ src(n,), h, € Hy,, P+ % yPF %

y

2. existen literales positivos 1, € p(

Sean H,, H,) C H, tales que todo literal en H,, satisface el item (1) y H,/ = H, — H,,.
Si existe literal i, € H), tal que P +,, —h, con prueba bien soportada p(h,), h(p(h,)) <y, por
hipétesis inductiva P +,,; —h,, con lo cual se niega h, € H,. Supongamos que esto no es cierto.

Notemos que H,/ # 0 porque sino ninguna premisa de H, = H, seria negable y por lo tanto no
HLI

a
S, ury)—>n’

de (2). Dado que P k5 f(uy, ..., ury) 7aL> existe 7, € U tal que para todo conjunto de literales

valdria P kg f(ur,. .., urp) 7aL> Sea U el conjunto compuesto por los 7, € p(
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negativos H, tal que P + % existe literal positivo izu tal que —fzu € H, y P ks fzu (%). Por (2),

existe 7, tal que P + Ijlﬁv, Hp C H,y src(f),) ~ src(f),). Por (x) debe existir ﬁv tal que —fzv €H,

v

VP ks fzv (caso contrario 7}, # 1],,). Entonces siempre se puede negar una premisa de H,.
O

5.4. Observaciones finales

5.4.1. Trabajos relacionados

Los formatos de reglas para sistemas de transiciones probabilistas han recibido relativamente
poca atencién. Entre éstos se encuentran RTSS [53], PGSOS [10], y Segala-GSOS [10].

En el formato RTSS [53], los literales utilizados en la relacion de transicion son de la for-
ma ¢t ﬂg " donde p es la probabilidad de alcanzar ¢’ luego de ejecutar la accién a y & es un
indice utilizado para distinguir diferentes ocurrencias del mismo salto probabilistico. Por lo tan-

to, una transicién probabilista completa ¢ N U4 estd definida para todo t* € T'(X) por u;4(¢') =

t—¢t
con p un término abierto que finalmente serd un valor real y 1 una variable de indice. Se soportan

premisas negativas y positivas, pero en la fuente s6lo se permiten utilizar variables incluidas en
{x1,..., xx(p}. Cada regla define s6lo una transicion. La version mas simple no soporta double
testing, ni lookahead. Se presenta una variante que soporta double testing y otra que soporta
lookahead de profundidad 1, La restriccion sobre la profundidad es debido a que el caso general
requiere cdlculos mds complejos.

El formato PGSOS [10] es andlogo al formato RTSS con double testing. EI mismo se deri-
va utilizando un enfoque basado en Teoria de Categorias, mas precisamente un enfoque bi-
algebraico.

El formato Segala-GSOS [10] también se desarrolla utilizando un enfoque bi-algebraico. A
pesar de esto, la forma de representar transiciones es la misma que utiliza el formato ntuft/ntuxo.

. . a,p
> ap p- Las reglas en este formato tienen conclusiones de la forma f(xy,...,xy(p) —, 1,
£

Las conclusiones de las regla son de la forma f(xi,. .., X)) <, 6 donde 6 es un caso particular
de un término de distribucién. Soporta premisas negativas y positivas, pero en la fuente sélo se
permiten utilizar variables de estado incluidas en {x1, ..., xr)}. No soporta lookahead, aunque

si double testing y premisas cuantitativas que verifican si la probabilidad de alcanzar un estado
particular es mayor a cero.

El formato ntuff/ntuxd posee una expresividad superior: soporta términos en la fuente de
premisas positivas y negativas contra premisas del mismo tipo con sélo variables y premisas
cuantitativas que verifican valores arbitrarios (contra premisas cuantitativas que solo verifican si
la probabilidad es mayor que cero sdlo en el caso del formato Segala-GSOS). Ademas de esto,
soporta lookahead arbitrario y double testing.

5.4.2. Conclusiones

En esta seccion se presento el formato ntuff/ntux6 y se demostré que la bisimulacion es una
congruencia para todo operador cuya semdntica se define utilizando en formato.
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En [22] se introduce el teorema de congruencia para una version previa del formato ntufg/ntux6.
Este formato se denominaba ntufv/ntuxy y sélo soportaba una variable de distribucién en las
premisas cuantitativas y términos de distribuciones con una forma particular en el destino de la
conclusién. No sélo esto, para derivar un modelo a partir de un PTSS se utilizaba el método
basado en estratificacién. Este trabajo seguia la estructura de [43], donde se demuestra el re-
sultado andlogo para el formato ntyf/ntyxt. Adaptar el resultado presentaba dos problemas. El
primero era adaptar reducciones similares a las que se establecen en los corolarios 5.3.1 y 5.3.2
de este trabajo. La restricciones del formato sobre las premisas cuantitativas y el destino de la
conclusién no permitian realizar las reducciones de forma directa. El segundo problema estaba
asociado a la manipulacién de los elementos probabilisticos del modelo, los cuales eran nuevos
con respecto al trabajo anterior.

Este capitulo también sigue la estructura de [43] pero con una salvedad importante: dado un
PTSS el PTS asociado se derivaba utilizando el método basado en pruebas bien soportadas. A pe-
sar de este cambio, las reducciones expresadas en los corolarios 5.3.1 y 5.3.2 poseen mds simili-
tudes con las reducciones originales de [43] que con las presentadas para el formato ntufv/ntuxy.
Esto se debe a la introduccién de los términos de distribuciones, los cuales permiten definir re-
glas con menos restricciones. Por otro lado, la demostracion del Teorema 5.3.2 difiere bastante
con respecto a las presentada en [43], dado que los métodos para derivar los PTSS son totalmente
diferentes. Cabe remarcar que la manipulacidn de los elementos probabilisticos del modelo es la
misma que se utiliza para demostrar el resultado andlogo de [22].

Un aspecto positivo del formato ntuff/ntux6 es que posee una estructura similar al formato
ntyft/ntyxt, el cual ha sido ampliamente estudiado. Esta similitud permite la adaptaciéon de mu-
chos resultados del contexto no probabilistico al contexto probabilistico. El Teorema 5.3.2 es
un ejemplo significativo de esto. En los siguientes capitulos veremos mas resultados que avalan
esta afirmacion.
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CapiTULO 6

EL FORMATO ntuff/ntuxtl REDUCE AL FORMATO
PNTREE

Una regla estd en formato pntree, si la regla estd en ntuff/ntux, es bien formada, no tiene
variables libres y las fuentes de sus premisas positivas son simplemente una variable. En esta
seccién demostraremos que para toda especificacion en formato ntuff/ntux6 existe una especifi-
cacion equivalente en formato pntree: Teorema 6.2.1. Como corolario de este resultado se obten-
dra que no es necesario que la especificacion sea bien fundada para que la bisimulacién sea una
congruencia para toda funcién de la signatura. Es decir, el corolario generaliza el Teorema 5.3.2
a todo PTSS en formato ntufg/ntux6.

En la Seccién 6.1 se introducen las estructuras de pruebas. Esta nueva estructura serd esencial
para demostrar el resultado. En la seccion 6.2 se desarrolla la reduccion.

6.1. Estructuras de prueba

Una estructura de prueba es un arbol de derivacion en el cual las reglas no comparten vari-
ables. La relacién entre la conclusién de una regla r y una premisa i en otra regla se representa
mediante una funcién ¢ de reglas a literales, i.e. ¢(r) = . Una substitucién o coincide con una
estructura de prueba si ¢(r) =  implica o(¢(r)) = o (). Luego, a partir de una substitucién que
coincide con una estructura de prueba se puede crear un drbol de derivacion. De esta forma, este
arbol de derivacién define una regla demostrable (Def. 4.3.1) en la cual las premisas de la regla
son las hojas del arbol y la conclusion es la raiz. La ausencia de variables comunes entre las
reglas permitird definir una substitucién sobre una estructura de prueba de forma incremental,
evitando conflictos de redefiniciones en la substitucion.

Las reglas demostrables serdn usadas de la siguiente manera a lo largo de la demostracién del
resultado: dado un PTSS P tomaremos el conjunto de reglas demostrables en P con un formato
particular. Estas reglas seran utilizadas para definir un nuevo PTSS P’, luego se demostrara que
Py P’ son equivalentes.
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Diremos que un PTSS es pequerio si para cada una de sus reglas, su conjunto de premisas no
excede la cardinalidad del conjunto de variables V. De esta forma, un PTSS pequefio nos asegura
tener suficientes variables para construir las estructuras de pruebas. Notar que todo PTSS puede
ser pequefio incrementado la cantidad de variables en V.

Definicion 6.1.1. Una estructura de prueba es una tupla (B, r, ¢) tal que
= r € By B es un conjunto de reglas las cuales no tienen variables en comiin,

» ¢ es una funcion inyectiva de B\ {r} a las premisas positivas en las reglas de B, tales que
cada cadena by, by, ... de B, con ¢(b;,1) una premisa de b;, es una cadena finita.

Sea top(B, r, ¢) el conjunto de todas las premisas de las reglas de B que estdn fuera de la imagen
de ¢. Sea qtop(B, 1, @) el conjunto de las premisas cuantitativas en top(B, r, ¢).

A continuacién introducimos un orden parcial < en una estructura de prueba, el cual permite
realizar razonamientos inductivos sobre una estructura. El orden parcial < estd definido por
(B',r,¢") < (B,r,¢)siysolosi B' C B, ¢’ es ¢ restringido a B'\{r'}, top(B’, ', ¢’) C top(B, r, ¢),
y existe una cadena by, by, ...,b, conby =r,b, =1r',n >0y ¢(b;1) es una premisa de b;.

Una substitucién o coincide con la estructura de prueba (B, r, ¢) si o(conc(b)) = o(¢(b)) para
todaregla b € B\ {r}.

Definicion 6.1.2. Sea P = (£,A,R) un PTSS pequerio. Sea  un literal positivo y sean H =
H,UH,UH, un conjunto de literales tales que H,, H, y H, son conjuntos de literales positivos,
negativos y cuantitativos abiertos, respectivamente. Una regla % es demostrable (utilizando es-

tructuras de prueba) en P, notacion P+, %, si Y € H o existe una estructura de prueba (B, r, ¢)
tal que cada regla en B es una regla en R modulo una conversion a y existe una substitucion o
que coincide con (B, r, ¢) tal que:

1. la raiz de la estructura de prueba instanciada usando o es , i.e. o(conc(r)) =, y

2. para todo y € o(top(B,r,®)), x € H 0 x es una premisa cuantitativa vdlida.

Ejemplo 6.1.1. Sea P = (X, A,R) un PTSS tal que {a,+,||} C %, {a,a,b,T,0k} C Ay todas las
reglas de la Fig. 6.1 pertenecen a R. Sea (B, r, ¢) la estructura de prueba de la Fig. 6.1 donde
el mapeo ¢ estd representado por las flechas. Sea o la substitucion definida en la Fig. 6.1, con
0({) = { para cualquier variable (de término o de distribucion) que no se encuentra definida en
la figura. La siguiente regla es demostrable en P:

U e 2 Dot [y2 € Va) (G ll w)(¥2) = 0.5)

03 =5 s 13 € Y3) (B Il )(Y3) > 0,2)

ok
@+ 1)1l e+ v) 5 py

6.1

Dado que o(y1) = a para todo y; € Y1y o(ug) = 04, entonces o(us(¥Y1) = 1) = (6,({a}) = 1)
es cerrada y, mds aun, es vdlida. Por esta razon no aparece en las premisas de la regla (6.1).
Ademds la variable | es substituida por (64 || ft).
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ai>6a
|

a a a
b=y, Iyiely s—pus p(Y)=>1 U=,

a a
S+t—_>lls I/t+V—>,Llu

N

b
2>, el wop, x5 u (el u)(Ya) = 0,5)

=
wlx — wy || px

ok T
3 —uy, ly3els) yllz—pyy (Y3 >02) y
ok
yilz— py,

g€Y3

o(s)=a o (i) = 04
o(y1) = aparatodo y; € Y| o(uy,) = 6, para todo y; € Y;
ow)=a+t (i) = g ox)=u+v o(uy) = Uy

o(y)=a+t o@=u+v o) =06l Hu

Figura 6.1.: Ejemplo de una estructura de prueba. (Ver Ejemplo 6.1.1)
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Las estructuras de pruebas tienen como desventajas que no permiten un razonamiento in-
ductivo. Notemos que dadas n estructuras de pruebas, las mismas no se pueden utilizar para
construir una nueva estructura de prueba debido a que se debe garantizar que todas las variables
son diferentes. Para solucionar este problema se introduce el siguiente lema que establece que
la definicion de prueba utilizando estructuras de prueba (Def. 6.1.2) y la definicidon de prueba
(Def. 4.3.1) son equivalentes. La prueba de este lema es anédloga a la prueba del mismo resultado
en un contexto no probabilistico (Ver [34, Proposicién 2.9])

Lema 6.1.1. Sea P = (X, A,R) un PTSS pequerio y sea % una regla con ¥ un literal positivo.

H H
Entonces P + g St Pty v

Luego no tendrd sentido diferenciar entre prueba y prueba utilizando estructuras de prueba.
Lo mismo vale para demostrable y demostrable utilizando estructuras de prueba. Durante este
Capitulo utilizaremos los términos “prueba” y “demostrable” y el simbolo “+” para referirnos a
las definiciones que utilizan estructuras de pruebas. A pesar de este cambio de denominacidn,
la definicién de prueba bien soportada (Def.4.3.2) y el Lema 4.3.2 siguen siendo validos por el
Lema 6.1.1.

Dado que el Lema 4.3.2 permite realizar razonamientos inductivos demostrar el siguiente
resultado es directo.

Lema 6.1.2. Sean P y P’ dos PTSS tales que todas las reglas de P’ son demostrables en P.
Entonces toda regla demostrable en P’ es demostrable en P.

6.2. Reduccion al formato pntree

El lema 6.2.1 establece un resultado que pertenece a la Teoria de Unificacion sobre dominios
infinitos [33] y serd necesarios para la prueba del resultado principal de esta seccidon. El mismo
se presenta en [34, Lemma 3.2]

Definicion 6.2.1. Una substitucion o es un unificador de una substitucion p si op = o. En es
caso decimos que p es unificable.

Lema 6.2.1. Si una substitucion p es unificable, entonces existe un unificador & de p tal que:
1. cada unificador o de p es también un unificador de &
2. sip(&) = ¢ entonces 6(0) = ¢, paratodol € VUM, y
3. si p"({) es una variable para todo n > 0 entonces &({) es una variable.

Diremos que & es el unificador mds general.

A continuacién se definen casos particulares del formato ntuff/ntux6, entre ellos el formato
pntree.

Definicion 6.2.2. Sea un PTSS P = (X, A, R) en formato ntuf?o.

1. Unaregla r € R estd en formato nxuf9 si la fuente de sus premisas positivas son variables.
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2. Una regla r € R estd en formato pntree si estd en formato nxuft, es bien fundada y no
tiene variables libres.

Un PTSS P estd en formato nxuft (resp. formato pntree) si todas las reglas en R estdn en formato
nxufo (resp. formato pntree).

El Teorema 6.2.1, el cual enuncia que todo PTSS en formato ntufg/ntux6 puede reducirse a
uno equivalente en formato pntree, se demuestra de forma incremental.

1. Utilizando el Corolario 5.3.1, toda especificacién en formato ntuff/ntux6 puede reducirse
a una especificacion equivalente en formato nzufo.

2. Luego se demuestra que para todo PTSS P en formato n#ufd existe un PTSS P’ en formato
nxufo tal que P + %I sii P’ + g para toda regla g en formato nxuff (Lema 6.2.2). Esto
implica P + HT sii P’ + HT para todo regla HT con H’ un conjunto de premisas negativas.

Por el Lema 4.3.2, Py P’ son equivalentes.

3. Finalmente se demuestra que para todo PTSS P en formato nxuff existe un PTSS P’
en formato pntree, tal que para toda regla cerrada g con H conteniendo sélo premisas
negativas, P ? sii P’ + g (Lemma 6.2.3). Una vez mas, por Lema 4.3.2, Py P’ son

equivalentes.

Esta serie de lemas converge en el Teorema principal el cual establece que todo PTSS en
formato ntuff/mtux puede reducirse a uno equivalente en formato pntree. Notemos que las reglas
en formato pntree son siempre bien fundadas. Como consecuencia de esto, se puede concluir que
un PTSS en formato ntuff/ntux6 no debe ser bien fundado para satisfacer que la bisimulacion es
una congruencia para todo operador definido por éste.

La idea para probar el Lema 6.2.2 es la siguiente: dado un PTSS con un conjunto de reglas
R, se define R’ como el conjunto de todas las reglas demostrables desde R tales que satisfacen
el formato nxuff. Por el Lema 6.1.2 es directo que toda regla demostrable en R’ es demostrable
en R. La vuelta es mas compleja. Dada una prueba en R, se recorre la prueba desde abajo hacia
arriba, empezando desde la regla que se utilizo para derivar la raiz. Una premisa incluye una
nueva regla (se sube un nivel) si la misma no satisface las condiciones del formato; si la satisface,
se frena. De esta forma se crea un arbol de derivacién que deriva una regla que satisface el
formato, por tanto la regla pertenece a R’. Notemos que las premisas que necesita la nueva regla
se pueden derivar utilizando una estructura de prueba de menor tamafio que la original, luego,
por hipétesis inductiva, las premisas son derivables en R’.

Lema 6.2.2. Sea P = (Z,A,R) un PTSS en formato ntuff. Entonces existe un PTSS P’ =
(Z,A,R’) en formato nxuf0 tal que P + g sii P’ + % para toda regla % en formato nxufo.

Demostracion. Definamos P’ = (£, A, R’) de forma tal que r € R’ sii r es una regla en formato
nxufd demostrable en P . La implicacion de derecha a izquierda es directa por el Lema 6.1.2.
Para la otro implicaciéon procedemos por induccion en el orden parcial sobre la estructura de

prueba. Supongamos P + %, donde % es una regla en formato nxuff y sea (B, r, ¢) una estructura
H

de prueba para 7

en P. Por Def. 6.1.2 existe una substitucién o que coincide con (B, r, ¢) y
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= g(conc(r)) = .

= Paratodo y € o(top(B,r,¢)), ¥ € H 0 y es una premisa cuantitativa valida.

Utilizando (B, r, ¢) construiremos de forma recursiva una sub-estructura de prueba (B’, r, ¢’) la
cual es una estructura de prueba rara una regla ' € R’.i.e. ’ estd en formato nxufd, su conclusién
es tal que o(conc(r’)) = ¢ y para cada premisa ¢’ de o-(prem(r”)) vale algunas de las siguientes
condiciones: ¢’ es un literal cuantitativo cerrado valido o la regla g es demostrable R’. Luego,

por Lema 6.1.1, g es demostrable en P’. Ademas, construiremos en etapas una substitucion p la
cual es unificada por o, i.e. si p(x) estd definido entonces o(p(x)) = o(x). En esta construccién
definimos p° como la funcién identidad.

Procedemos con la definicion de las reglas en B’ y la definicién de la substitucién p:

()
(1)

(1)

()

v)

rebn.

Sib € B\ {r} y ¢(b) es una premisa t,,(?) BN ,uf; de una regla en B’ tal que para algin
k>0,

a) p'(t,(?)) estd definido paratodo i =0,..., k
b) pi(tn(?)) es una variable paratodoi=0,...,k—1
¢) PM(tn(?) tiene la forma f(zq, ..., t(p)) con t; € T(X)

entonces b € B’. Notemos que las condiciones pueden ser satisfechas sdlo si pi(tm(Z)) es
una variable para i = 0,...,k — 1. Esto implica que p°(#,,(2)) = #,,(?) es una variable. Por
como fue definida la notacién, la variable pertenece a Z.

Dado que o coincide con (B, r, ¢), o(conc(b)) = o (t,,(2) BN ,ufn). Dado que el formato
de regla restringe la forma de la conclusién conc(b), podemos reescribir la tltima igualdad
como: o (f(x1,..., X)) 4 0 = o, N ,uf;) Ademas, o unifica la substitucidon
parcial p, entonces si p*~!(¢,,(2)) es una variable, o7(,,(2)) = 0" (1,u(2)) = T(f(t1, ..., ).

Dado que la conclusion conc(b) tiene la forma f(x1,..., xyy)) N 0, o(x;) = o(t;) para
j=1...,0()yocd) = 0'(;151). Definamos p(x;) = t; para j = 1,...,r(f) (aqui definimos
el lado izquierdo de una conclusion de una regla en B’ \ {r}). Ademas, definamos p(,u,z;) =0.
Notemos que esta extension de p es unificada por oy, por Def. 6.1.2, las variables x; y ,ufn
aparecen solo en esta regla, entonces la substitucion p queda bien definida.

Definamos p({) = { para toda variable { si { no estd definida para p. La substitucién o
también unifica esta extension de p.

Por ultimo, ¢’ es la restriccion de ¢ a B’ \ {r}. (Notemos que la substitucion p es definida
para el lado derecho de una premisa positiva en la imagen de ¢’ en el item (1r).)

La substitucién o unifica a la substitucion p, por el Lema 6.2.1, existe una substitucién p’ la
cual unificaapy:

') op’ =0.
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(o'm) Si p(¢) = £ entonces p’({) = £, con £ una variable de término o distribucion.
(0o'm) Si p*(¢) es una variable para k > 0 entonces p’(¢) es una variable.

La estructura de prueba (B’,r,¢’) y la substitucién p’ estdn completamente definidas, en-
tonces podemos demostrar que p’ coincide con (B’,r,¢’). Sea b una regla usada para cons-
truir B’ y consideremos la substituciéon p. Recordemos que la conclusién de b tiene la forma

FCa X)) — 0y ¢ (D) = (@) — 155, es tal que
O tn@) = f(t1, . i) = P(F(X1s - -5 Xe(p))

por los items (11) y (mr). Dado que p’ unifica a p tenemos que:

0 (tn(@) — 1) 2 (0 (tn(2) — (i)
P Of(1s X)) = 8) = p/(f(x1... xrp) —> 6) = p'(conc(b))

p'(¢' (b))

Entonces la substitucion p’ coincide con la estructura de prueba (B, r, ¢’). Ademads, por con-
struccion de p, sabemos que si x es tal que p(x) # x entonces x satisface una de las siguientes
condiciones:

1. x aparece en el lado izquierdo de una conclusién de una regla en B’ \ {r},

2. x aparece en el lado derecho de una premisa positiva en la imagen de ¢’.

Sea (8(Y) = p) € qtop(B’,r,¢’). Si £ € Var(0) es una variable que aparece en el lado derecho
de una premisa positiva en la imagen de ¢, i.e. { es una variable de distribucién, tenemos que
0’ (¢) € DT(Z); en cambio si ¢ € Var(6) es una variable de estado entonces p’({) € T(X). Para
ambos casos p’(0) € DT(X). Ademds, p(y) = y paray € Y debido a que estas variables no
aparecen del lado izquierdo de la conclusion, por lo tanto p’(y) = y. Luego, p’(8(Y) & p) €
DT(X), es decir, la premisa no es cerrada y por lo tanto no debemos verificar si es valida o no.

{h:hetop(B',r,¢ )}) es demostrable (Def. 6.1.2).
conc(r)

Notemos que p’(6(Y) > p) satisface las restricciones sintacticas del formato nxuff. De-

Luego, laregla s = p’ (

mostremos que lo mismo ocurre con la conclusién. Sea g(xy, ..., x,) —b» 6 la conclusion de
r. Luego p(x;) = xjpara j = 1,...,my, por lo tanto p’(x;) = x; por (p'n). Por otro lado, para
0 se puede repetir el razonamiento utilizado para las premisas cuantitativas y de esta forma con-
cluir p’(6) € DT(X). Por lo tanto la conclusién p’(g(x1, .. ., Xu) 2, 0) = g(x1,...,Xm) N o' (6)
de s tiene la forma que el formato nxufd exige.

Verifiquemos las premisas de s. Sea p’(¢ N () una premisa positiva en p’(top(B’, r, ¢")).
Luego ¢ N A es una premisa positiva de una regla en B’ la cual no pertenece a la imagen de ¢’.
Entonces u es tal que p(u) = u y esto implica p’(u) = p. Para demostrar que p’(¢) es una variable
existen dos casos para analizar:

. u € top(B, r, ¢). Luego o(t 5 () € Hy dado que % estd en format nxuft, o(t) es
una variable. Por lo tanto oo’ () = o(¢) y entonces p’(¢) debe ser una variable.
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. u & top(B, r, ¢). Luego hay una regla b € B tal que ¢(b) = ¢ N . Dado que ¢ N u
no pertenece a la imagen de ¢’ tenemos que b ¢ B’. Por la construccién de B’ y p, p*(1)
es una variable para todo k > 0O (ver (i)). Entonces la condicién (p’m) asegura que p’(¢) es
una variable.

Esto demuestra que las premisas positivas satisfacen los requerimientos del formato nxufo.

Las restricciones sinticticas para las premisas positivas, las premisas cuantitativas y la con-
clusion de satisfacen. Ademads, no existen restricciones para las premisas negativas, por lo tanto
s esta en formato nxufdy s € R'.

Para toda premisa positiva ¢’ € o(top(B’,r,¢’)) la regla wﬂ estd en formato nxuft y es de-
mostrable en R por una estructura de prueba menor que (B, r, ¢). Aplicando hipétesis inductiva
estas reglas son demostrables en R’. Aplicando el Lema 6.1.1 en estas reglas y usando s se puede

demostrar que % es demostrable en R’. |

El Lema 6.2.3, el cual establece que una especificacion en formato nxuff se puede reducir a
una especificacién en formato pntree, se demuestra de forma similar.

Lema 6.2.3. Sea P = (Z,A,R) un PTSS en formato nxuff. Entonces existe un PTSS P’ =

(Z,A,R’) en formato pntree tal que para toda regla cerrada % con solo premisas negativas y
H

Y un literal positivo, P + % sii P’ + 7

Demostracion. Sea P’ = (X,A,R’) tal que R’ es el conjunto de reglas demostrables de P en
formato pntree. Por el Lema 6.1.2, 1a implicacién de derecha a izquierda es vélida.

Para la demostracién de izquierda a derecha procedemos por induccién. Sea % una regla
cerrada demostrable en P donde H sélo contiene literales negativos. Luego ¢ € H por Lema 6.1.1
existe una regla r y una substituciéon p tal que p(conc(r)) = yy P + wﬁ para toda premisa
Y’ € p(pprem(r)). Por lo tanto, P’ + wﬁ de forma trivial o por induccion.

Como r estd en formato nxufd, r tiene la siguiente forma

7 m 7 - bn -
Unmemiwy, =, Moy :Z€ZY U Upentta@ — 1 2€ ZYU{0I(Y) 21 pri i L€ Lk € Kj}
FO1 e X)) — 6

donde cada w?, es una variable en la tupla .

Sea G el grafo de dependencia asociado a pprem(r) U gprem(r). A partir de r, construimos una
regla v’ € S de la siguiente forma. Sea yf; el destino de una premisa positiva tal que no existe un
camino para atras en G desde un vértice ,u,z; aalgin vértice x;, coni € {1,..., xys)}. Notemos que,
por el requisito de simetria en la Def. 5.2.3, esto sucede para toda variable ,uf; con 7 € Z. Antes
de obtener 7/, obtengamos una regla "/ de la siguiente forma: (1) se reemplazan las variables wi
y ,uf; por p(wi) y p(,u;), respectivamente, y (1) se reemplazan las variables libres { en 6; y 8 por
p(0). Laregla " no tiene variables libres y es una instancia de substitucién de r, entonces r”’ es

. .. 2 a F3
demostrable en P. Para obtener r’, reemplazamos cada premisa positiva cerrada p(ws, — u5,)

2> da 2 . .. . .z
por H. Dado que w5, — u&, es una premisa positiva de r, por induccion, P + —H ___ Porlo

Wy =—u5)
tanto ' también demostrable en P.
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Notemos que la regla resultante 7" esta en formato nxuf8 y no tiene variables libres. Mas atin,
r’ es bien fundada pues en su grafo de dependencia cada cadena para atrds alcanza un vértice x;.
Por lo tanto 7’ es una regla en formato pntree, luego r’ € R’.

Sea p € prem(+’). Entonces p € H (y p es cerrado) o p € prem(r). Para ambos casos, P’ + %

(si p € prem(r), vale por induccién). Por lo tanto € R’". Dado que p(conc(r’)) =

H
p(cone(r’))
p(conc(r)) = c, P/ + &, o

Teorema 6.2.1. Sea P = (X,A, R) un PTSS en formato ntuft/ntux6. Entonces existe un PTSS
P’ = (X, A, R) en formato pntree equivalente a P.

La prueba del Teorema 6.2.1 es directa aplicando el Corolario 5.3.1 y los Lemas 6.2.2, 6.2.3,
y 4.3.2, en ese orden.

Corolario 6.2.1. Si P es un PTSS en formato ntuf9/ntux, entonces ~ es una congruencia para
todo operador en P.

Siguiendo la notacién utilizada en [34], decidimos que una regla esta en formato pntree simple

si la regla estd en formato pntree y todas sus premisas negativas son de la forma x 7aL> . Uno
podria preguntarse si una PTSS en formato pntree puede reducirse a un PTSS equivalente en
formato pntree simple. La respuesta es negativa. En otras palabras, se puede demostrar que el
formato pntree (y por lo tanto el formato ntuft/ntux6) es estrictamente mas expresivo que el
formato pntree simple. Esto se puede demostrar adaptando el ejemplo introducido en [34] para
demostrar el mismo resultado en el contexto no probabilistico. No desarrollaremos el ejemplo
por ser éste directo.

6.3. Observaciones finales

En esta seccién hemos demostrado que para toda especificacién en formato ntufg/ntuxf existe
una especificacion equivalente en formato pntree (Teorema 6.2.1). Para demostrar este resultado
se necesitd introducir las estructuras de pruebas, las cuales permitieron definir una variante prue-
ba para una regla. El corolario de este resultado es que no es necesario que una especificacion
en formato ntuff/ntux6 sea bien fundada para que la bisimulacién sea una congruencia para toda
funcién de la signatura. Por lo tanto, se generaliza el Teorema 5.3.2 a todo PTSS en formato
ntuf9ntuxe.

Si bien este capitulo es de cardcter técnico, el mismo nos permite ver cémo se pueden trasladar
los resultados para el formato ntyft/ntyxt al formato ntuff/ntuxé.

El procedimiento de reduccién que se presentd sigue la misma estructura que el trabajo [34],
en el cual se demuestra que una especificacién en formato ntyft/ntyxt puede reducirse a una
especificacién equivalente en formato ntree (formato ntyfi/ntyxt con reglas puras y sélo variables
como fuente de las premisas positivas). Es decir que se realiza la misma reduccién en un contexto
no probabilistico. La diferencia con respecto a éste es que en el caso probabilistico se debe tener
en cuenta las premisas cuantitativas. Sin embargo esto no presenté mayores dificultades debido
a que los términos de distribucién brindaron el marco para realizar esto de forma directa. Esto no
fue casualidad: la version previa del formato ntuff/ntux6 fue el formato ntufv/ntuxv [22]. En éste,
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cada premisa cuantitativa s6lo podia utilizar una variable de distribucién. Con esta restriccién
es imposible derivar el resultado, esta fue la razén por la que se introducen los términos de
distribuciones en [59] y se define el formato actual. Luego, la adaptacion de resultados desde el
contexto no probabilistico al probabilistico puede generar mejoras en el formato.
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CapiTuLo 7

LA MAYOR CONGRUENCIA INDUCIDA POR EL FOR-
MATO ntuft/ntux6

En el Capitulo 5 se mencioné que cuando se define un formato, las restricciones impuestas
sobre éste tienen que permitir definir operadores con suficiente poder de expresividad, de lo
contrario, el formato seria inttil. En este Capitulo se demostrard que el formato ntuft/ntuxf per-
mite definir operadores sumamente poderosos. Tanto es asi, que es posible definir operadores
que distinguen cuando dos procesos son bisimilares atin usando la semantica mas débil para
los sistemas de transiciones probabilisticos. En otras palabras se demostrard que la congruen-
cia inducida por contextos del formato n#ufg/ntux, con respecto a la equivalencia de trazas, es
exactamente la bisimulacion.

Sea P = (£,A,R) un PTSS y sea —p su sistema de transicion asociado. Para demostrar el
resultado se debe extender la especificacién P de forma tal que esta extensidon permita verificar
si dos términos ¢, € T(X) son bisimilares con respecto a —p. Notar que esta extensién debe
preservar los comportamientos de ¢ y ¢, de lo contrario ya no se estaria verificando el PTS —p.
Para asegurar que los comportamientos se preservan se introducen resultados que garantizan la
extension conservativa de especificaciones, i.e. los resultados garantizan que una especificacion
puede extenderse combindndola con otra sin modificar el comportamiento de los términos que
la primera define.

La Seccién 7.1 presenta los resultados que garantizan la extension conservativa de especifica-
ciones en formato ntuff/mtuxf. La Seccidén 7.2 presenta los resultados asociados la congruencia
inducida por contextos del formato ntuft/ntux.

7.1. Especificaciones modulares
A veces, uno desea extender un lenguaje con nuevas operacién y comportamientos. Una forma

de hacer esto es agregar nuevos operadores y reglas a la especificacién original. En otros pala-
bras, dados dos PTSS P° y P!, uno desea combinarlos para obtener una nueva especificacién
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P’ @ P'. En general asumiremos que P° es la especificacién original y que P! es la extension.
La unica restriccién que se impone para combinar especificaciones es que si un nombre de
funcién es comin a ambas especificaciones entonces la aridad de la funcién debe ser la misma.
Utilizaremos el término suma para referirnos a la combinacién de dos especificaciones. Para
definir la suma de dos PTSS se necesita definir la suma de dos signaturas.

Definicién 7.1.1. Sea X0 = (F°, 1) y 2! = (F1,r!) dos signaturas tales que f € FONnF! =
ro(f) = rl(f). La suma de X y X! notacion X° @ X', es una nueva signatura (FOU F1,r) donde

r0(f) sifeF°

ri( f) caso contrario

f(f)={

Definicién 7.1.2. Dado dos PTSS P° = (£°,A°, R%) y P! = (2!, A, R") tales que £ = X° @ X!
estd definido, la suma de P° y P!, notacion P°®P', es el PTSS P'@P! = (2%@x!, A°UA', ROUR).

Una propiedad deseada es que la extension no altere el comportamiento de los términos de
la especificacion original. Es decir que uno espera que todo término ¢t € T(X°) definido en la
especificacion original preserve el mismo comportamiento en P’ @ P!. En este contexto “preser-
var el mismo comportamiento” se interpreta como realizar el mismo conjunto de transiciones.
Si se satisface esta propiedad diremos entonces que P° @ P! es una extension conservativa de
P°. Notemos que en el caso de los sistemas de transiciones basados en pruebas bien soportadas
puede darse el siguiente caso: 1 ~b> & —po y I+ € —pogp parat € T(E) ya € Al — A°.
No interpretaremos esto como una extension que modifica el comportamiento del término ¢. La
definicion formal de extension conservativa se basa en la presentada en [2].

Definicién 7.1.3. Diremos que P’ ® P! es una extensién conservativa de P°, o que P' puede ser
sumado conservativamente a P° si para todo t € T(Z?), a € AU A", 7 € AT UXY)) yun
conjunto N de premisas negativas cerradas

N

P o P! »—HL = P'r —
t—m t—r

Notemos que la definicién de extensién conservativa no utiliza el concepto de prueba bien
soportada, pues los literales que se pueden derivar dependen directamente de las reglas % que se
pueden derivar utilizando las pruebas basicas. En algunas definiciones de extension conservativa
se reemplaza el = por &, notemos que la implicacién de derecha a izquierda es directa, luego
esta definicion es andloga pero mds simple.

El Teorema 7.1.1 da condiciones suficientes para asegurar cuando un PTSS puede ser sumado
conservativamente otro. El enunciado del mismo esta basado en el Teorema 4.8 de [24].

Teorema 7.1.1. Sean P° = (ZO,AO,RO) y P! = (ZI,AI,RI) dos PTSS en formato ntuft/ntuxo
tales que conc(r) =t N yt ¢ T(Xy) para todo r € R' . Entonces P° ® P es una extension
conservativa de Py.

Demostracion. Dado los resultados del Capitulo 6 podemos suponer que la especificacion Py
estd en formato pntree. Esto implica que la especificacion es bien fundada, por lo cual es posible
realizar induccién en el grafo de dependencia de las premisas de las reglas de Py.
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Sean H y ¢ tales que sre(¥) € T(Zo) y Plo P+ g con prueba p(g). Demostremos por
induccién completa en n = h(p(%)) que PO - % Supongamos que la hipétesis vale para n’ < n
y demostremos el caso n. La prueba p(%) implica que existe una regla r y una substitucién o tal
H
v
sre(y) € T(Zo) y que sre(conc(r')) ¢ T(Zg) para todo 7 € R se tiene que r € R’. Demostremos

que todas las variables que aparecen en las premisas positivas son instanciadas por términos
en T(Zo) U A(T (Xp)), esto permitird usar la hipotesis inductiva. Procedamos por induccién en
m para m = nypg(x) donde nypg estd definido con respecto al grafo de dependencia de las
premisas no negativas de r. Si nypg(x) = 1, entonces una de las posibilidades es que x sea una
de las variables en la fuente de la conclusion, i.e. x € {xi,...,x(p}. Dado que src(y) € T(Zp)
esto implica que o(x) € T(Zy). Por otro lado podria darse el caso x € Y donde n(Y) > g es
una premisa de la regla con m € A(T(Xp)). Dado que o es una substitucién genuina, o(y) €
support(r) para todo y € Y, por lo tanto o(y) € T(Zg). Supongamos que para todo ¢ tal que

que o(conc(r)) = ¢ y para todo ¥’ € o(pprem(r)), P'aP! + 2’ conuna prueba p(%’). Dado que

nypg({) <m, 0({) € T(Zg) U T(Zp). Sea t N 4 una premisa positiva de r tal que nypg(u) = m.
Por definicion de nypg para todo x € Var(t), nypg(x) < m y por inducciéon o(r) € T(Zp).
Por la primera hipétesis inductiva, P+ Hlo(t SN () y por consiguiente o(u) € A(T(Zg)). El
caso { € Y con 8(Y) > g es similar al caso base dado que o (0) € A(T(Xp)). Luego todas las
premisas positivas son demostrables; las premisas cuantitativas vélidas, por ser las mismas que
en la prueba original; las negativas, por definicién, se encuentran en H. Por lo tanto P° - % m|

7.2. Test de bisimulacion

El formato ntuf9/ntux6 permite una gran variedad de tests en las hipétesis de las reglas para
la construccion estructural de las transiciones. Estos tests incluyen la imposibilidad de la real-
izacién de una transicion (premisas negativas), verificacién de valores de probabilidad que per-
miten un alto grado de distincién de las distribuciones (premisas cuantitativas), identificacion de
ejecuciones futuras (lookahed), aparte de las usuales premisas positivas. Estos tipos de test en
conjunto permiten una identificacion bastante precisa de la seméntica de los distintos términos,
y por lo tanto, es razonable que el formato permita distinguir unos términos de otros simple-
mente inspeccionando qué transiciones pueden o no hacer éstos. De hecho, en esto se basa la
construccion estructural de la semdantica y tiene un impacto directo en la interpretacion de un
contexto C[_] segun se instancie con distintos términos. Por ejemplo, el contexto U(_) sélo po-
drd realizar una transicion etiquetada con a si es instanciado con un término que posea una
ejecucion probabilista que no pueda realizar transiciones etiquetadas con a con probabilidad 1
(segin la semantica en el Ejemplo 4.2.1). De esta manera, el contexto U(_) puede “distinguir”
entre términos cuyas ejecuciones siempre puedan realizar una accidén a con cierta probabilidad
y términos que posean una ejecucidon que fallen en ejecutar una accién a con probabilidad 1. La
palabra “distinguir” se ha utilizado aqui con el siguiente sentido: un contexto C[_] puede distin-
guir entre dos términos 7 y ¢, si C[¢] puede realizar algo evidentemente distinto de C[¢']. Dentro
de seméntica de procesos, lo mds evidente es el comportamiento de trazas.

En este sentido surge la pregunta de cudl es la “precision” alcanzable en la distincién de
términos a través de un contexto cualquiera y mediante la simple observacién de trazas, cuando
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la semantica se deriva de un PTSS en formato ntufg/ntux6.

En un sentido més técnico, dado un PTSS Py = (X, Ag, Ro) en formato ntuft/ntuxo, queremos
saber cudl es la relacion de equivalencia entre términos ¢, € T(Zg) cualesquiera tal que C[t] y
C[?'] son indistinguibles a través de las trazas (i.e., sus semanticas definen exactamente el mismo
conjunto de trazas) para todo contexto C[_] de £o®X; en cualquier extension conservativa Po® P
posible con Py = (X1,A1, R;) también en formato ntuft/ntuxo.

Es claro que el formato no puede distinguir mds all4 de la bisimulacién dado que el Teore-
ma 5.3.2 garantiza que si t ~ ¢’ luego C[t] ~ C[#'] (y en consecuencia coinciden en sus conjunto
de trazas) bajo la semadntica inducida por cualquier PTSS en formato ntuff/ntux6. En el resto
de esta seccién demostraremos que la equivalencia inducida por el formato ntufg/ntux6 es pre-
cisamente la bisimulacién. Es decir, si dos términos ¢ y " no son bisimilares en un PTSS en
formato ntuff/ntuxd, existe una extension conservativa de éste, también en formato nruff/ntuxo,
y un contexto C[_] en dicha extension tal que los conjuntos de trazas de C[¢] y C[t’] son distintos.

Definicion 7.2.1. Sea P = (X,A,R) y sea —p su sistema de transicion asociado. Sea t € T(X),

una secuencia ay . ..a, € A* es una traza de t sii existen términos ty,...,t, € T(X) y distribu-
. i+l .
ciones my,..., T, tales que ty = t, t; — Wip1 Y Tir1(tiz1) > 0 para 0 < i < n. Sea THt) un

conjunto de de todas las trazas t. Dos términos t,t' € T(X) son equivalentes en trazas respecto a
P, notacion t =% t', sii Tn(t) = TH').

Definicion 7.2.2. Sea P = (X,A,R) un PTSS completo en formato ntuffntuxf. Dos términos
t,t' € T(X) son congruentes en trazas con respecto a ntuft/ntux6, notacion t ngfe/myx@ v, sii para
todo PTSS P’ = (¥, A’,R’) en formato ntuff/ntux6 el cual puede sumarse conservativamente a

P, y para todo contexto C[x] de Z® %', C[t] EITD@P’ C[?].

Concretamente, demostraremos que la congruencia de trazas respecto a ntuff/ntux coincide
con la bisimulacidn bajo la hipdtesis de que el sistema de transiciones probabilistas inducido por
el PTSS P es de imagen finita (— p tiene imagen finita sii paratodo ¢t € T(X) y a € A, el conjunto
|t Sp () es finito). Es decir, ¢ ngfe/n b t siy s6losit ~ t' para todo par de término ¢y ¢’
siempre que sus semanticas sean de imagen finita.

La demostracién utiliza una caracterizacion inductiva de la bisimulacién [8]. Tal caracteri-
zacion (Def. 7.2.3), que denominaremos bisimulacion finita, coincide con la bisimulacién para
los sistemas de transiciones probabilistas de imagen finita. El resto de la prueba se basa en la
existencia de un tester de bisimulacion (Def. 7.2.4). Esto es, un PTSS Pt que puede sumarse
conservativamente a otro PTSS P y que se demuestra que contiene el conjunto de operadores y
reglas suficientes para definir contextos que permitan distinguir dos términos que no son (finita-
mente) bisimilares (Lema 7.2.1).

Definicion 7.2.3. Sea P = (X, A,R) y —p su sistema de transicion asociado. La relacion ~, C
T(X) X T(X) para n € N estd definida inductivamente por:

TE)XTE)

a a a a
{(&.0) | (t—>rn= 3 > An =, A )AN({'—n" = An i t—n An =) ')}

~0

P
~n+l

donde m =7, n’ siy solo siNQ C T(Z) : ~}-cerrado(Q) = n(Q) = n'(Q). Dado dos términos
t,t' € T(X), t yt son n-bisimilares si t =, t'. Decimos que t y t' son finitamente bisimilares,
notaciont ~p t’, si t = t' para todo n € N,
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La bisimulacion finita y la bisimulacion coinciden para procesos con imagen finita [8, Lemma
3.4.8]. Es decir, si—p tiene imagen finita entonces ~ = ~p.

El tester de bisimulacion Pt introduce dos familias de funciones: las funciones binarias B,
y las funciones Pr],‘l con aridad (k + 1) (n,k € N). Ademas se introduce una constante L. Las
funciones B, (¢, u) son utilizadas para verificar si dos términos ¢ y u son n-bisimilares. Si este

e, e, yes . no
es el caso, existird una transicion B,(t,u) — 0 ,; en el caso contrario, B, (t,u) — 6,. De
esta forma dos términos ¢ y u que no son bisimilares seran distinguidos por el contexto B, (¢, )
para algin n. Por otro lado, Pr’,; es utilizado como un operador auxiliar para evaluar la prob-

abilidad de alcanzar k (no necesariamente diferentes) clases de equivalencias de la (n — 1)-

.. ., , . (@.q1--5qx) .. .., a
bisimulacién. Més precisamente, Prﬁ(t, Ui, -, Ug) o sl existe una transicion t —

tal que 7([u1]n1) = q1, ..., A([ug]on-1) = gi, donde gy, . . ., gx son ndmeros racionales.
En la definicién del tester de bisimulacion, B,_i(z, Z) 2, pcon Z C V denota el conjunto

de premisas {B,_1(z,7’) R ulz €z}

Definicion 7.2.4. Sea P = (Z,A,R) un PTSS. El bisimulation tester de P es un PTSS Pt =
(Z1,AT1,RT) donde X7 contiene las funciones binarias B, y las funciones Prf‘1 con aridad k + 1,
n € Ny una constante L, At = AU (U;so(A X Q) U {yes, no}, y R contiene las siguientes reglas
(paratodon,k >0,acAyq; € QconieN):

(@.q15-qk) (@.q1,--qk)

yes Pfk(x,Zl,...,Zk)—> Pfk(y,Z ,...,Zk)ﬁ“

(DBy(x,y) > 5, —* LA 3)
Bn(x’ )’) — 6J_
yes )
o FH B Z) S iZ) 2l By " By Th
515Gk yes
PI{;(X’Z]’,Z]() M) 6J_ Bn(x7y) 6J_

La idea detrés la funcion Prf, explicada con anterioridad puede verse reflejada en la regla (2).
Notemos ademads que la distincién entre dos términos que no son n-bisimilares se realiza en la
regla (3). Aqui la premisa negativa indica que no es posible encontrar una accién para y la cual
alcance las clases de equivalencia [z;]..-1 (en realidad las clases de equivalencia del término en
que se instancia z;) con una probabilidad mayor que ¢; para cada caso. Mientras que la positiva
premisa indica que esto si es posible para x.

Observemos que Pt estd en formato n#uff pero no es puro. Si bien esto no es necesario, re-
sulta conveniente: la regla (3), la cual no es pura debido a la presencia de las variables zy, . .. .z,
permite la instanciacién de términos arbitrarios lo cual incluye los términos que pertenecen a las
clases de equivalencia de la bisimulacién finita (n — 1). Esto es esencial para definir la bisim-
ulacién finita n (dado que dos términos estan relacionados por una bisimulacién »n si alcanzan
con la misma probabilidad las clases de equivalencia de la bisimulacién (n — 1)). De cualquier
forma, el hecho de que Pt no sea puro no es un problema dado que la extensidon conservativa
estd garantizada por el Teorema 7.1.1.

El siguiente lema es central para la demostracion del Teorema 7.2.1. El mismo establece que

.. ., . yes
el tester de bisimulacion es correcto. Es decir que B,,(2,') — 6, € = pgp, © t =}, 1, para todo
t,t e T(X).
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Lema 7.2.1. Sea P = (Z,A,R) un PTSS completo en formato ntuft/ntux6. Ademds, —p tiene
imagen finita,yes,no ¢ A y X no contiene los nombres de funcion B, y Prf; para todo n,k € N.

yes
Entonces B,(t,t") — 0, € =>pgp, © t = ', para todo t,t" € T ().

Demostracion. Notemos primero que la operaciéon B, es conmutativa, lo cual asegura simetria.
Ademas, la relacion ~7, también es simétrica por construccion. Procedemos por induccion en n.

Sea n = 0, entonces P & Pt 5 Bo(t, 1) 22, 6, yt z(}, t’ para todo t,’ € T(X). Para

. . yes
el caso inductivo supongamos B,(t,') — 6, € —pgp; © t =}, ' paratodo 1,1’ € T(X) y
yes . e, .
demostremos By,;1(t,') — 0, € —=pgp; & t z}“ t'. Primero la implicacion de izquierda a
. yes a
derecha. Debemos demostrar que si P & Pt +,5 B,1(f,') — 6, y P +,5 t — 1, entonces

. yes
existe 71’ tal que P k5 1/ N y = n’. Dado que P& Pt by B,11(2,1") — 0, entonces por
la regla (4) del tester de bisimulacién

P® Pr by By i (1,1) — P® P by Bu (7, 1) —p

Lo que implica que para todo substitucion p tal que p(x) = ¢y p(¥) = ¢’ no existe regla del tester
de bisimulacién de la forma (3) tal que las premisas se satisfagan. Esto implica, junto a las reglas
de la forma (2), que ¢’ S para algun n’.

Procedamos por el absurdo. Supongamos que para z’ tal que ¢’ =5 7 no se satisface 7 z’;,” .
Dado que el sistema de transicion asociado P tiene imagen finita, podemos suponer ' puede
realizar exactamente K € N transiciones con la etiquetada a. Entonces para cada transicidn

Pyt 4 miconi € {l,...,K}, sea Q; € A(=}), i.e. O; es un dtomo del édlgebra de Bool
{X : ~}-cerrado(X)}, C), tal que n(Q;) > m;(Q;). Notemos que Q; debe existir, sino 7 z’[’,“ i
Ademds, seat; € Q; y g; € Q tal que n(Q;) > q; > mi(Q;) parai € {1,..., K} (la existencia de g;
estd garantizada porque Q es denso para R).

Como P by t N 7, por extensidn conservativa, P ® Pt Fyy t < n. Por hipétesis inductiva,
si t; € Q; entonces P ® Pt by B,(t;, 1) 22, 0,. Ademds, sea p una substitucién tal que
p(x) =t, p(uw) = mp(z) = t;y p(Z;) = Q; parai € {1,...,K}. Entonces, con las pruebas de

yes yes . .., . .
P& Pty Bu(t;, tlf) —0,,P® P+, B,(1, tlf) — 0., la sustitucién p y la siguiente regla

a yes K
x = p (Bu(zi, Zi) — pis (Zi) 2 qili,

r =
(@q15-9K)
Prrll{+l(x’ Llsee- ’ZK) _— 5L
. k (@,q15-9K)
se puede construir una prueba de P @ Pt b F’rnJrl (t,t1,... tg)) —— 0.
. . (@,q15-4K) .
Esto implica que P @ Pt Fy Prﬁ+1(t’, f1,...,tgk) — 0, caso contrario una regla del

tipo (3) se hubiese podido aplicar. Ademads, por extension conservativa, P & Pt by 1’ 4 b
coni € {l,..., K} son las tnicas transiciones que puede ejecutar ¢’ con la accién a. Luego debe
existir p’ tal que p’'(x) = ¢/, p(u) € {mx | 1 < k < K}, p'(z) = t;,p"(Z) € Qiy p' (i) = 64,
para todo 1 < i < K, tal que las premisas de la regla prem(o’(r)) son vdlidas. Por lo tanto,
0 (u(Zy)) = g; también tiene que ser valida para todo 1 < i < K. Pero paratodo 1 < i < K tal
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que p’(w) = m;, q; > 7i(Q;) = p’(u(Z;)) > g, lo que es una contradiccion. Por lo tanto debe existir
7’ € A(Z) tal que ¥ BNy ym :g“ 7.

Demostremos la implicacién de derecha a izquierda. Supongamos la hipétesis para n y de-
mostremos el cason+ 1. Si ¢ 2’1’3” t', debemos demostrar que P® Pt +,5 B, 412, 1) X, 0. .Por

la regla 4 del tester debemos probar que los literales B, (z,¢") f,)é y B, 1) %% son demostra-
bles mediante una prueba bien soportada. Demostremos sélo P & Pt +,s B,(t, 1) % , el otro
caso es andlogo.

Se debe demostrar que para todo prueba de P & Pt + H

—2———connm, € A(X)existe he H
B, (.t —>nr,
tal que P @ P\, —h. Las reglas en Pt implican que la prueba debe tener la siguiente forma:

Hy H;

yes
t5r (ButnT) > ml,  {n(T)=a,

k a, & a,
Prott,....ty) ———— 0L Pro . . t,....t5) ———h

Bus1(t,1) — 6,

P es completo, luego si P k4 ¢ 7aL> entonces P +,,; —hg con hg € Hy y por lo tanto P @ P
t 7aL> . Luego, supongamos P F; t S y Hy tal que no existe hg € Hyp tal que P+, —hp.
Supongamos ademds que para todo H; coni € {1,...,k} no existe h; € H; tal que P® Pt 5 —h;.

Demostremos entonces que se puede derivar P @ Pt F Prl,‘,(t’, Hyooo ty) —— 6.

n+1
P

y por lo tanto existe H; tal que P & Pt + H{/t 5o y no existe h, € H tal que P +,; —hj.
Notemos ahora que para todo t; € T;, por hipétesis inductiva, #; ~7, ¢/ y dado que & ~J, n’, esto
garantiza que los literales {7’ (T;) > qi}f.‘:l son validos. Todo esto implica que existe una prueba
de

. a a
Dado que t ~7*" ¢/, existe 7’ tal que P+ ' — 7’ 'y m =, n’. Entonces P ® Py by ' — 7/

HéUHlLJ...UHk

PoPr+ -
Prh(t,1y,....10) ——— 6,

lo cual concluye la prueba. O

Finalmente el resultado que se desea probar es directo del Teorema 5.3.2, Lema 7.2.1 y [8,
Lema 3.4.8].

Teorema 7.2.1. Sea P = (£,A,R) un PTSS puro en formato ntuft/ntux0 tal que la signatura X
contiene al menos una constante. Ademds, — p tiene imagen finita, yes,no ¢ A y £ no contiene
los nombres de funciones B, y Pr{; para todo n,k € N. Entonces para todo t,t' € T(X)

t rfot=pt ot~pt

_T
~ ntufv/ntuxy

Demostracion. Supongamos que t ~p t'. Sea P’ = (X', A’,R") un PTSS en formato ntuft/ntux6
tal que P @ P’ es una extension conservativa de P. Entonces ¢ ~pgps t’. Por el Teorema 5.3.2,
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para todo contexto C[x] de P & P’, C[t] ~pgp' C[t']. Por lo tanto ¢ EZ’;# o . De esta forma
’ T ’
demostramos que t ~p t' = ¢ = i fyt r.

Supongamos ahora que 7 #p 1. Esto implica que existe un n € N tal que 7 #7, . Entonces, por

yes . yes
el Lema7.2.1, P® Pt +ys B"(t,t) —> 6, mientras que P @ Pt 5 B"(t,t’) —/ . Por lo tanto el
contexto B"(t, _) permite diferenciar ¢ de ' y en consecuencia t £ t'. Por contrareciproca

ntufgntyx
=T ’ ~ ’
queda demostrado que 7 =, iy © = T=p L
El hecho de que t ~p ' = t ~ ¢’ estd demostrado en [8, Lema 3.4.8]. O

7.3. Observaciones finales

En este capitulo hemos demostrado que la congruencia inducida por contextos del formato
ntuf9/ntuxd, con respecto a la equivalencia de trazas, es exactamente la bisimulacién. De modo
auxiliar a este resultado definimos el concepto de extension conservativa y presentamos algunos
resultados relacionados a éste. De todas maneras, los resultados de extension conservativa tienen
valor por si mismos dado que brindan condiciones suficientes para extender un lenguaje sin
alterar la semantica del sub-lenguaje definido originalmente.

Dado los tipos de premisas que permite utilizar el formato ntuff/ntux6, el hecho de que la
bisimulacién es la menor congruencia para este formato no es un resultado totalmente ines-
perado. Para entender mejor esta afirmaciéon podemos realizar una analogia entre estos tipos y
los tipos de observabilidad presentados en el Capitulo 2. De esta forma, las premisas positivas
podrian interpretarse como los tipo {A?, 2}, los cuales permiten registrar que acciones puede
ejecutar un proceso. Por otro lado, las premisas negativas cumplen una funcién similar al tipo —,
que es indicar que ejecuciones no puede realizar un proceso. Notar que en este caso, las premisas
negativas s6lo permiten codificar qué acciones no puede ejecutar un término, lo cual es mucho
menos que una ejecucion completa. Aqui es fundamental toda la maquinaria provista por las
reglas del tester de bisimulacién. Este permite codificar la existencia de una ejecucién no comin
entre los términos que se comparan. Ademas, para ambos casos, las premisas cuantitativas junto
al lookahead son necesarias para medir las distintas probabilidades.

Un resultado similar es imposible para los formatos RTSS [53], PGSOS [10], y Segala-GSOS
[10] dado que estos no poseen forma de cuantificar las probabilidades. Es mds, s6lo una variante
del formato RTSS posee lookahead.

Si comparamos el resultado con el resultado andlogo para el formato ntyft/ntyxt [43] podemos
ver que la estrategia de prueba se mantiene aunque la parte técnica no se preserva debido a las
probabilidades y al uso de las pruebas bien soportadas para derivar los sistemas de transiciones.
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CapiTuLO 8

CONCLUSION

A continuacién se realiza un resumen de los resultados presentados en esta tesis y las posibles
continuaciones para €stos.

8.1. Logros

Las contribuciones de esta tesis pueden enmarcarse en tres distintas categorias dentro del
estudio de los sistemas concurrentes:

1. Semdnticas para modelos interactivos. Utilizando autématas de interfaces para modelar
sistemas interactivos se realizaron los siguientes aportes:
a) Se establecieron las suposiciones que rigen al modelo.
b) Se defini6 un espectro de semanticas lineales y semanticas ramificadas (branching

semantics) siguiendo un enfoque basado en nociones de observabilidad.

2. No interferencia en sistemas interactivos. Se definieron las interfaces para seguridad y la
propiedades V-SNNI/V-NNI, donde V es una nocién de observabilidad. En este contexto
se realizaron los siguientes aportes:

a) Se estudié como se relacionan las variantes V-SNNI y V-NNI.

b) Se demostr6 que las propiedades V-SNNI y V-NNI no son preservadas por la com-
posicion para toda nocion de observabilidad V.

¢) Se brindaron condiciones suficientes para garantizar que las propiedades BSNNI,
BNNI, RSNNI y RNNI son preservadas por la composicion

d) Se present6 un algoritmo para decidir si un sistema satisface la propiedad RSNNI o
RNNI. Para el caso en que la respuesta sea negativa, se presento un segundo algo-
ritmo el cual, si es posible, refina un sistema que si satisface la propiedad a costa de
restringir las acciones de entrada que puede éste recibir.
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3. Especificacion de sistemas probabilisticos. Se defini6 el formato n#ufg/ntux6 para especi-
ficar sistemas de transiciones probabilistas. En este contexto se realizaron los siguientes
aportes:

a) Se demostrd que la bisimulacién para sistemas probabilistas es una congruencia para
todo operador cuya semantica se define utilizando el formato ntuft/ntuxo.

b) Se estudi6 ademas la construccién modular de especificaciones y se presenta un
resultado que garantiza la extensién conservativa de especificaciones.

¢) Se demostré que la congruencia trazas para procesos con imagen finita inducida por
el formato ntuff/mtux6 es precisamente la bisimulacién sobre este tipo particular de
sistemas de transiciones.

8.2. Trabajos futuros

En la seccién anterior podemos ver que esta tesis realiza aportes en diferentes contextos. Cada
uno de estos contextos ofrece distintas posibles continuaciones.

Para el caso de las semdnticas para sistemas interactivos es necesario realizar un estudio més
profundo de cdmo las mismas pueden aplicarse en otros contextos donde existan acciones de en-
trada y de salida (o lo que es equivalente, controlables y no controlables). Esto ya se menciond en
la Seccidn 2.4.2. Con respecto a este punto, actualmente nos encontramos estudiando el siguiente
problema: en [64] se estudia como verificar si una implementacion satisface la relaciéon de con-
formidad ioco en un contexto donde la comunicacién se realiza a través de canales asincronos.
El problema que se presenta bajo esta configuracion es que un tester pueda declarar que una
implementacién no satisface la especificacién porque confunde una accién de salida correcta,
que llega tarde, con un error, i.e. una accién de salida no especificada. Nuestra actual conjetura
es que tal vez se pueda caracterizar un conjunto de tester que se comporta correctamente, ya
sea con comunicacién sincrona o asincrona, utilizando alguna de las nociones de observabilidad
presentadas y alguna transformacion sobre el sistema de transicion. Esto estd también relaciona-
do con la propiedad de no interferencia pues la propiedad deseada podria expresarse como: “una
accion de salida que llega tarde no interfiere con el juicio del tester”. Esta es una reciente linea
de investigacién, por lo tanto ain no se cuenta con suficientes indicios que permitan dar una
sentencia sobre la veracidad de la conjetura.

Con respecto a la propiedades de no interferencia y las interfaces de autématas, esta tesis no
estudié cémo se comporta la propiedad de seguridad con respecto a la relacién alternating simu-
lation [25] (recordar que esta relacion es como la relacion SIR, Def. 2.1.11, excepto que el punto
(b) no es requerido). Esta relacién modela la nocién de refinamiento en el contexto de autématas
de interfaces. Intuitivamente, si una IA S’ refina a otra IA §, entonces S’ acepta al menos las
entradas que S acepta y produce a lo sumo las acciones de salida que puede producir S’. Para la
misma se satisface lo siguiente: sean tres IA S, T y S’ tales que S || T estd bien definido. Si S’
refinaa §, entonces S’ || T estd bien definido y refinaa S || 7. Algunos interrogantes que surgen
para esta relacion son los siguientes: como fortalecer la relacién de refinamiento para garantizar
que si S’ refinaa S y S es una interfaz segura entonces S’ es también segura. Quizds S y T no
son seguros, pero S || T si lo es, luego qué condiciones debe satisfacer S’ para que S’ || T sea
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seguro. Por supuesto, estas respuestas dependerdn de qué variante de V-SNNI/V-NNI se utilice
para modelar la propiedad de seguridad.

Otro punto importante en esta linea de investigacion es con respecto a la practicidad de lo
desarrollado. En este caso, los servicios web brindan el marco propicio para realizar este estu-
dio. Esto se debe a que ya se han realizado distintos trabajos en ese contexto que facilitarian
la tarea. Por ejemplo, en [46], un automata de interfaz es construido a partir de una especifi-
cacion que describe el comportamiento de un servicio web. Esta descripcién estd en lenguaje
OWL-S [17]. El AI construido es una especificacién que se utiliza para buscar servicios webs
tales que al componerse satisfacen la misma. Sumado a esto, en [29] se estudia cémo adaptar
el comportamiento de una interfaz de un servicio web para llevar a cabo una comunicacién ex-
itosa. Usando este tipo de técnicas, se pueden restringir las entradas que una interfaz recibe y
asi obtener comportamientos que no revelen la informacion confidencial. Finalmente en [52]
se propone un modelo para especificar las propiedades de seguridad que un servicio web sat-
isface. Ademas, se define una metodologia para crear contratos entre servicios, basados en las
propiedades que cada uno satisface, que garantizan que la composicién entre ellos tiene como
resultado un nuevo servicio seguro. En este marco, las propiedades V-SNNI y V-NNI podrian
ser utilizadas como nuevos atributos de seguridad. Sumado a esto, los resultados presentados en
el Teorema 3.3.1, el Corolario 3.3.1 y Teorema 3.3.2 podrian ser ttiles para la creacién de los
contratos antes mencionados.

Pero sin duda alguna, la linea dedicada a la especificacion de sistemas de transiciones prob-
abilistas es la que mds oportunidades ofrece. Esto se debe principalmente a dos razones. La
primera, el formato ntuff/ntux6 guarda una estrecha similitud con el formato ntyft/ntyxt, el cual
ha sido ampliamente estudiado. La segunda, en comparacion a los otros formatos para contextos
probabilisticos, el formato ntuff/ntux6 es mas elegante y mucho més expresivo. En los préximos
parrafos describimos algunas excitantes lineas de investigacion que pensamos continuar.

En [36] se presenta un método para descomponer formulas de una variante probabilista de
la l6gica Hennessy—Milner (HML) para procesos probabilisticos. Este método permite verificar
la validez de una férmula con respecto a un proceso, evaluando si los subtérminos del pro-
ceso satisfacen las férmulas obtenidas a través de una descomposicion de la férmula original.
Esta descomposicion es definida en funcion del formato utilizado para definir los operadores.
Particularmente, en [36] se utiliza el formato RTSS [53]. Por ser nuestro formato més expresi-
vo, extender estos resultados remplazando el formato RTSS por el formato n#uff/ntuxé podria
presentar mejoras significativas con respecto a la técnica actual. Es més, la reduccién del for-
mato nruft/ntux6 al formato pntree (Capitulo 6) presenta parte de los resultados necesarios para
realizar esta tarea.

Otra linea interesante estd relacionada con la relajacion de condiciones que se imponen para
considerar que dos sistemas probabilisticos son equivalentes. En general, éstas requieren que los
dos sistemas tengan exactamente el mismo comportamiento probabilistico. En ciertos casos esto
es muy restrictivo, por esta razdn se presentan variantes de estas nociones donde se relaja este
requisito. En [73] se estudia este problema. Para esto se revisan distintas nociones de distancia
entre procesos y se trabaja con el concepto de no—expansion: un operador f con n argumentos es
no—expansivo, con respecto a una nocién de distancia, si para los procesos si, 1, . .., Sy, Iy, tales
que la distancia entre s; y #; es g;, se satisface que la distancia entre f(s1,...,8,) Yy f(f1,....t)
estd acotada por €] + ... + &,. Basados en el formato RTSS, se presentan formatos de reglas
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para las distintas variantes de no-expansion. Serfa una contribucion interesante extender estos
resultados al formato ntuf9/ntuxe.

La ultima posibilidad que mencionaremos es una en la cual nos encontramos trabajando. Dado
que se utilizan términos algebraicos para representar procesos, seria Util contar con axiomas, por
ejemplo x + 0 = x, que permitan realizar una manipulacién efectivamente algebraica de los
mismos. En [1] se presenta un algoritmo que, dada una especificacién en formato GSOS, crea
un sistema completo de axiomas. Es decir, dos términos representan sistemas de transiciones
equivalentes (para alguna semdntica, puntualmente en [1] es la bisimulacion) si 'y sélo si se puede
demostrar la igualdad de términos utilizando los axiomas derivados. Si bien s6lo recientemente
hemos empezado a trabajar en un resultado andlogo en el contexto probabilista, ha surgido un
interrogante interesante a nivel conceptual:

¢ Por qué utilizar términos en T (X) para representar sistemas de transiciones
probabilistas si los mismos no manipulan probabilidades?

Segun nuestro estudio preliminar, representar procesos mediante un objeto que manipule proba-
bilidades facilitaria la extension del algoritmo al contexto probabilistico. Esta afirmacion puede
relacionarse con los resultados presentados en [20]. En este trabajo se estudia una variante de
sistemas de transiciones etiquetadas, denominada DLTS, los cuales estdn compuestos por tran-
siciones de la forma A(Q) X A X A(Q) donde A(Q) es el espacio de distribuciones sobre un
conjunto de estados Q y A es un conjunto de acciones. Para este modelo se demuestra que el es-
pectro semdntico para sistemas de transiciones etiquetadas, asi también como la caracterizacién
l6gica de éstas en términos de férmulas HML, escala directamente al contexto de transiciones
probabilistas cuando estos son representados mediante DLTS.

Llevar estas ideas a nuestro contexto implicaria reemplazar las transiciones de la forma 7'(X)x
A X A(T (2)) por transiciones de la forma A(T'(2)) X A X A(T (X)), adaptar las ideas de [20] y los
resultados presentados en esta tesis. Esto no deberia presentar mayores inconvenientes, dado que
los términos guardan una estrecha relacién con los términos de distribuciones.
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APENDICE A

PRUEBAS

A.1. Demostracion del Lema 3.2.1

Lema. Sean S y T dos IAy seaV = {a°,T,1,6,V,2,RT, N\, 1, b} una nocion de observabili-
dad. Entonces vale S > T sii Oy(S) 2 Oy(T).

Demostracion. Supongamos que vale p > gy sea ¢ € O(g). Demostremos por induccién en la
estructura de la férmula ¢ que si ¢ € O(g) entonces ¢ € O(p), i.e.0(p) 2 O(g). Supongamos que
la hipétesis vale para las férmulas ¢ y ¢. Dada la definicién de V, una observacién puede tener
distintas formas y ser vélida por distintas reglas. A continuacidén la prueba para cada una de las
posibilidades.

= Sea ay € Oy(g) con a € AU A%, Luego ¢ -4 g yq E ¢. Por (b), (¢c)y (d) de
la Def. 2.1.11 existe p’ tal que p =5 P’y p' = ¢'. Por hipétesis inductiva p’ E .
Aplicando la regla 7 y alguna de las reglas (a®) o (22) podemos concluir ¢ = ay € Oy(p).

= Sea Xy € Oy(g) con I(g) = X: por (a) y (b) de la Def. 2.1.11 podemos concluir que
I(p) = X. Por hipétesis inductiva p | . Aplicando la regla (RT) podemos concluir

Xy € Oy(p)

= Sea y(a¢) € Oy(qg) con a € A’. Entonces g = ¢’ 5 q’,q Evyq’ E ¢:por(b)y (d)
de la Def. 2.1.11 existe p’ y p”’ tal que p = p’ — p”, p’ > ¢y p” > ¢ Por hipétesis
inductiva p” E ¢. Ademds ¥ € O(q’), luego ¥ € O(p’) y por lo tanto p’ | . Aplicando
la regla (7o) podemos concluir ¥(ag) € Oy(p’). Aplicando la regla () podemos concluir

Y(ag) € Oy(p).

= Los casos e y ¥7¢ son similares a los anteriores.

= Loscasos ¢ = Ajes @i, ¥ = V1 ¢i son directos.
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A.2. DESMOSTRACION DEL LEMA 5.3.5

Para demostrar la vuelta, definamos para todo proceso p, g la relacion p > g si O(p) 2 O(q).
Sean p y ¢ tales que O(p) 2 O(g) y demostremos que las condiciones de la Def. 2.1.11 se
satisfacen.

= Sea p N p’ cona € Al. Luego a € X = I(p) y existe observacion Xty € Oy(p).
Supongamos /(g) = X’ # X, entonces existe observacién X'y 7| € Oy(q) tal que
X'y ¢ Oy(p), absurdo. Luego X" = X y por lo tanto ¢ N q’. Dado que O(p) 2 O(q)
es directo demostrar que O(p’) 2 O(g").

= Seagq N g’ con a € A!. La prueba es andloga al caso anterior.
= Seagq N ¢’ con a € A9. Este caso es igual al mismo caso en la prueba del Teorema 2.3.1.

= Seagq N g’ con a € AY. Entonces debemos demostrar que existe p’ tal que p = p’y
Ov(p’) 2 Ov(q). Si Oy(p) 2 Oy(g’) no hay nada que demostrar, entonces supongamos lo
opuesto, sea entonces ¥, € Oy(q')\Oy(p). Sea S el conjunto {p’ | p—= p’}. Si para todo
s € S vale Oy(s) 2 Oy(q’) entonces debe existir una formula ¢, € Oy(¢’)\Oy(s) para cada
s. Por lo tanto la formula A ;g ¥ no es vélida para todo p’ tal que p —»= p’ (siempre falla
al menos un ¢). Luego g E T1(p A (Ases ¥s)) pero p I TT(Wp A Ases ¥s)). Absurdo
pues O(p) 2 O(g).

A.2. Desmostracion del Lema 5.3.5

Lema. Sea P un PTSS puro en formato ntuft/ntux6. Sea H C T(Z) un conjunto de literales
negativos cerrados, t,t' € T(X), a € A, m € DT(Y) tales que P +

tRpt, entonces existen H' C T(Z) un conjunto de literales negatlvos yn' € DT(X) tales que
P+ ( ) con prueba p( ) n Rp 7’ y para todo W' € H’

I’—>7r

1. existe h € H tal que h Rp W o

tales

que src(n) ~ src(n’), W' € Hy, P I y pr

Demostracion. Por los corolarios 5.3.1 y 5.3.2 podemos asumir que P estd en formato ntufd y
que es puro. Procedemos por induccién completa en y = h(p(H/t N m)); supongamos que la
hipétesis, que es directa del enunciado del lema, vale para y’ < y.

Si t Rp ¢’ porque se satisface la condicidn (1) de la Definicion 5.3.4,¢t ~ ' y t S implica
que existe 7’ tal que ¢’ S yrn ~n'.Sea H C T(Z), un conjunto de literales negativos, y sea
a’'DT(Z) tal que P + — € H' s6lo

t

—

se necesita definir n = ¢ NS n=t S, H,=HyH,=H".
Procedamos entonces con el caso en el que t Rp ¢’ vale porque se satisface la condicion (i)
de la Definicion 5.3.4: t = f(uy,...,uxp), t' = f(v1,-- ,vp) y ui Rp v; con u;,v; € T(X) para
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CAPITULO A. PRUEBAS

ie{l,...,r(f)}. Por Def. 4.3.1, 1a prueba p(H/ f(u1, . .., urs)) N m) tiene su raiz etiquetada con

f(ul, N ) S y si K es el conjunto de etiquetas que se encuentran por encima de ésta,

entonces existe r € R y una substitucién cerrada p tal que p(r) = K . Laregla r tiene
o S, ) —n
la siguiente forma:

m 7 - bn -
Unemttm@ — W 2 2€ ZYU Upenitn@ — 1 2€ ZHOY) 21k pri s 1€ Lk € K}
O, X)) 56

ypestalque paratodo 1 < k < r(f),Z2€ Z,me M,n € N,l € Ly k € K, las siguientes
condiciones son validas

() p(xi) = ug,
(02) m=p(6),
(03) P+ ———— con prueba p(H/p(t,,(2) BN ,um)) subprueba de p(H/ f(uy, ..., uxy)) N

p(tin(z)_>/1m)
an >
), y por lo tanto A(p(H/p(tn(2) — ;) < s

(P4 pltn(®) =) € H.
05 p(0i(Y)) 21k P

Ahora necesitamos definir un substitucion genuina p’ que en conjunto con la regla r y la
hipétesis inductiva permita concluir hipétesis.

Notar que p’ debe ser tal que las premisas cuantitativas sean satisfechas!, para esto, definamos
p(Y)/Rp ={p(Y))N[tlr, | t € T(X)}. Es decir, obtenemos una particién de p(Y;) inducida por los
atomos del dlgebra de Bool ({X :Rp -closed(X)}, C). Para cada conjunto d € p(Y;)/Rp definamos
d" como el tinico 4tomo del dlgebra de Bool d' € A(Rp) tal que d C d'. Ahora definamos =, una
particién Z, tal que para todo / € Ly d; € p(Y;)/Rp hay un elemento de la particion Zj,_, 4, € E
tal que

(ED) 1Zf,, 4| = @ con w = N|.

(E2) 32€Zf,, a4 P € [ier di < T Hun)

(E3) si ,ui € Var(0) o ,ui € Var(9)) para algin [ € L, 7 € Z, m € M entonces si p(?) €

[Tier di x ]_[k(’? {uy} entonces 7 € Z1y,., 4-

(B4) siZ(i) e Var(@) paraZe Z,ie{l,..., |z} entonces 7 € Zpy,, 4,-

Notar que la cardinalidades de los conjuntos Y;’s, L (restriccién 1 en la Def. 5.2.3) y M junto
a que la cantidad de elementos que pueden satisfacer las condiciones (£3) y (£4) son finitos,
garantizan que tal particién puede ser construida. La condicion (E1) asegurard que existen sufi-
cientes variables para definir la substitucién p’ de forma tal que las premisas cuantitativas sean

'Esta parte de la demostracién es exactamente igual en la demostracién del Teorema 5.3.2
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A.2. DESMOSTRACION DEL LEMA 5.3.5

satisfechas. La condicion (£2) serd fundamental para relacionar los términos cerrados obtenidos
mediante la substitucion p’ con los términos cerrados obtenidos mediante p a través de la relacion
Rp. Notemos que para cada particién de términos cerrados [];c; d; X H =1 uk} existe una par-
ticién de variables Zj,, 4, (notar el subindice de Zj,, 4) la cual contiene al menos un vector
de variables que es instanciado por p a un valor en la primera particién, i.e. 37 € Zpy,, 4;-
Luego p’ instanciard en Zj,, 4, los términos cerrados que se relacionan con los elementos de
[lier di X T, " ){ . Teniendo en cuenta esto, la condicién (E3), una vez definida p’, implica
p(2) Rp p’(2) para los Z tales que 4 se usa en algidn término de distribucién. De forma similar,
la condicion (E4) implicard, si Z(i) € Var(9), p(Z(i)) = p’(Z(i)). Ambos hechos seran importantes
para demostrar los puntos relacionados a las premisas cuantitativas. Definamos ahora la substi-
tucion genuina p’ tal que para toda variable ¢ € Var(r) se satisfacen las siguientes propiedades:

Definamos ahora la substitucién genuina p’ de forma tal que para toda variable € Var(r) se
satisfacen las siguientes propiedades:

(0'1) si{ = x; paraalgiin 1 < k < r(f) entonces p’({) = v y por lo tanto p({) Rp p’({);

©?2) sil = ,uf:l conm € My Z e Z, entonces existe 7 € Ztal que p(tn(2) BN uf:;) Rp
0 (2 N ,ui;). Mis aun, si ,ui € Var(9) o ,uf:l aparece en una premisa cuantitativa,
entonces p’(ui) Rp p(,ufn). Ademas existe H,Z; tal que P + Hf:l 10" (tm(D BN yf;) con una
prueba p(Hf,; 10" (tn(D BN ,uf:l)) y para todo e H,Z;
a) existe etiqueta h € H tal que h Rp h% 0
b) existen literales positivos i € p(H/p(tm(z_)) RN u,:;)) nﬁ € p(HZ 10" (tm(D R ,u;))
y conjuntos H, € H, H,: C HZ tales que src(ny) ~ sre(f), W € H, P v H, w/ny
Pr H,: /.

n~5

(0'3) sil =y €Y, entonces Y] es tal que 2
a) p'(m(Zn,., 4) = le N support(p’(6;)) (aqui, mr; indica la proyeccion de la /-ésima

componente),
b) para todo #,(2) con 7 = (2o, ...,74), existe 7 = CA ’Z|,Z1> tal que para todo i €
{0, ..., 12} si nypG(2) < nvpg(y) entonces p’(z;) Rp p(z)).

c) si ,ufn € Var(0) o ,ui aparece en una premisa cuantitativa, entonces p’(z;) Rp 0(z;).
d) siy € Var(6) entonces p(y) Rp p’(y)

Definimos p’(x) utilizando induccién en n = nypg(x) con respecto a grafo de dependencia del
conjunto pprem(r)Ugprem(r). La definicion serd tal que las propiedades enunciadas son directas.
Supongamos que p’ estd definida para las variables ¢’ tales que nypg(¢’) < n, definamos p’ para
{ tal que nypg({) = n. Luego hay 3 casos que analizar { = x;, { = uf; yleYy.

Si¢ = xjparai € { ., r(f)}. Entonces definamos p’({) = v;. De esta forma se satisface la
condicién (p'1).

2Notar que Yy € Y) : nyps(y) = nypc()’), esto permite definir la substitucién y la propiedad para todo el conjunto
Y, al mismo tiempo
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Sil = uf;,, dado que nVDc,(,uf;) = n, tenemos que para todo x’ € Var(t,,(2)) vale nypg(x’) < n.
Por la condicién (p’3b), podemos asegurar que existe un 7 tal que o’ (tn(2)) Rp p(tm(z_’))). Mais

aun, si las condiciones enunciadas en (3¢) se satisfacen, podemos asegurar o’ (¢,,(2)) Rp o(t,,(2)).
H

Pl N—3p(4i5))
- am 7 - am 7

con una prueba p(H/p(t,(z")) — p&,)) tal que h(p(H/p(t, (7)) — p(s,))) < y. Ahora, por

definicién de Rp, dos casos se presentan:

1) p(tn(@)) ~ p' tn(D)).

Por (p3), dado que £,(7) — 4, es también una premisa positiva de r, P +

(c2) Existe un nombre de funcién g € F'y términos u, u;( eT®), 1 <k<r(g),tales que

" p(tm(z_'))) =g, ..., W)
- ,Dl(tm(z)) = g(w'l, cees WI,'(g))’ y

= u; Rp u;( paratodo 1 < k < r(g).

Para (c1), repitiendo el anélisis que se hizo para el caso t Rp ¢’ porque t ~ ¢, y para (c2),
usando la primera hipétesis inductiva (recordar h(H/ p(p(tm(zj)) N p(yf,'l))) < ), se concluye
LTI p(,uf:;) Rp 7y para todo i% € HZ,

am

que existen 7 € DT(X), Hf; tales que P +
p/(tm(Z))—_hT

= existe 4 € H tal que i Rp A 0

= existen literales positivos 17 € p(H/p(tm(z7) L ﬂi))’ nf € p(H,i/p’(tm(Z’) U ,ui)) y
conjuntos Hy C H, H,: C H,Z; tales que sre(n) ~ sre(nf), h: € H,., P+ Hy/ny Pr an/l]z.

Por lo tanto, para ambos casos podemos definir p’(,ui) = & y satisfacer las condiciones de
©'2).

Sea ahora { € Yy para algin I’ € L. En este caso definimos la substitucién para todo el
conjunto Yy al mismo tiempo. Para toda variable de término en Yy, definamos p’ tal que para
cada Zfj,, 4, € Z vale

P’ (i (Zp1,., a) = d}, 0 support(o’ (6 )

Esta condicién se puede garantizar por (£1). Ademads las condiciones (E2), (£3) y (E4) aseguran
las distintas propiedades de (p’3).
La substitucién p” esta totalmente definida, entonces sea:

H' =Uzezmem Hy U Unentp’ (ta(2) i@ :7eZ)

Por (p’2) y p’(nprem(r)) C H, para construir una prueba de P + ————— con 7’ =

premisa cuantitativa de r. Si £ € Var(6;), por la condicién 7 de la Def. 5.2.3 y dado que la regla
no tiene variables, { es una variable de distribucién. Mds atin ¢ aparece en el destino de una
premisa positiva; entonces ¢ = ,uf; conm e My Ze Z.Por la condicién (p’2), p’(/.li) Rp p(ﬂf-n).
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Por el Lema 5.3.4 tenemos que p’(6;)) Rp p(6;). Ademads, por (05), vale p(6,(Y))) 21k pik. El
siguiente calculo es suficiente para probar que las premisas cuantitativas de r valen bajo p:

PO IN= >, pONd)

d’'ep’(Y)/Rp

= > Py (por (p'30))

dep(Y))/Rp

= > p@@Eh (por Lema 5.3.4)
dep(Y))/Rp

> ) plyd) (dcdh

dep(Y))/Rp
= p(@)(p(Y))
>k Pik (dado que p(6,(Y))) =1 pik)

Por lo tanto, paratodol € L,k € K;y 7 € Z, vale p’(6,(Y})) 1k pix- Dado que todas las premisas
de p’(r) valen, podemos concluir que P + H’/p’(conc(r)).

Solamente resta demostrar que p(6) Rp p’(6), pero por Lema 5.3.4 esto es directo. Recorde-
mos que la regla no tiene variables libres, entonces si £ € Var(0) y { es una variable de distribu-
cién, tenemos que { = p; para algin Z € Z 'y m € M. Por condicién (p’2) vale p(yf;) Rp p’(yi).
Por otro lado, si ¢ es una variable de término, por las condiciones (0’1) y (0’3d) vale que
0(0) Rp p’(£). Es decir que las condiciones del Lema 5.3.4 son satisfechas.

Sélo resta demostrar que para todo &’ € H’ vale (1) o (2), lo cual es directo por construccion
(ver p’2)).

O
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