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Resumen

La verificaciéon de modelos es una técnica ttil para analizar el comportamiento de siste-
mas complejos. En base a una especificacion formal, es posible evaluar el cumplimiento de
propiedades légicas de forma automatica, asistiendo en la validacion de un sistema y permi-
tiendo la deteccion temprana de fallas. El modelo construido puede incorporar informacion
probabilistica, lo cual posibilita un anélisis cuantitativo mas detallado.

La principal variable que afecta el alcance de esta técnica es el tamafo de los mode-
los a considerar. La verificacion simbdlica utiliza estructuras de representaciéon compactas
para obtener una implementacién eficiente. Aun asi, el cdlculo numérico involucrado es
computacionalmente intensivo, demandando una gran cantidad de recursos de procesador
y memoria.

Para combatir este problema, en este trabajo presentamos modificaciones a los algoritmos
cldsicos para ejecucion concurrente en sistemas con multiples procesadores. Las implemen-
taciones paralelas se desarrollaron en base a una herramienta ya existente (PRISM), logrando
reducir el tiempo necesario para llevar a cabo la tarea de verificacion.

Palabras clave: métodos formales, verificacion de modelos probabilisticos, cadenas de
Markov, DTMC, MDP, CTMC, verificaciéon simbélica, BDD, MTBDD, l6gicas temporales,
PCTL, CSL, métodos numéricos, Jacobi, Gauss-Seidel, algoritmos paralelos, programacion
concurrente.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién

La revoluciéon informatica que se inici6 a finales del siglo XX ha tenido un impacto tan
profundo en el mundo en que vivimos que sus efectos son visibles en casi cualquier actividad
del quehacer cotidiano, desde el reloj digital que nos despierta por la manana o el horno
microondas que prepara nuestro desayuno, hasta el teléfono celular que utilizamos como
herramienta de comunicacion o los sistemas de control y navegacion en autos, aviones y
otros medios de transporte.

En el centro de esta revolucién vive la computadora personal, que hoy en dia se encuentra
presente en hogares de familia y escritorios de personas con todo tipo de empleos: contadores,
ingenieros, disefiadores, etc. Su utilidad descansa en la gran variedad de aplicaciones y
programas disponibles, razén por la cual la industria del software se ha convertido en una de
las industrias de mayor crecimiento de los tltimos tiempos.

Esto ha dado lugar al nacimiento de un 4rea entera de profesionales que trabajan en
la creacion y desarrollo de programas con distintos fines. Sin embargo, al ser un érea rela-
tivamente joven y que abarca un rango tan amplio, este proceso de construccién todavia
presenta un gran componente artesanal, lo que si bien ha permitido la innovacioén constante
en este campo, también dificulta enormemente la tarea de construccion de software.

Ejemplos de alto perfil como la explosién del cohete Ariane 5 en su vuelo inicial o las
muertes por exceso de radiacion por fallos en la maquina de radioterapia Therac-25 muestran
claramente las consecuencias indeseadas de los fallos en el proceso de construcciéon. Pero
la misma naturaleza del software hace que estos problemas sean dificiles de prevenir. A
diferencia de objetos fisicos como un avidn, donde la falta de un tornillo en el ala no afecta
en gran medida su rendimiento, el cardcter abstracto del software hace que un error de una
sola linea en el c6digo de un programa pueda tener consecuencias catastréficas, como la
caida del mismo avién por fallas en el sistema de control de vuelo.

Muchas técnicas han sido desarrolladas para poder combatir estos problemas. Algunas
de ellas, como el “unit testing”, se basan en la examinacién manual o semi-automatica
del comportamiento del sistema en situaciones particulares. Pero el gran problema sigue



siendo la incapacidad del ser humano de contemplar el inmenso namero de variables cuyas
combinaciones afectan el correcto funcionamiento de un programa.

Afortunadamente, el mismo nivel de precisién requerido a la hora de escribir un progra-
ma es el que permite realizar una especificacion formal del sistema, abriendo las puertas a
un nuevo conjunto de técnicas que pueden utilizarse para obtener software més robusto y
confiable: los métodos formales de verificacion. El subgrupo de métodos que estudiaremos
aqui se conocen bajo el nombre de verificacion o chequeo de modelos (model checking), en
el cual partiendo de un sistema a analizar se construye mediante técnicas de abstraccion
un modelo que resume sus caracteristicas esenciales. Esto permite luego verificar el cumpli-
miento de distintas propiedades, para lo cual es necesario explorar los estados del modelo
construido. Otras técnicas de verificacién formal estdn basadas en probadores automaticos
de teoremas, que utilizan reglas de inferencia légica para demostrar la veracidad de ciertas
afirmaciones sobre un programa.

La verificacion de modelos ha resultado ser una técnica verdaderamente exitosa, al punto
que tres de los pioneros en el drea (Clarke, Emerson y Sifakis) fueron distinguidos en el afio
2007 con el prestigioso premio Turing otorgado por la Association for Computing Machinery
(ACM). Este éxito se debe a la potencia de los algoritmos para verificar un enorme nimero de
escenarios de manera automatica y a su aplicabilidad tanto a sistemas de hardware como de
software.

Herramientas como Spin, NuSMV o Uppaal han sido utilizadas para verificar los algorit-
mos de control de una barrera contra inundaciones en Holanda, el firmware de un switch
telefénico de la empresa Lucent, protocolos de comunicacién de audio en tiempo real, un
controlador de caja de cambios, sistemas de control de vuelo e incluso ciertos componentes
de las sondas espaciales Deep Space 1, Mars Rover, Deep Impact y Cassini.

El problema principal que sigue enfrentando la verificacién de modelos es la explosion
combinatorial de estados al incrementar el nimero de variables en un programa. Luego, uno
de los objetivos de investigacion es encontrar técnicas que permitan analizar modelos de
cada vez mayor tamafo. Un avance reciente en este 4mbito son las técnicas de verificacion
simbolica. Estas utilizan estructuras especiales de representacién y almacenamiento que per-
miten verificar modelos mucho mds grandes que lo que es posible con técnicas tradicionales.
Una buena introduccién al tema se puede hallar en [5].

Es importante sefialar sin embargo que ninguna de estas herramientas es la panacea
que permite a su usuario producir cddigo sin errores. En particular, todas ellas requieren
todavia de un grado de asistencia manual a la hora de escribir las especificaciones del sistema
y definir las propiedades a verificar. Sin embargo, la aplicacion conjunta de éstas y otras
técnicas permite reducir las probabilidades de errores en un programa significativamente,
aumentando el grado de confianza en la implementaciéon y acercindonos a un método de
construccion de software mds preciso y cientifico.
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1.2. Objetivo del trabajo

PRISM! es un verificador de modelos simbélico desarrollado por un grupo de investi-
gadores de la Universidad de Birmingham y actualmente mantenido por la Universidad de
Oxford en el Reino Unido. El c6digo de PRISM estd abierto y publicado bajo la licencia GNU
GPL.

La principal caracteristica de PRISM es la posibilidad de describir modelos con comporta-
miento probabilistico. Por lo tanto, es posible realizar un andlisis cuantitativo de propiedades,
a diferencia de otras herramientas que sélo calculan si una propiedad se satisface o no en un
modelo dado. Con este fin, PRISM provee un lenguaje especializado que permite describir
distintos tipos de modelo, y también incorpora un lenguaje de especificaciéon de propiedades
que utiliza los operadores de légicas temporales comunes en el drea. Esto permite verificar
propiedades como “La probabilidad de que un programa se ejecute por un afno sin fallos es
superior al 99.99%” o “La cantidad esperada de mensajes circulando simultdneamente en
una red es menor a 10”.

La implementacion actual de PRISM esta disefiada para correr en sistemas con un s6lo
procesador. Por lo tanto, tanto el procesador como la cantidad de memoria limita el tamafio
de modelos que podemos analizar. Histéricamente, la evolucion de la velocidad de estos
componentes ha mostrado un comportamiento tipificado por la conocida “ley de Moore”,
la cual indica un crecimiento exponencial con una duplicacién en el rendimiento cada 18
meses.

Sin embargo, existen limites fisicos a los cuales nos estamos acercando cada vez masy
que obligan a los ingenieros que fabrican computadoras a buscar alternativas para mantener
el ritmo de crecimiento al cual los usuarios se encuentran acostumbrados. Una de las formas
mas popularizadas de lidiar con este problema es mediante la incorporacién de multiples
procesadores que trabajan de forma paralela. Esta no es una solucién magica, ya que requiere
adaptar el software actualmente disponible para que haga uso de los recursos adicionales. El
disefo de programas concurrentes no es una tarea sencilla, ya que el multiprocesamiento
introduce problemas adicionales como “deadlocks”, conflictos en el acceso a recursos y
condiciones de carrera que hacen que los algoritmos tradicionales dejen de funcionar.

Sin embargo, la proliferacién de este tipo de sistemas no parece dejar otra alternativa 'y
los beneficios de una paralelizacion exitosa son inmediatamente evidentes. La verificacion
de modelos es un drea que puede sin lugar a dudas beneficiarse con la aplicacion de estas
tecnologias. Luego, en este trabajo nos proponemos modificar la implementacion existen-
te de PRISM para adaptarla a este nuevo tipo de arquitecturas. Nuestro objetivo final es
construir algoritmos que permitan realizar las misma tareas de verificacion que lleva a cabo
actualmente PRISM en forma paralela, aprovechando el total de procesadores y memoria
disponibles para reducir el tiempo de computo y facilitar la verificacién de modelos de mayor
tamano.

Nuestro tratamiento se restringe a algoritmos para multiples procesadores o procesadores
con multiples ntcleos (cores). Sin embargo, las técnicas de programacion paralela tienen hoy
en dia un horizonte mucho més amplio, cubriendo desde clusters de computadores conecta-
das cercanamente entre si o procesadores con un propésito especifico como las unidades de

lwww.prismmodelchecker.org



procesamiento grafico (GPUs) mdas modernas, hasta computadoras trabajando en formas
conjunta a través de Internet para resolver un problema en particular (grid computing).

1.3. Lo que sigue
El resto de la tesis se estructura de la siguiente manera:
= En el capitulo 2 se introducen los formalismos utilizados en la verificacion de modelos,

asi como las estructuras para representar estos modelos en la préctica.

= En el capitulo 3 se presentan primero los algoritmos cldsicos de verificacién y a conti-
nuacion los algoritmos paralelos desarrollados para este trabajo.

= En el capitulo 4 se evalian estos nuevos algoritmos con distintos casos de prueba,
llevandose a cabo un andlisis cuantitativo de los resultados.

= Finalmente, en el capitulo 5 se resumen los logros alcanzados, contrastando con otros

trabajos en el drea e indicando oportunidades para futura investigacion.

Ma4s detalles sobre el verificador PRISM estdn disponibles en [16] y [19]. Su pagina web en
[20] también contiene una lista de publicaciones relacionadas.



Capitulo 2

Verificacion de modelos probabilisticos

La verificacion de modelos probabilisticos (Probabilistic Model Checking) es una ex-
tension de la verificacion de modelos clasica que nos permite establecer la validez de una
propiedad dentro de un modelo dado. En este capitulo exponemos los componentes nece-
sarios para realizar esta tarea (modelos y propiedades) asi como los formalismos utilizados
para su especificacion (sistemas de transicion y logicas temporales respectivamente). Nos
concentraremos en los formalismos soportados por la herramienta sobre la que se centra el
trabajo.

2.1. Tipos de modelo

Los modelos representan el objeto de estudio en el proceso de verificacion. Por lo tanto,
el rango de aplicaciones posibles depende del grado de expresividad que ofrezcan estos
modelos. Por otro lado, la necesidad de contar con métodos eficientes para la verificacion
hace necesario restringir el rango de modelos permitidos.

En la préctica, esto ha llevado a una formalizacién basada en sistemas de transicion de
estados (state transition systems). Un sistema de transicion de estados estd formado por
un conjunto S de estados, asociados entre si a través de una relacion binaria —c S x S que
describe las transiciones permitidas de un estado a otro. Si a, b € S son estados del sistema, la
notaciéon a — b equivale a (a, b) e—.

Los sistemas de transicion son un concepto estatico, ya que describen una entidad
inmutable en el tiempo. La otra cara de la moneda es el concepto dindmico de traza de
ejecucion. Estas describen un posible comportamiento del sistema a lo largo del tiempo y
se pueden formalizar como una secuencia infinita de estados (s;);e.xs;es tales que V;s; —
si+1. Esto se entiende como un sistema que se encuentra inicialmente en el estado s;, y
posteriormente progresa a los estados s, s3, etc. Las transiciones permitidas son exactamente
las establecidas por la relacion binaria —.

Todo sistema de transicion tiene un grafo dirigido subyacente donde los nodos represen-
tan los distintos estados y las aristas entre nodos las transiciones posibles. Esto hace posible
visualizar graficamente el sistema a través de un diagrama de nodos y flechas. Las trazas se
interpretan como caminos infinitos en este grafo.



La verificacion se basa en saber en que casos o con que probabilidad el funcionamiento
del sistema satisface ciertas propiedades. Las propiedades se expresan en funcién de propo-
siciones bdsicas que satisfacen o no cada uno de los estados del modelo. Luego, también es
necesario contar con una funcién L: S — 22(Prop) que a cada estado le asigna un subconjun-
to del conjunto de todas las proposiciones posibles denotado por Prop. Las proposiciones en
Prop se denominan proposiciones atomicas.

Hasta ahora no hemos discutido como aparecen las probabilidades en todo esto. Existen
distintas alternativas para dotar de probabilidades a un sistema de transicién. Cada una de
ellas representa una interpretacion posible del comportamiento de eventos reales dentro de
un sistema que deseamos modelar. Analizamos tres posibilidades a continuacién.

2.1.1. Cadenas de Markov de tiempo discreto

La asignacion de probabilidades en una cadena de Markov de tiempo discreto o DTMC
(discrete-time Markov chain) se basa en dos principios fundamentales. El primero es que el
sistema evoluciona en intervalos discretos de tiempo. Por ejemplo, cada 1 segundo el sistema
realiza una transicion de un estado a otro, o permanece en el mismo estado. El segundo
principio es que la evolucién depende tinicamente del estado actual, y no de los estados
anteriores en una ejecucion determinada.

Luego, a cada estado podemos asignarle una distribucién de probabilidades discreta
sobre el conjunto de transiciones que salen de ese estado. Esta distribucion nos indica la
probabilidad de tomar cada una de las transiciones en el siguiente paso de ejecucion.

Formalmente, la relacién — es ahora una funcién P: S x S — %5 que para cada estado
s € S satisface Y ¢eg P(s,s') = 1. De esta forma, la probabilidad de transicion de un estado a a
un estado b estd dada por P(a, b). Notar que esto nos obliga a tener al menos una transicién
que salga de cada estado. Esto no es una restriccién importante, ya que podemos modelar un
estado terminal # con una Uinica transiciéon de ¢ a t con probabilidad 1.

La asignaci6én de probabilidades también se extiende a las ejecuciones, ya que nos permi-
te interpretar la probabilidad de ejecucién de una traza dada. El cdlculo para trazas finitas
es simple, ya que asumiendo que el estado inicial esta fijado de antemano, podemos asig-
narle a una traza (sy,..., ;) una probabilidad dada por P(sy, s2) * P(S2,83) * -+ % P(S5-1, Sn).
Esta definicién de probabilidad puede ser generalizada a trazas infinitas, pero la definicién
requiere de herramientas matemadticas mas avanzadas por lo que la omitiremos aqui. Para
mas detalle, consultar [15].

2.1.2. Procesos de decisién de Markov

Los procesos de decision de Markov o MDP (Markov decision process) pueden considerarse
como una extension de las cadenas de Markov de tiempo discreto. La novedad reside en
la incorporacion de un elemento no deterministico al comportamiento del modelo. Esto
nos permite modelar sistemas cuyas transiciones no son puramente probabilisticas o hacer
célculos de peor caso cuando algunas probabilidades no son conocidas.
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Recordemos que en las cadenas de Markov de tiempo discreto tenemos, para cada estado
s, una distribucién de probabilidades sobre todos los estados x dada por x — P(s, x). Esta
distribucidn es la que cuantifica la probabilidad de transicién en cada paso en base al estado
actual. Pero no hay ningun motivo particular que nos obligue a tener una tnica distribucion
posible. Luego, los procesos de decision de Markov generalizan esta propiedad asignando a
cada estado un conjunto no vacio de distribuciones de probabilidad.

Formalmente, se define una funcion D: S — {P: S — %0 | X xe5 P(x) = 1}, que asigna
a cada estado x un conjunto D(x) de distribuciones de probabilidad. Pero ahora debemos
decidir como interpretar las probabilidades de ejecucién dentro de este modelo. Para eso nos
valemos del concepto de planificador (scheduler). El planificador decide en cada paso cual
de las distribuciones se utilizardn en base al estado actual y la traza parcial. Notar que si bien
las distribuciones posibles dependen sélo del estado actual, el planificador puede valerse de
toda la historia de ejecucion incluyendo los estados anteriores para decidir que distribucion
escoger.

De esta forma, el comportamiento del sistema para un planificador dado es totalmente
probabilistico. El no determinismo proviene del desconocimiento del planificador especifico
que actia en cada ejecucién. De hecho, esta informacion puede ser desconocida por o
estar inaccesible incluso al mismo creador del modelo. Una consecuencia de esto es que las
verificaciones se realizan sobre el total de planificadores posibles o algtin subconjunto de
ellos. De hecho, lo méds comun es restringir la verificacion a planificadores con algun grado
de justicia o equidad (fairness). Para méas detalles sobre la definicion de equidad utilizada en
Prism, ver [7].

2.1.3. Cadenas de Markov de tiempo continuo

El tercer tipo de modelo que vamos a considerar son las cadenas de Markov de tiempo
continuo o CTMC (continous-time Markov chain). La diferencia de estas con la cadenas
de tiempo discreto se halla justamente en la forma de modelar el progreso del sistema a lo
largo del tiempo. En vez de avanzar de a pasos discretos, en las cadenas de tiempo continuo
las probabilidades de transicién obedecen a una funcién de distribucién de probabilidad
continua.

Mas especificamente, asumiendo que una ejecucion se encuentra en un estado x, pode-
mos modelar cada una de las transiciones posibles desde x como eventos independientes
cuyas probabilidades de ocurrencia estdn dadas por distribuciones exponenciales con distin-
tos pardmetros. El primero de estos eventos en ocurrir activa la transicion correspondiente y
el proceso se repite desde el nuevo estado.

Formalmente, tenemos una funcién R: S x S — %5 tal que para cada estado x, R(x, )
representa el parametro de la distribucién exponencial que caracteriza la probabilidad de
ocurrencia del evento asociado a la transiciéon x — y. Como la distribucion es exponencial
y los eventos son independientes, podemos obtener luego la probabilidad de elegir una
transicién dada. Esta corresponde a la probabilidad de que un evento ocurra antes que todos

. . R(x,y)
los otros con los cuales compite y es igual a S RaD

Pareceria ser entonces que estamos en presencia de una distribucién de probabilidades
discreta. Si bien es cierto que las probabilidades de transicién de un estado a otro son discretas
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(pues el conjunto de estados en si es discreto), esta ultima distribucién no toma en cuenta
los tiempos asociados a cada transicion. Son estos tiempos los que nos permitendescribir
un sistema que evoluciona con el mismo patrén que otro pero dos veces mas despacio, o un
sistema con transiciones mds rapidas y otras mas lentas.

2.2. Lobgicas Temporales

Una vez establecidos los distintos tipos de modelo con los cuales trabajar, es necesario
definir el lenguaje que utilizaremos para hablar de ellos y construir las propiedades que
pretendamos verificar. Un buen punto de partida lo constituyen los operadores estdndar
de la l6gica proposicional. Pero para poder hablar de la evolucion del sistema necesitamos
también operadores que puedan observar el aspecto temporal, para poder referirnos al
estado en un momento preciso o relacionar el comportamiento en dos momentos dados. El
resultado es lo que se conoce como ldgicas temporales.

2.2.1. PCTL

La légica de drbol computacional probabilistica o PCTL (probabilistic computational tree
logic) introducida en [12] es una extension de la 16gica CTL a modelos probabilisticos, y nos
permite en particular trabajar con los dos modelos de tiempo discreto: DTMC y MDP. La
gramadtica formal para esta logica es la siguiente:

pu=true|al|pAP| 1P| Pgply]
yu=X Pl U=l U P

donde a denota una proposicién atémica, k un niimero natural y ><t uno de los operado-
res<,<,>0z=.

Las férmulas de esta l6gica se dividen en dos tipos: férmulas de estado (¢) y férmulas de
camino (¥). Las féormulas de estado hacen referencia al comportamiento del sistema en un
instante de tiempo. De esta forma, podemos chequear la validez de una proposicién atémica
a para el estado actual, asi como utilizar los conectores A y = (y otros derivados como false,
V y —) para construir sentencias mas complejas.

Pero el verdadero trabajo es llevado a cabo por el operador 22 que nos permite hablar de
la evolucion del sistema a partir de un punto dado. Este operador tiene como argumentos una
férmula de camino junto con una cota de probabilidad, y permite establecer sila probabilidad
de seguir un camino que satisfaga la formula dada estd dentro de la cota provista.

Debemos explicar entonces como se interpretan las férmulas de camino. Podemos pensar
este tipo de féormula como una forma de seleccionar un subconjunto de trazas de ejecucion
dentro del conjunto de trazas posibles. De esta forma, el operador & (next) sélo es valido
para trazas en las cuales, después de haber realizado una transicion del estado inicial, el
estado que sigue satisface una férmula ¢ dada.
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Los operadores % (until) y % =k (until acotado) por otro lado toman como parametros
dos férmulas de estado, ¢p; y ¢2, y restringen las trazas védlidas a aquellas en donde la primera
condicion ¢; debe cumplirse hasta llegar a un estado que satisfaga la segunda condicién
¢». El segundo operador permite ajustar todavia mas la restriccion estableciendo un limite
maximo de k transiciones para llegar a un estado donde la segunda condicion sea verdadera.

2.2.2. CSL

Los modelos continuos tienen la caracteristica adicional de contar con un periodo variable
de transicién entre un estado y otro. La légica utilizada en estos casos se denomina légica
estocdstica continua o CSL (continuous stochastic logic), y fue introducida en [2] y ampliada
en [6]. Sus operadores son similares a los de PCTL pero sustituyen los valores discretos de
tiempo por valores continuos. La gramdtica para esta logica es:

pu=true|alpAP| 2P| Poaply] | Kply]
Y= Xl U= Pl OU P

Los operadores compartidos funcionan igual que antes, salvo en el caso del until acotado
que en vez de tomar como argumento una cota maxima para el nimero de transiciones, lleva
en cambio un ntimero real que representa el tiempo maximo para que se satisfaga la segunda
férmula de estado.

El inico operador nuevo es ., que nos permite especificar lo que se conoce como
propiedades de estado estable (steady-state properties). Es decir, a diferencia de 2 que calcula
probabilidades sobre ejecuciones posibles que satisfagan una férmula de camino, el operador
& calcula la probabilidad de que a largo plazo (cuando el tiempo tiende a infinito) el modelo
se estabilice en un estado que satisfaga la propiedad dada. Esto es una herramienta muy util
cuando tenemos un modelo con una fase de inicializacion de tiempo variable, pero lo que
verdaderamente nos interesa es el comportamiento final del sistema.

2.3. Algoritmos de verificacion

Habiendo visto los formalismos para modelos y propiedades, el pr6ximo paso es explicar
como se procede para verificar una férmula légica en un modelo dado. El resultado més
sencillo de la verificacién es un valor de verdad que indica si la férmula se satisface o no. Sin
embargo, veremos que para las formulas de camino es necesario modificar el proceso para
permitir calcular en vez de un valor de verdad, la probabilidad de que la férmula se satisfaga.
También es posible extender una férmula con parametros que representan una probabilidad.
En este caso, el resultado de la verificacién es un rango de probabilidades que hacen que la
férmula sea valida.

Cualquiera sea la légica o modelo utilizado, la verificacién de una férmula se hace siempre
de forma recursiva. Esto significa que primero se analizan las subférmulas que la componen,
y en funcién de ellas se establece el valor de verdad de la férmula final. Esto resulta directo
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para los operadores l6gicos booleanos como A y . El caso base de la recursion lo constituyen
las constantes booleanas y las proposiciones atémicas, cuya veracidad para un estado dado
se puede obtener ya sea directamente o apelando a la funcién L del sistema de transicion.

Nos concentramos entonces en los operadores propios a las l6gicas temporales.

2.3.1. \Verificacion de DTMC

Para las cadenas de Markov de tiempo discreto, los operadores de la PCTL que nos
interesan son .y, &'y las dos variantes de %.

Para el operador ., [y], tenemos que determinar si la probabilidad de los caminos
especificados por v satisface la cota dada por >< p. Si bien nos alcanza con conocer si el valor
de probabilidad esta dentro de la cota o la excede, en la practica esto es igual de dificil que
obtener el valor exacto de probabilidad para los caminos que satisfacen 1. Una vez obtenido
este valor, es sencillo realizar una comparacion para saber si satisface o no la cota.

Luego, debemos poder calcular la probabilidad de que partiendo de un estado inicial s, la
ejecucion satisfaga una formula de camino dada. Para el operador next en la férmula & ¢,
conociendo el estado inicial y las probabilidades de transicidn, es posible calcular este valor
sumando las probabilidades de transicién de s a todos los estados que satisfacen ¢.

Es util expresar este tipo de cédlculos en notacion matricial. Luego, si asignamos a cada
estado del modelo un nimero de 1 a n, y tenemos una matriz P donde el elemento P; ; indica
la probabilidad de transicion del estado i al estado j, entonces el valor buscado se encuentra
en la posicidn asociada al estado s dentro del vector producido al multiplicar P- x, donde x es
un vector tal que x; =1 si el estado i satisface ¢ y 0 en caso contrario. La matriz P se conoce
con el nombre de matriz de transicion.

Para el operador %=, el célculo es similar pero debemos realizar varias multiplicaciones.
La idea es hacer induccién sobre el pardmetro k. Tomemos la férmula ¢; % =¢,. Si k = 0,
entonces la férmula es cierta para un estado s siy s6lo si dicho estado satisface ¢-,. En caso
contrario, la probabilidad es 0. Para k > 0, hay tres casos:

1. Siel estado s satisface ¢, entonces la probabilidad es 1.

2. Siel estado s satisface ¢;, entonces la probabilidad se obtiene al multiplicar la matriz
de transicién por el vector para el paso k — 1 (i.e. el vector para la férmula ¢, 2 =*"1¢,).

3. En cualquier otro caso, la probabilidad es 0.

Luego, cada paso inductivo se puede resumir en una multiplicacién por una matriz de
transicion modificada, donde los valores en las filas correspondientes a estados que satisfacen
¢ 0 no satisfacen ¢; ni ¢, se reemplazan por ceros salvo un uno en la diagonal. En total, son
necesarias k multiplicaciones por esta matriz.

Finalmente, debemos analizar el operador %. Este es ligeramente més complicado, ya
que una ejecucion podria requerir una cantidad de pasos arbitrariamente grande hasta llegar
a un estado que satisfaga ¢,. Sin embargo, hay estados para los que podemos calcular la
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probabilidad directamente: aquellos que satisfacen ¢, (para los cuales la probabilidad es 1) y
aquellos que no satisfacen ¢; ni ¢, (para los cuales la probabilidad es 0).

De hecho, es necesario ampliar estos dos conjuntos. Por ejemplo, si tenemos un estado
que satisface ¢, y no satisface ¢, pero todas las transiciones posibles llevan a estados
que satisfacen ¢, entonces el estado en consideracion también tendrd probabilidad 1. La
definicion mds amplia es la siguiente:

= Sino existe una traza finita desde el estado inicial a un estado que satisfaga ¢», pasando
Unicamente por estados intermedios que satisfagan ¢,, entonces la probabilidad del
estado inicial es 0.

= Sino existe una traza finita desde el estado inicial a un estado con probabilidad 0 (i.e.
que cumpla la condicién del item anterior), sin pasar por ningtin estado que satisfaga
¢», entonces la probabilidad del estado inicial es 1.

Una vez que hemos analizado estos casos, debemos calcular las probabilidades para
los estados restantes. Para esto, supongamos que ya tenemos el vector solucion x con la
probabilidad para cada uno de los estados. Luego, este vector debe satisfacer la ecuacion
P'-x = x, donde P’ es la matriz de transicién modificada de la misma forma que para
el operador % =F. Pero para poder resolver este sistema y asegurarnos que la solucién es
Unica, debemos utilizar los conjuntos de estados con probabilidad conocida que definimos
inicialmente, reemplazando el vector x a la derecha de la ecuacién por un vector x’ con los
valores apropiados para esos estados.

2.3.2. \Verificacion de MDP

Si bien la comprobacién de procesos de decision de Markov es similar a la utilizada para
DTMC:s, la principal dificultad consiste en la introduccion de decisiones no deterministas que
nos obligan a considerar mds de un adversario al evaluar la probabilidad para una f6rmula
de camino. Mds atn, la cantidad de adversarios a considerar es potencialmente infinita.

El truco para resolver este problema reside en la semdantica del operador £, para el cual
sélo interesa si la probabilidad de un camino es mayor (o menor) que una cota dada. Luego,
solo es necesario considerar el peor caso de un adversario que produce la probabilidad mas
baja (o mas alta) posible.

Veamos un ejemplo de como incorporar este concepto a la verificacion del operador &'
Podemos modelar un MDP con una matriz de transiciones de forma similar a la utilizada
para DTMCs, pero con la diferencia que una fila puede tener varias alternativas posibles
correspondiente a las distintas elecciones no deterministas para cada estado. Luego, al
multiplicar esta matriz por el vector de estados que satisfacen ¢, si una fila tiene mas de una
alternativa posible debemos multiplicar por cada una de estas alternativas y de todos los
resultados obtenidos tomar el maximo o minimo dependiendo del tipo de cota que estemos
deseando verificar.

La idea para aumentar la verificacién del operador % =F es similar. Empezamos con un
vector correspondiente a k = 0 y realizamos induccién para llegar al k deseado. En cada paso
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inductivo, la multiplicacién se hace de la misma forma que para el operador &', probando
todas las alternativas posibles para cada fila y queddndonos con el resultado més grande o
mas chico en cada paso.

El tercer operador posible (%) es también el mas complicado, ya que presenta tres pro-
blemas respecto a los algoritmos que veniamos viendo hasta ahora. Hablaremos de como
resolver dos de ellos, y mencionaremos el tercero sin dar demasiados detalles.

Recordemos que para DTMCs, el primer paso era identificar dos conjuntos de estados
para los que las probabilidades eran exactamente 0 o 1. Luego debiamos resolver un sistema
lineal de ecuaciones para obtener la probabilidad para los demas estados.

El primer inconveniente es que al tener varios adversarios posibles, la definicion de los
dos conjuntos iniciales varia. Por ejemplo, si estamos tratando de calcular la probabilidad
maxima de obtener un camino que satisface ¢; %/ ¢, partiendo de un estado dado, los estados
con probabilidad 0 serdn al igual que antes aquellos para los cuales no existe una traza
finita desde el estado inicial a un estado que satisfaga ¢, pasando tinicamente por estados
intermedios que satisfagan ¢,. Es decir, estados para los cuales la probabilidad es 0 bajo
cualquier adversario.

Sin embargo, para que un estado tenga probabilidad méxima 1 alcanza con que exista
algun adversario para el cual esto sea cierto. El conjunto de estados con esta propiedad se
puede caracterizar por la siguiente condicion:

= Todos los estados satisfacen ¢ 0 ¢-.
= Para cada estado, existe una alternativa no deterministica tal que:

* Existe probabilidad no nula de llegar a un estado que satisface ¢,.

* Todas las transiciones llegan a estados dentro del mismo conjunto.

Luego, la determinacion de estos estados requiere un algoritmo de punto fijo que encuen-
tre el conjunto mas grande que satisfaga estas condiciones. Para probabilidades minimas la
dificultad es similar aunque las definiciones exactas varian.

Una vez que tenemos definidos estos dos conjuntos, el segundo problema surge al te-
ner que calcular la probabilidad para los demads estados. A diferencia de las DTMC donde
teniamos una multiplicacién por una matriz y luego podiamos simplemente resolver un
sistema de ecuaciones lineales, para los MDP tenemos también un maximo o minimo. Esto
nos obliga a resolver un problema de programacion lineal, donde la matriz de transiciones
acota las probabilidades para los estados. La funcién objetivo es la suma de la probabilidad
de todos los estados, que debe ser maximizada o minimizada segin corresponda.

Finalmente, al tener decisiones no deterministicas y trazas infinitas, entra en juego la
nocion de “fairness” que introducimos cuando definimos los procesos de decision de Markov.
Luego, si queremos restringir la verificaciéon de una propiedad inicamente a los adversarios
que satisfacen la condicion de fairness, los algoritmos que estdbamos utilizando dejan de
funcionar. En los trabajos [7] y [4] se exponen algoritmos que resuelven este problema.
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2.3.3. \Verificacion de CTMC

Para las cadenas de Markov de tiempo continuo, la légica utilizada es CSL que s6lo
presenta ligeras variaciones sobre lal6gica PCTL. M4s atin, como comentamos anteriormente,
toda CTMC tiene asociada una cadena discreta cuya funcién de probabilidad de transicion
P se puede calcular en términos de la funciéon R como P(x,y) = %. Luego, para
operadores como & y % que no dependen de la variable adicional de tiempo que introduce
las CTMC:s, la verificacion se lleva a cabo sobre la DTMC asociada de forma idéntica que para

las demas cadenas discretas.

Restan s6lo dos operadores nuevos a considerar: % =" y el operador de estado estable
F<p. Para analizar estos operadores, primero definimos la matriz generadora Q de una
CTMC como:

Oy, = R(x,y) Six#y
e =Y xR(x,2) six=y

Analicemos primero el operador 22='. Recordemos que un camino sélo satisface ¢, 2 ="¢,
si se alcanza un estado que satisface ¢, antes del tiempo ¢, y todos los estados anteriores satis-
facen ¢p;. Luego, igual que antes tenemos dos conjuntos donde la probabilidad es trivialmente
1 0 0: los estados que satisfacen ¢, y los que no satisfacen ¢, ni ¢, respectivamente.

Una primera idea aqui es modificar la CTMC eliminando las transiciones que salen de
dichos estados. Luego, un camino que satisface la férmula ¢; % ='¢, en un instante anterior
al tiempo ¢ debe pasar por un estado que satisfaga ¢»», y como en la nueva cadena este estado
no tiene transiciones salientes, seguird estando en el mismo estado en el instante .

Por otro lado, los caminos que no satisfacen la férmula son aquellos que no llegan a un
estado que satisfaga ¢, antes del instante ¢, o los que pasan por un estados con probabilidad
0 y quedan alli trabados al no existir transiciones salientes de dichos estados. Es decir que los
caminos validos para la cadena original son exactamente aquellos que en la nueva cadena se
hallan en el instante ¢ en un estado con probabilidad 1.

En otras palabras, verificar el operador % =! en la cadena original es equivalente a verificar
el operador /=" en la nueva cadena. Esto ultimo es un ejemplo de andlisis de comporta-
miento transitorio (transient analysis) en cadenas de Markov de tiempo continuo, donde la
palabra transitorio hace referencia al anélisis del comportamiento después de un periodo
determinado de tiempo.

Para llevar a cabo este analisis, se hace uso de una técnica llamada uniformizacion. En
base a la matriz Q se calcula una matriz uniformizada P dada por P = I + Q/q, donde g es
cualquier entero positivo mayor o igual en valor absoluto a todos los elementos de la diagonal
de Q. Luego, en base a P podemos obtener la matriz con las probabilidades de transicién
para una CTMC y un intervalo de tiempo ¢ de la siguiente manera:

[ee] qt (qt)l
P= Y

En la préctica, la sumatoria se detiene una vez que se ha alcanzado la precisién necesaria.
Finalmente, la probabilidades para cada estado se obtienen sumando las probabilidades
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de transicion de dicho estado hacia todos los estados que satisfacen ¢, dadas por P;. En
simbolos, P; - x donde x; = 1 si el i-ésimo estado satisface ¢, y 0 en caso contrario.

Consideremos ahora el operador de estado estable A.,. En este caso, queremos ca-
racterizar el comportamiento del sistema a largo plazo. Es decir, nos interesa calcular la
probabilidad de que el sistema evolucione hacia un estado determinado cuando la variable
tiempo tiende a infinito. Se puede demostrar que para las CTMC que permite especificar
PRISM, estas probabilidades no dependen del estado inicial, lo que simplifica la tarea.

Sea y el vector de probabilidades estacionarias. Es decir, y; representa la probabilidad de
hallarse en el estado i-ésimo a largo plazo. No es dificil ver que este vector debe satisfacer las
dos condiciones y-Q =0y ) ; y; = 1. Almismo tiempo, esto sugiere una forma de calcular los
valores de y:

1. Resolvemos el sistema de ecuaciones yp-Q =0.

2. Normalizamos la solucién obtenida para que la suma de sus elementos sea 1, obtenien-

_ Y
doy—w.

2.4. Diagramas de decisidon binarios

Hasta ahora hemos visto como representar modelos y realizar su verificacion utilizando
matrices que almacenan las probabilidades de transicion. Sin embargo, PRISM es un verifi-
cador simbdlico. Esto significa que los modelos se representan no con matrices explicitas,
sino con estructuras que permiten aprovechar la regularidad de los modelos que aparecen
en la practica para obtener una representacion mucho mdas compacta que lo que es posible
utilizando s6lo matrices.

Estas estructuras se conocen por el nombre de diagramas de decision binarios o BDDs
(binary decision diagrams), y fueron introducidas en [18] y [1] y popularizadas por Bryant
en [8]. Estos diagramas permiten codificar funciones booleanas. Es decir, funciones cuyos
pardmetros s6lo admiten los valores 0y 1, y que producen un 0 o 1 como resultado.

Uno podria representar estas funciones muy facilmente utilizando arboles binarios com-
pletos, donde las hojas tienen un valor 0 o 1 y cada nivel del arbol corresponde a un parametro
diferente de la funcion. Luego, para evaluar la funcién para una asignacion determinada
de valores, comenzamos por la raiz y miramos el valor del primer argumento. Si este es 0,
tomamos la rama izquierda. Si es 1, la derecha. Luego de descender tantos niveles como
argumentos tenga la funcion, llegamos a una hoja del arbol que contiene el resultado.

Esta representacion, si bien es aceptable y permite evaluaciones muy eficientes, no ahorra
demasiado espacio. Por ejemplo, si la funcién evalua a 0 para cualquier combinacién de
argumentos, igual se necesitan todas las ramas del arbol por mds que el resultado sea siempre
el mismo. Es aqui donde aparecen los BDDs, que implementan dos heuristicas que permiten
reducir el tamano del arbol:

1. Para cada nivel del arbol, todos los nodos en ese nivel con exactamente la misma
estructura en sus subdrboles se unifican en un solo nodo.
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Figura 2.1: Codificaciéon de matrices con BDDs

X
1 Filas Columnas (y;y?2)
Y, (x1X2) 0123
0 8
X, 1 0
2 0
y
2 3 0

2. Silas ramas izquierda y derecha de un nodo son iguales, el nodo se elimina (y los nodos
que apuntaban a él pasan a apuntar a sus hijos).

Por ejemplo, para aplicar la primera heuristica podemos partir del arbol original y proce-
sar cada nivel de abajo hacia arriba. En cada nivel, unificamos los nodos que sean iguales.
En el ultimo nivel, dos hojas son iguales si tienen el mismo valor, por lo que hay a lo sumo
dos nodos terminales posibles: uno para el 0 y otro para el 1. En los otros niveles, dos nodos
seran iguales si sus hijos izquierdos y derechos coinciden (aprovechando el hecho de que ya
hemos procesado los niveles inferiores unificando duplicados).

El resultado de este proceso y de aplicar luego la segunda heuristica es un grafo dirigido
aciclico, que se conoce como BDD. Sin embargo, no existe ninguna razon por la cual los
unicos valores permitidos en las hojas del arbol deban ser 0 y 1. Si permitimos valores arbitra-
rios, entonces obtenemos los denominados diagramas de decisién binarios con terminales
miltipleso MTBDD [10, 3]. Estos pueden emplearse para representar funciones que adoptan
valores enteros o reales.

Finalmente, podemos utilizar MTBDDs para representar funciones con parametros ente-
ros dentro de un rango finito. La idea es considerar los digitos en la representacion binaria
de cada argumento de la funcién como distintas variables booleanas. De esta forma, pode-
mos codificar funciones sobre el conjunto de estados de un modelo o incluso matrices de
transicion, mediante funciones con dos pardmetros enteros (la fila y la columna dentro de la
matriz) y multiples terminales con valores reales para las probabilidades.

Una observacion importante aqui es que el tamafo de la estructura resultante dependera
fuertemente de la codificacion elegida para los estados (i.e. la asignacién de nimeros a cada
estado), por lo que es importante evaluar cudl es la codificacién que permite lograr el mayor
grado de compresion. En particular, PRISM codifica las matrices comenzando por los bits
mads significativos e intercalando bits correspondientes a los pardmetros de fila y columna.
Esto equivale a subdividir la matriz a la mitad horizontal o verticalmente cada vez que se
desciende un nivel en el BDD.

La figura 2.1 muestra un ejemplo de tal codificacién. El primer nivel del BDD M corres-
ponde al primer bit del parametro fila. El valor de 0 para este bit estéd asociado al hijo en la
rama izquierda, que representa una submatriz A correspondiente a la mitad superior de la
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matriz original. Andlogamente, el segundo nivel corresponde al primer bit del pardmetro
columna y sus dos valores posibles corresponden a las dos mitades en que se subdivide A
verticalmente. Para mds detalles sobre esta codificacion, consultar [19].
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Capitulo 3

Paralelizacion

El objetivo de este capitulo es exponer las modificaciones necesarias para adaptar los
algoritmos de verificacion que utiliza PRISM a un sistema con multiples procesadores. Para
esto describimos primero las implementaciones originales utilizadas por la herramienta y a
continuacién presentamos las implementaciones paralelas desarrolladas para este trabajo.
Destacamos también algunos detalles en la implementacién que son cruciales para lograr
una paralelizacion eficaz.

3.1. Motores de PRISM

Como vimos en el capitulo anterior, la verificacién de modelos probabilisticos se reduce a
operaciones con la matriz de transicion y vectores que representan las probabilidades para los
distintos estados del modelo. También introdujimos una estructura que sirve para codificar
las probabilidades de transicién de forma mds compacta aprovechando la regularidad de los
modelos.

PRISM presenta entonces tres motores distintos de verificacién basados en estas ideas:

1. Un motor explicito
2. Un motor simbdlico

3. Un motor hibrido

El primero de estos es el método cldsico de verificacion que utiliza tanto matrices como
vectores ralos (sparse) para representar las probabilidades de transicién. Esta representacion
permite efectuar los cobmputos necesarios para la verificacion de manera directa, a la vez
que ahorra memoria almacenando tinicamente los valores para las posiciones de la matriz
donde la probabilidad es no nula. Como la matriz de transicién tiene normalmente una
gran cantidad de ceros (dado que el conjunto de transiciones para un estado es en gene-
ral relativamente pequefo), esto permite reducir en gran medida la cantidad de memoria
utilizada.
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Si bien las matrices ralas evitan almacenar valores nulos, no toman ventaja de la regulari-
dad de los modelos que ocurren en la practica. Esta regularidad proviene tanto del lenguaje
utilizado para la descripcién de los modelos como de la naturaleza de los modelos mismos.
Luego, la principal caracteristica de los verificadores simbdlicos es el uso de los BDDs para
codificar tanto las matrices de transicién de los modelos como los vectores de probabilidad.
Estos sacrifican velocidad en los algoritmos para lograr una reduccion de varios ordenes de
magnitud en la cantidad de memoria utilizada, lo que permite analizar modelos mds grandes
de lo que es posible utilizando técnicas explicitas.

Si bien los métodos simbdlicos han sido muy exitosos en el tratamiento de modelos no
probabilisticos, una desventaja de su aplicacién a modelos probabilisticos es la aparicién de
otros valores aparte de 0 y 1. Aunque este inconveniente puede solucionarse técnicamente
mediante la utilizacion de MTBDDs, un examen del proceso de verificacién muestra que el
rendimiento de estos en comparacion con los métodos explicitos deja algo que desear. El
obstdculo mads grande lo constituye la pérdida de regularidad en los vectores utilizados para
almacenar las probabilidades de cada estado a lo largo de la verificacion. Esto hace que los
requerimientos de memoria para los MTBDDs sean iguales o incluso mayores que lo que se
puede obtener utilizando un vector ralo directamente.

La principal contribucién de PRISM como herramienta es la incorporacion de un motor
hibrido que combina las ventajas de los dos métodos, implementando algoritmos que permi-
ten realizar la verificacion utilizando MTBDDs para la representaciéon de matrices y vectores
ralos para las probabilidades de los estados. De esta forma, el rendimiento obtenido es muy
similar al del motor explicito pero con un consumo de memoria notablemente inferior.

La innovacion no estd sélo en el hecho de mezclar ambas estructuras, sino en la utilizacién
de algoritmos que no modifican en gran medida la matriz de transiciones a lo largo de
la verificacion, preservando la regularidad explotada por los MTBDDs para obtener una
representacion maés eficiente. En particular, la solucién de sistemas lineales se lleva cabo
a través de métodos iterativos como el método de Jacobi en vez de los métodos directos
tradicionales como la eliminacién Gausianna o las descomposiciones LU o QR. Lo mismo
ocurre con los problemas de programacion lineal que aparecen al tratar MDPs, donde no se
utilizan los métodos clasicos como el algoritmo simplex.

3.2. \Verificacion en PRISM

Vamos a describir ahora los algoritmos que se utilizan para la verificacion. Para esto nos
concentraremos en el motor hibrido, que es la principal novedad que ofrece PRISM. Podemos
dividir a los operadores l6gicos en dos categorias de acuerdo a la operacién fundamental
requerida para su evaluacion:

1. Operadores que requieren multiplicaciones por matrices

= % en DTMC, MDP y CTMC
» =¥ en DTMCy MDP
s ="en CTMC
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= 9 en MDP
2. Operadores que requieren solucion de un sistema lineal de ecuaciones

s 9% en DTMC
s ¥ en CTMC

Las matrices utilizadas se obtienen generalmente a partir de la matriz de transiciones, rea-
lizando ligeras modificaciones para cada operador. Notar ademds que para MDPs, la solucién
puede requerir también el calculo de maximos o minimos, pero la operacién fundamental
sigue siendo la multiplicacion por matrices.

Para los operadores en la segunda categoria, se utilizan métodos iterativos que modifican
el vector de soluciones para acercarlo cada vez més a una solucion védlida del sistema. Estos
algoritmos tienen la ventaja de no modificar la matriz, por lo que podemos usar BDDs para
representarla sin sufrir problemas. Las dos algoritmos que implementa PRISM son el método
de Jacobiy el método de Gauss-Seidel.

El resto de esta seccién describe estos métodos y su implementaciéon. En particular,
encontramos que el método de Jacobi puede reescribirse como una multiplicacién por
una matriz. Luego, esto nos permite obviar la descripcion para los operadores de la primer
categoria, puesto que su implementacion es andloga a la utilizada para Jacobi.

3.2.1. Matrices ralas incrustadas

Antes de describir los métodos de resolucion, debemos presentar una optimizaciéon
mads que afecta profundamente a las implementaciones usadas. Recordemos que los BDDs
son similares a grafos dirigidos obtenidos a partir de drboles binarios eliminando niveles y
consolidando nodos.

La principal ventaja de los BDDs es el grado de compresion que logran al almacenar
la estructura de un modelo. Esto tiene como contrapartida una perdida de eficiencia. A
diferencia de las matrices ralas donde los elementos de la matriz pueden ser extraidos en
tiempo constante recorriendo una estructura en forma secuencial, en los BDDs estos valores
estdn almacenados en los nodos terminales. Por lo tanto, para acceder a un elemento el
tiempo es proporcional a la cantidad de niveles del BDD.

En la préctica, la utilizacién de un BDD puro no siempre es necesario. Si contamos con
suficiente memoria, es posible lograr un compromiso realizando una conversion parcial de
matriz a BDD. Es decir, en vez de un BDD puro donde los nodos terminales representan
elementos dentro de la matriz, es posible utilizar un BDD mixto en el que los niveles mas
altos son similares a los de un BDD comiin pero al llegar a un nivel dado, todos los nodos
se reemplazan por matrices ralas que contienen la informacién de un fragmento del BDD
original. De esta forma, una vez que llegamos a un nodo que contiene una matriz, podemos
extraer los elementos de forma directa sin necesidad de seguir recorriendo el BDD para cada
valor.

Llamaremos BDDs con matrices incrustadas a estos BDDs mixtos con matrices como
terminales. La cantidad de memoria utilizada se puede ajustar eligiendo un nivel mas alto o
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mads bajo para incorporar las matrices. Mientras mas alto sea el nivel, més eficiente serd la
estructura pero requerird a su vez mayor cantidad de memoria.

Finalmente, para algunos algoritmos es necesario deshacernos del todo de los BDDs. En
estos casos, los niveles superiores del BDD mixto se transforman en otra matriz llamada
matriz de bloques. Esta matriz es una subdivision de la matriz original que contiene en cada
posicion un bloque correspondiente a la matriz incrustada. Es decir que tenemos dos niveles
de matrices: la matriz de bloques y las matrices incrustadas.

Uno podria cuestionarse si esto no es lo mismo que volver al modelo explicito basado
exclusivamente en el uso de matrices ralas. La diferencia reside en que al utilizar el BDD
para obtener la matriz de bloques, el resultado es una estructura explicita que explota la
regularidad del modelo original como lo hace el BDD del cual fue derivada. Luego, puede
considerarse a esto como una aproximacion simbdélica donde los BDDs estan explicitos. La
misma idea ha sido aplicada en trabajos como [21].

3.2.2. Jacobi

Supongamos que tenemos un sistema Ax = b donde A es una matriz de coeficientesy b el
vector de resultados. Si extraemos de este sistema la ecuacion para la primera fila obtenemos
a1 * X1 +...+ ay,n * Xp = by, donde a;,; es el elemento en la fila i y columna j de la matriz A
y x; (b;) es el i-ésimo elemento del vector x (b respectivamente). Ahora, podemos despejar el
valor de x; en esta ecuacién obteniendo:

by — (a1 * X2+ ...+ ay,n * xXp)

X1 =
al,i

»

Esta tltima ecuaciéon puede escribirse para cada fila de la matriz y sélo se satisfard cuando
x sea una solucion del sistema. Sin embargo, si tenemos un vector x que no es una solucion,
podemos utilizar la ecuacién para calcular un nuevo valor de x;. Si bien esto no nos asegura
que el nuevo valor satisfaga las demads ecuaciones, la idea es que realizando este proceso
muiltiples veces para todas las filas podemos ir acercdndonos a la solucién deseada. Este es el
razonamiento detrés del método de Jacobi.

Un pseudocddigo que implementa este algoritmo utilizando una representacion explicita
para matrices se puede ver en el listado 1.

Un detalle a notar es la condicion de detencion utilizada. El algoritmo se detiene cuando
la diferencia entre los vectores de dos iteraciones consecutivas es suficientemente pequena.
En este caso utilizamos la méxima diferencia entre elementos de los dos vectores, como se ve
en lalinea 15 (en otras palabras, la norma infinito de x — x’). También es comun utilizar la
diferencia relativa, reemplazando la linea 15 por:

max-error < max(max-error, | x; — x}|/|x;|)

En la practica, existe la posibilidad de que el método no converja por lo que también
debemos limitar el nimero de iteraciones. Si bien existen otro métodos que garantizan
convergencia (como el método de las potencias), no son muy utilizados ya que por lo general
el método de Jacobi converge y su rendimiento es superior.
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Listado 1 Jacobi(A,b)
Entrada: A - unamatriz nx n, b - un vector n x 1
Salida: x - unvector nx 1talque Ax=»>b

1: fori=1tondo
Xi < 1
3: end for
4: Max-error < oo
5: while max-error > € do
6: max-error — 0
7
8
9

r

fori —1tondo

x;. — bi
: for j —1tondo
10 if i # j then
11: X, X, — @ j*X;j
12: end if
13: end for
14: X, — x;/a,;
15: max-error — max(max-error, | x; — x;. D
16: end for
17 x<—x'

18: end while
19: return x

El problema de la implementacién anterior es que si la matriz A viene representada por
un BDD, resulta extremadamente costoso extraer los elementos en el orden requerido (fila
por fila). Sin embargo, es posible reestructurar los célculos para que el algoritmo funcione.
Notemos para empezar que podemos describir este proceso utilizando una notacién multi-
plicativa de la siguiente manera: primero definimos una matriz D cuyos Ginicos elementos
no nulos son los de la diagonal de A:

Ajj sii=j
D=4 " " ]
0 Sii#]

Luego, a partir de un vector inicial x podemos calcular una mejor aproximacion a la
solucién haciendo:

X =(b-(A-D)*x)* D!

Esta ecuacion equivale a una iteraciéon del método de Jacobi. El paso que demanda la
mayor cantidad de tiempo aqui es la multiplicacién por A — D, ya que debemos multiplicar
cada elemento de esta matriz por un elemento de x y sumar los resultados en cada fila. Pero
como la suma es conmutativa, el orden en que recorremos la matriz no importa realmente.
Esto nos sugiere una forma de implementar el algoritmo para BDDs: recorremos todos los
caminos del drbol binario implicito en el BDD, y cada vez que llegamos a un terminal tenemos
el valor de un elemento de la matriz que multiplicamos por la posicién correspondiente del
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vector x. En el motor hibrido el vector x se representa de manera explicita, por lo que ofrece
acceso aleatorio a cualquiera de sus elementos.

El resultado es el algoritmo descripto en los listados 2 y 3. La funcién JacobiBDD recibe
como parametros un puntero root a la raiz del BDD que codifica la matriz A — D, un vector d
con los elementos de la diagonal de D y el vector b de términos independientes. Esta funcion
se encarga al igual que antes de la inicializacion de los vectores x y x', y de iterar hasta que la
solucion converja.

Por otro lado, para la multiplicacién en si se utiliza una rutina recursiva auxiliar Mul-
tiplyBDD que multiplica un fragmento del BDD por el vector x y acumula el resultado en
x'. Los parametros i y j almacenan la posicion de la submatriz representada por el nodo p
dentro de la matriz original. Luego, cuando llegamos a un nodo terminal del BDD, el valor
del nodo corresponde a un elemento de la matriz cuya posicién estd dada por iy j.

Listado 2 JacobiBDD(root,d,b)
Entrada: roof - un puntero ala raiz del BDD, d, b - dos vectores n x 1
Salida: x - unvector nx 1talque Ax=»>b

1: fori=1tondo

2. x;<—1

3: end for

4: Max-error < oo

5: while max-error > € do

6: max-error — 0

7. fori—1tondo

8: x;. — b;

9: end for
10:  MultiplyBDD(root, x,x")
11: fori—1tondo
12: X, — x;/d;
13: max-error «— max(max-error, | x; — x;. D
14: end for
5. x<—x'

16: end while
17: return x

Listado 3 MultiplyBDD(p,i,j,x,x’)
Entrada: p - un puntero a un nodo del BDD, i,j - dos nameros enteros - x, x’ - dos vectores
nxl
if p es un nodo terminal then
x; — x;—val(p) * x;
else
MultiplyBDD (p.left, i, j, x, x')
MultiplyBDD (p.right, i+offset;(p), j+offset;(p), x, x')
end if

Hay dos detalles que debemos destacar aqui: en vez de almacenar la posicion absoluta
para cada nodo, utilizamos desplazamientos (offsets) que contienen la posicion relativa
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respecto al nodo padre. Junto con la codificacién de estados mencionada en la seccion 2.4,
esto nos permite calcular la posicién de manera incremental a medida que recorremos el
BDD, pero reduce a la mitad la cantidad de informaciéon almacenada ya que para el hijo
izquierdo el desplazamiento siempre es igual a cero.

El otro detalle es como manejar BDDs con matrices incrustadas. En este caso, sillegamos
aun nodo que contiene una matriz incrustada, en vez de seguir descendiendo por el BDD
debemos recorrer todos los valores de esta matriz en forma secuencial, procesando cada
elemento de la misma forma que lo hacemos con los nodos terminales del BDD.

3.2.3. Gauss-Seidel

El algoritmo de Jacobi que presentamos necesita dos vectores que almacenan el resultado
de una iteracién y de la siguiente. Como en el modelo hibrido las matrices se representan con
BDDs, son los vectores los que terminan ocupando la mayor cantidad de memoria. Luego, si
logramos reducir eliminar el vector adicional necesario para cada iteracion, podemos reducir
casi a la mitad el consumo de memoria.

Una forma de lograrlo es utilizar el método de Gauss-Seidel. Este método funciona de
forma similar al de Jacobi, recorriendo la matriz fila por fila y actualizando los valores de
los x;. Sin embargo, a diferencia de Jacobi donde los valores calculados se almacenan en un
nuevo vector x’, en Gauss-Seidel los valores se almacenan en el mismo vector x. Es decir que
al calcular el nuevo valor del elemento i-ésimo del vector x, los valores utilizado para los x;
con j <1isonlos de laiteracion actual, en vez de la anterior.

El pseudoco6digo presentado en el listado 4 es muy similar al de Jacobiy de hecho es més
sencillo porque no necesita un vector adicional.

El ahorro de memoria no es la tinica ventaja importante de este método. Al utilizar en
cada paso del algoritmo los valores mds recientemente calculados del vector x, la velocidad
de convergencia del método también mejora. Por lo tanto, se requiere una menor cantidad
de iteraciones para aproximarse a una solucion lo que reduce también el tiempo total de
ejecucion.

Sin embargo, el algoritmo también tiene algunas desventajas. Si bien el orden en que
recorremos las filas de la matriz no es importante (siempre y cuando recorramos cada fila
una vez por iteracion), si es necesario procesar cada fila por completo antes de movernos a
la siguiente. Es decir que a diferencia de Jacobi, donde podiamos ir alternando entre dos o
mas filas, en este método tenemos que proceder de manera secuencial una fila por vez. Esto
se debe a que al almacenar los resultados en el mismo vector x, si estamos procesando dos
elementos x; y x; simultdneamente y para calcular x; necesitamos el valor de x;, entonces la
fila i no podrd continuar hasta que j termine. Peor aun, si x; necesita el valor de x; (lo que
sucede a menudo) entonces tenemos una dependencia circular y ninguna de las dos filas
podré continuar, ya que no podemos acceder ni a los valores originales (que se pierden al
iniciar el nuevo célculo) ni a los valores actualizados (que sé6lo se obtienen al terminar de
procesar la fila).

El no poder reorganizar los célculos es un problema particularmente grave cuando utili-
zamos BDDs, ya que como hemos visto estos no permiten facil acceso a los elementos de una
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Listado 4 Gauss-Seidel(A,b)
Entrada: A - unamatriz nx n, b - un vector n x 1
Salida: x - unvector nx 1talque Ax=»>b

1: fori=1tondo
Xi < 1
3: end for
4: Max-error < oo
5: while max-error > € do
6: max-error — 0
7
8
9

r

fori —1tondo

fl' — Xi
Xj < bi
10 for j —1tondo
11: if i # j then
12: Xj«— Xj—aj,j*Xj
13: end if
14: end for
15: max-error — max(max-error, | x; — X;|)

16: end for
17: end while
18: return x

fila de manera secuencial. Existen dos estrategias para enfrentar este problema. La primera
se conoce por el nombre de Gauss-Seidel por bloques (Blocked Gauss-Seidel) y esta basada
en las matrices de bloques presentadas en [17].

Si podemos transformar el BDD en una matriz de bloques, entonces es posible procesar
la matriz original un bloque de filas por vez. Luego, para cada fila de la matriz de bloques
(que representa un conjunto de filas de la matriz original) tomamos cada bloque dentro
de esa fila y lo utilizamos para calcular los nuevos valores de los x;. De hecho, las unicas
dependencias entre dos filas de un mismo bloque estdn en la diagonal de la matriz de bloques,
por lo que sé6lo estas posiciones deben ser procesadas de manera secuencial y deben estar
codificadas utilizando matrices ralas. Los deméas bloques de una misma fila pueden ser
procesados en orden arbitrario, dejando el bloque diagonal para el final. El listado 5 muestra
el pseudo-codigo para este algoritmo.

Otra estrategia posible, presentada en [19] bajo el nombre de Pseudo Gauss-Seidel, se basa
en la relajacion de las condiciones requeridas por el método de Gauss-Seidel. Recordemos
que en el método original, para calcular el valor de x; se utilizan para j < i los valores de
x; calculados en la iteracion actual, y para j > i los de la iteracion anterior. Asumiendo de
vuelta que tenemos disponible la matriz de bloques correspondiente al BDD y calculamos
de a bloques de filas como en Gauss-Seidel por bloques, la relajacion consiste en utilizar los
valores nuevos de los x; s6lo cuando j pertenece a un bloque anterior de filas que ya ha sido
procesado. Para las demas filas, incluyendo las del bloque actual, utilizamos los valores de
la iteraci6n anterior. Esto requiere espacio adicional proporcional a la cantidad de filas de
un bloque para almacenar los valores original del bloque con el que estamos trabajando, de
forma similar al método de Jacobi.
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Listado 5 Gauss-Seidel-Bloques(A,b)

Entrada: A - una matriz de n x n bloques de dimensién m x m, b - un vector (n * m) x 1
Salida: x - un vector de (n * m) x 1 que cumple Ax=b

1: fori —1tondo
22 fori’'—(i—-1)*xm+1toi*mdo
3 Xjr — by
4 end for
5. forj—1tondo
6: if j =i then
7 continue
8 end if
9: B = A;j {B es un bloque i.e. una matriz de m x m}
10: for i’ —1tomdo
11: for j/ —1to mdo
12: X(i-1)xm+i’ — X(i-Dem+i' — Bit jo ¥ X(j—1)xm+j’
13: end for
14: end for
15:  end for
16: B — A,',l'
17 fori' —1tomdo
18: for j' —1tomdo
19: if j' = i’ then
20: continue
21: end if
22: X(i—1)xm+i’ — X(i-Dsm+i' = Bir ji ¥ X(j—1)xm+j’
23: end for
24: X(i-Dem+i' “— X(i-1)xm+i' Bit, it
25:  end for
26: end for

27: return x
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La ventaja de este método es que a diferencia de Gauss-Seidel por bloques, los bloques
dentro de una misma fila de la matriz de bloques pueden ser procesados de manera no
secuencial. Luego, la matriz de bloques no necesita almacenar en cada posicién una matriz
rala incrustada, sino que puede tener simplemente un puntero a un nodo del BDD. De esta
forma, ahorramos espacio requerido para almacenar la matriz rala a costa de utilizar espacio
adicional para almacenar una fraccién del vector x.

Sin embargo, es necesario advertir que al realizar esta modificacién ya no estamos traba-
jando con el método de Gauss-Seidel original, por lo que la velocidad de convergencia no es
la misma para ambos. De hecho, se lo puede pensar como un nivel intermedio entre Jacobi y
Gauss-Seidel, dependiendo del tamano de la matriz de bloques. Si la matriz de bloques es
de 1 x 1 tenemos el método de Jacobi, mientras que si es del mismo tamafno que la matriz
original tenemos Gauss-Seidel.

3.3. Algoritmos paralelos

Introducimos ahora de forma gradual las modificaciones efectuadas a los métodos de la
seccidn anterior, para permitir su ejecucién en un entorno paralelo con miltiples procesa-
dores. Las preocupaciones principales al desarrollar cualquier programa que se ejecutara
de forma paralela estdn asociadas estrechamente a los dos requisitos de un buen programa:
correccion (eficacia) y rendimiento (eficiencia).

En programas concurrentes, el aspecto de correccion se relaciona con el uso apropiado
de mecanismos de comunicacion y sincronizacién entre procesos o hilos que garanticen
la ejecucion en un orden vélido de los distintos pasos de un algoritmo, evitando problema
clasicos en el drea de concurrencia como “deadlocks”, condiciones de carrera u otros errores
l6gicos que pueden afectar el comportamiento de un programa.

El segundo aspecto de eficiencia juega un papel casi tan importante, ya que afecta direc-
tamente la escalabilidad de un sistema distribuido: la capacidad de resolver problemas mas
grandes y mds rdpidamente, en forma proporcional a la cantidad de recursos adicionales
(en nuestro caso, procesadores y memoria) disponibles. En este caso, algunos obstdculos a
superar son: bajo nivel de paralelismo por dependencias entre tareas, desbalance de trabajos
entre distintas unidades de computo, ineficiencia en los métodos de sincronizacién y mal
aprovechamiento de la jerarquia de memoria.

3.3.1. Jacobi para BDDs

Nos interesa ahora analizar como implementar de forma paralela los métodos expuestos.
El método de Jacobi es el principal candidato, ya que su estructura libre de dependencias
permite explotar la concurrencia de manera simple dividiendo las operaciones necesarias
para cada iteracion entre varios procesadores.

El problema principal reside entonces en como dividir y asignar las tareas a los distintas
unidades de ejecucién. Una estrategia posible es utilizar la matriz de bloques, distribuyendo
los bloques entre distintos procesadores. La desventaja de esta idea es que si la matriz de

30



bloques es muy pequena y los bloques son desparejos entre si (es decir, algunos tienen mayor
cantidad de elementos no nulos que otros), es dificil distribuir de forma que cada procesador
realice aproximadamente la misma cantidad de trabajo. Esto se conoce como el problema de
balanceo de cargas (load balancing).

Por otro lado, si los bloques son pequeiios, la cantidad de memoria requerida para la
matriz de bloques se eleva, lo que sumado al requerimiento del método de Jacobi de utilizar
dos vectores para cada iteracion hace que el consumo total de memoria se torne inaceptable.

La observaciéon importante aqui es que si bien queremos dividir el BDD en partes para
poder procesarlo, no requerimos una regularidad como la que ofrecen las matrices de bloques.
Luego, cualquier division que otorgue a cada procesador un pedazo del BDD de manera
relativamente equitativa y minimizando la cantidad de partes permite resolver nuestro
problema.

El algoritmo que utilizamos entonces es una division recursiva. Para esto, primero defini-
mos un modelo de costos: si queremos procesar todos los hijos de un nodo del BDD, una
buena aproximacion al tiempo total de computo es la cantidad de llamadas recursivas a reali-
zar (que no es necesariamente lo mismo que la cantidad de nodos distintos a visitar debido a
las técnicas de compresion que usan los BDD). Luego, podemos calcular y almacenar este
valor para cada nodo con una pasada preliminar por el BDD. Con esta informacion, el listado
6 presenta el pseudo-cddigo del algoritmo de division para n procesadores.

El método toma como pardmetros un nodo del BDD, y una lista de porcentajes para cada
procesador. Estos porcentajes indican qué fraccion del BDD representado por el nodo dado le
corresponde a cada procesador. Si s6lo existe un procesador con porcentaje no nulo (e igual
a 100 %), la funcion asigna todo el BDD a dicho procesador. Si el BDD tienen un tunico nodo,
la funcioén se lo asigna a un procesador con porcentaje no nulo. De lo contrario, la funcién
mira los dos hijos del nodo dado y divide los porcentajes en funcién de los costos para cada
hijo. Por ejemplo, si queremos dividir el BDD entre los procesadores 1, 2'y 3, ddndole el 33 %
a cada uno, y el modelo de costos nos dice que los dos hijos requieren el mismo poder de
computo, entonces dividimos uno de los hijos entre los procesadores 1y 2 con proporcion
66 %/33 %y el otro entre los procesadores 2y 3 con proporcién 33 %/66 %. Por otro lado, si
el primer hijo requiere el doble de computo que el segundo, entonces dividimos el primero
hijo 50%/50 % entre los procesadores 1 y 2 y damos el 100 % del segundo al procesador 3. El
proceso se inicia llamando al método con el nodo raiz del BDD y un mismo porcentaje para
cada procesador igual a 100 %/ n.

En la practica, s6lo es necesario realizar este proceso una vez al comenzar las iteraciones.
Otro detalle de implementacion es que debido a la ordenacién de las variables en los BDDs
de matrices, resulta mds conveniente bajar de a dos niveles por vez en el BDD, con lo cual en
vez de dos hijos para cada nodo tenemos cuatro.

Por ultimo, notar que en cada llamada recursiva la cantidad de procesadores con porcen-
tajes no nulos ya sea disminuye o se mantiene igual. En este ultimo caso, alguna de las dos
llamadas termina inmediatamente ya que s6lo asigna porcentaje a uno de los procesadores.
Luego, la cantidad total de llamadas a assign es a lo sumoN * h, donde h es la cantidad
de niveles del BDD. Es decir que en promedio, cada procesador recibe h pedazos del BDD
original. Esto implica que la memoria utilizada por cada procesador para almacenar su lista
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Listado 6 divide(root, split)

Entrada: root - nodo raiz del BDD que queremos dividir, split - arreglo de n porcentajes

1: fori —1tondo

2:  if split[i] = 100 or (split[i] > 0 and root es un nodo terminal) then
3 assign(root, i) {Asignar todo el BDD al procesador i}

4 return

5. end if

6: end for

7: threshold — cost(root.left) |/ (cost(root.left) + cost(root.right))

8: accumulated — 0

9: splitleft — [0,...,0]

10: splitright — [0, ...,0]

11: {Calcular nuevos porcentajes para cada hijo}

12: fori —1tondo

13:  if acummulated < threshold and accumulated + split|i] = threshold then
14: splitleft|i] — threshold - accumulated

15: splitright(i] — accumulated + split[i] - threshold

16: elseif accumulated < threshold then

17: splitleft[i] — split[i]

18:  elseif accumulated = threshold then

19: splitright(i] — splitli]

20:  endif
21:  accumulated — accumulated + split[i]
22: end for

23: {Normalizar listas}

24: fori —1tondo

25:  splitleft[i] — splitleft[i] | threshold

26:  splitright(i] < splitright[i] / (1 - threshold)
27: end for

28: divide(root.left, splitleft)

29: divide(root.right, splitright)
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de fragmentos es muy poca en comparacion con lo que consume el BDD o la matriz de
bloques.

3.3.2. Jacobi con matrices incrustadas

Si bien el método de subdivision anterior funciona correctamente para BDDs puros, la
introduccién de matrices incrustadas presenta algunos problemas que afectan al rendimiento.
En particular, el modelo de costos se ve trastornado ya que tenemos ahora dos tipos muy
distintos de operaciones dentro del mismo algoritmo: las correspondientes al recorrido del
BDDylasrealizadas al procesar una submatriz. Esto hace que predecir las cargas que incurren
distintos fragmentos del BDD sea mds complicado, ya que esto depende de detalles como el
nivel en que se incorporan las matrices, la estructura que se utiliza para su almacenamiento
en memoria e incluso detalles de la arquitectura como velocidad de acceso a memoria y
tamafo de la caché.

Una forma de solucionar estos problemas consiste en utilizar una estrategia de asignacion
de tareas dindmica. Es decir, en vez de otorgarle a cada procesador un conjunto fijo en cada
iteracion, lo que hacemos es darle tareas a medida que lo necesite. Una forma de implementar
esto es utilizar una cola o “pool” global de tareas pendientes. Luego, cada procesador realiza
un ciclo en el que retira una tarea de esta coleccion, la procesa, retira otra tarea, la procesa y
asi sucesivamente.

En nuestro caso, la tarea a procesar sera la multiplicacién de una porcién del BDD. Por
lo tanto, al igual que antes debemos dividir el BDD en pedazos que formaran parte de la
cola de tareas. Como utilizamos asignacion dindmica, no nos interesa tanto que los distintos
pedazos sean parejos entre si, ya que si un procesador termina antes que otro, entonces
puede ir a la cola y obtener un nuevo pedazo que procesar. Pero esto también significa
que necesitamos suficientes tareas para que los procesadores siempre estén ocupados. Una
posibilidad es utilizar todos los nodos en un mismo nivel del BDD, repitiendo cada nodo por
cada ocurrencia como subbloque en la matriz original. Es decir, una tarea corresponde a un
bloque de la matriz de bloques, pero el bloque no necesariamente debe estar representado
por una matriz incrustada sino que como en Pseudo Gauss-Seidel también es posible que
sea un BDD.

Otro problema importante a considerar es la posibilidad de colisiones entre procesadores
que trabajan sobre elementos de la misma fila de la matriz. Si bien este problema también
afecta al algoritmo de la seccion anterior, el efecto es mucho més notable al tener matrices
incrustadas ya que se consume menos tiempo recorriendo el BDD y mds tiempo actualizando
el vector x'. Notar que el BDD y el vector x no estan afectados, ya que los accesos son de s6lo
lectura.

Existen tres alternativas para manejar esta situacion:

1. Utilizar una copia del vector x’ por cada procesador
2. Asegurarse que las modificaciones se realicen de forma atomica

3. Evitar conflictos asignando tareas de manera inteligente
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La primera de estas alternativas funciona eliminando la escritura compartida pero re-
quiere un paso de consolidacion al final de cada iteracion, que acumula los vectores de cada
procesador en un vector global de resultado. La segunda soluciona el problema aseguran-
dose que si dos procesadores modifican la misma posicién de memoria, ninguna de estas
modificaciones se pierda. La tercera opcion se basa en no asignar a distintos procesadores
bloques de memoria que puedan causar conflictos (es decir, dos bloques con filas en comun).

Tanto la segunda como la tercera alternativa pueden implementarse utilizando meca-
nismo de exclusion mutua, aunque para la segunda también pueden utilizarse operaciones
atémicas. Sin embargo, la diferencia reside en donde se aplican estos mecanismos. En el
segundo caso, debemos utilizar “mutexes” o semaforos para proteger el acceso a posiciones
de la matriz. Luego, si una posicion estd siendo modificada y otro procesador quiere acceder
a ella, deberd esperar que la modificacion termine. En la préactica estos mecanismos incurren
en un costo que no permite garantizar exclusion a un nivel muy alto de granularidad, lo que
conlleva una mayor cantidad de conflictos y de tiempo de procesador desperdiciado.

Por otro lado, la tercera alternativa sélo exige exclusién mutua a la hora de asignar una
tarea a un procesador, para asegurarse que esta no ocasione conflictos con alguna de las otras
que ya estan siendo procesadas. Si bien esto reduce la oferta disponible, también asegura
que una vez que un procesador recibe una tarea, puede trabajar independientemente de los
demas sin incurrir en ningtn tipo de conflictos y sin necesidad de proteccién. Dado que el
paso de asignacion requiere exclusion mutua de por si para evitar asignar a dos procesadores
la misma tarea, la sobrecarga adicional es minima.

La implementacion realizada para este trabajo utiliza una cola circular de tareas con este
fin. Cada vez que un procesador solicita un fragmento de matriz para procesar, se extrae
el primer elemento de la cola. Si este contiene alguna fila que ya esté siendo procesada, se
inserta al final de la cola y se extrae el proximo elemento hasta conseguir uno que no ocasione
conflictos. Unicamente cuando ninguno de los elementos satisface esta condicion (lo que
en general s6lo sucede cuando quedan pocos elementos en la cola), el procesador deberd
detenerse a esperar que se libere alguna fila.

Si las filas se agrupan de a bloques y cada tarea afecta a lo sumo a un bloque, otra imple-
mentacion posible es utilizar una cola por fila mds una cola adicional de filas disponibles.
Esto permite asignar una tarea a un procesador en tiempo constante, buscando primero
en la cola de filas para encontrar un bloque de filas libre, y extrayendo luego de la cola
correspondiente a esas filas una tarea a realizar.

3.3.3. Gauss-Seidel

Vimos que el método de Gauss-Seidel es mas eficiente ya que utiliza menos memoria para
los vectores y requiere en promedio una menor cantidad de iteraciones. Luego, si nuestra
intencién es reducir el tiempo requerido para la verificacion, este algoritmo es un buen
objetivo para nuestros esfuerzos de paralelizacion.

Sin embargo, en este caso la dificultad es mucho mayor. Recordemos que el método de
Jacobi al utilizar dos vectores, no presenta dependencias entre filas dentro de una iteracion.
Este tipo de problemas se denominan trivialmente paralelizables (embarrassingly parallel).
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Por el contrario, el método de Gauss-Seidel tal como lo hemos presentado requiere al procesar
una fila tener calculados todos los valores para las filas anteriores.

Ya vimos como esta restriccion de secuencialidad ocasionaba problemas en la imple-
mentacion para BDDs, llevdndonos a utilizar métodos alternativos como Gauss-Seidel por
bloques o Pseudo Gauss-Seidel. Luego, estos métodos representan el punto de partida para
la implementacion paralela. Las técnicas que describimos a continuacion se aplican de igual
forma a cualquiera de ellos.

Una de las ventajas es que para poder llevar a cabo Gauss-Seidel necesitamos de entrada
tener la matriz de bloques del BDD. Luego, podemos utilizar esta matriz para dividir las tareas
arealizar, sin necesidad de un proceso de divisién previo como en Jacobi. Teniendo en mente
las lecciones aprendidas con Jacobi, elegimos realizar una asignaciéon dindmica para evitar el
problema de desbalance entre varios procesadores.

También utilizamos las mismas técnicas para evitar conflictos de escritura, teniendo
cuidado de no asignar a dos procesadores bloques con filas en comtn. Mds aun, es necesario
fortalecer esta condicion para evitar dejar filas a medio terminar, lo que puede impedir el
procesamiento de otras filas que dependan de éstas. Luego, en vez de asignar un fragmento,
cada procesador recibe una fila entera de la matriz de bloques y procesa de forma secuencial
todos los bloques contenidos en esta fila. De esta forma, garantizamos que una vez que se
empieza, el procesamiento de una fila termine lo més rapido posible. Como tenemos de
antemano la restricciéon de que dos procesadores no pueden trabajar sobre las mismas filas,
esta modificacién no impacta en gran medida al grado de concurrencia posible.

Todavia no hemos resuelto el problema de dependencias entre las filas. Una primera
observacion es que si bien el algoritmo original procesa las filas de la matriz de arriba a abajo,
este orden es totalmente arbitrario. De hecho, cualquier otro orden es equivalente a una
permutacion de las filas de la matriz lo que claramente no altera la soluciéon del sistema.

Pero la observacion crucial es la misma que permite la representacion eficiente de mode-
los probabilisticos con matrices ralas: la abundante cantidad de ceros en la matriz. Recorde-
mos que el valor de x; s6lo depende del valor de x; si A; ; # 0. Luego, las dependencias reales
entre filas dependen de la estructura de la matriz. Si tanto A; ; como A;; son iguales a cero,
podemos calcular los valores de x; y x; simultdneamente.

La misma observacion se puede llevar al nivel de bloques. Para esto, primero construimos
un grafo de dependencias entre bloques en base a la matriz de bloques. Cada nodo del grafo
corresponde a un bloque de filas, y dos nodos i y j son vecinos si y sélo si alguno de los
bloques A; j 0 Aj,; contienen algin elemento no nulo.

Este grafo puede utilizarse en el proceso de asignacion para asegurarse que dos procesa-
dores no trabajen sobre filas que dependan una de la otra (i.e. que sean vecinas en el grafo).
Una alternativa es realizar un coloreo del grafo, donde filas vecinas reciben colores distintos.
Luego, podemos realizar varias pasadas, procesando en cada una las filas de un mismo color.
Como estas filas no tienen dependencias, cada pasada es inherentemente paralelizable. Esta
aproximacion es adoptada con buenos resultados en [21]. Una dificultad de esta idea es
que para aumentar el grado de paralelismo en cada pasada debemos reducir la cantidad de
colores utilizados. Esto es similar al problema de determinacién del nimero cromatico de un
grafo, un clasico ejemplo de problema computacionalmente dificil de resolver.
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Nuestra implementacion utiliza una idea ligeramente diferente que ademas de ser més
general, puede ser implementada en forma dindmica tal como nos propusimos inicialmente,
aunque requiriendo un mayor costo por cada asignacion. Para esto, cada nodo del grafo de
dependencias tiene un color que puede ser blanco o negro. Inicialmente, todos los nodos son
blancos. Cada vez que queremos asignar una tarea, primero elegimos un nodo blanco. Luego,
cambiamos el color de este nodo y de todos sus vecinos a negro. Finalmente, devolvemos la
fila correspondiente al nodo elegido.

Esto impide procesar al mismo tiempo dos nodos vecinos, ya que el primero que sea
asignado pintard de negro al otro, que por lo tanto no puede ser elegido. Por otro lado, cuando
terminamos de procesar una fila debemos volver a colorear los nodos vecinos de blanco y
eliminar el nodo que acabamos de procesar del grafo o marcarlo para que no vuelva a ser
visitado en la misma iteracion.

Un detalle mads a considerar ocurre cuando un nodo es pintado de negro por dos o més
vecinos. Esto esta sefialando dos o més conflictos, por lo que s6lo debemos desmarcarlo
cuando ambos vecinos lo hayan pintado de blanco. Tenemos entonces que llevar la cuenta
del niimero de veces que el nodo ha sido pintado de negro (cuantas “capas” de pintura negra
tiene) y disminuir esta cuenta en uno (quitar una capa) cada vez que un vecino termine de
ser procesado, hasta que el nodo vuelva a ser blanco.

3.3.4. Gauss-Seidel con prioridades

Supongamos que utilizando el método de Gauss-Seidel, tenemos en un momento la
eleccion de dos filas a procesar. Digamos, la fila i y la fila j. Mds atn, supongamos que
A j #0pero A;; = 0. Es decir que el valor de x; depende del de x;, pero la relacion inversa
no es cierta, ya que x; no depende de x;.

De cualquier manera, la validez de una sola de estas relaciones fuerza la vecindad de estos
nodos en el grafo de dependencia, por lo cual como vimos en la seccion anterior, ambas filas
no pueden ser procesadas simultdneamente. Sin embargo, el grafo no nos dice nada sobre
que nodo nos conviene procesar primero.

Si procesamos primero la fila x;, entonces el valor de x; serd el calculado en la iteracion
anterior. Por otro lado, si procesamos primero xj, entonces x; utilizara el valor de x; calculado
en esa misma iteracion. Obrando siempre bajo la suposicion de que el vector x se acerca mas
y mds a una solucion con cada iteracion, parece evidente que la segunda es la mejor opcién.

En otras palabras, el método de la seccién anterior admite la siguiente optimizacion:
cuando debemos elegir una fila a procesar, entre todas las filas disponibles elegimos una
que tenga la menor cantidad de dependencias sin procesar. La esperanza es que esto per-
mita reducir la cantidad total de iteraciones al reacomodar las cuentas para usar siempre
informacion lo mas fresca posible.

Para implementar este método, necesitamos una estructura adicional ademads del grafo
de dependencias: una cola de prioridades. Esta cola contiene tinicamente nodos blancos.
Luego, cuando un nodo se pinta de negro debemos quitarlo de la cola, y cuando se pinta
de blanco lo podemos volver a insertar. La prioridad que asignamos a cada nodo es igual a
la cantidad de dependencias no procesadas. Cuando sacamos un nodo de la cola, siempre
sacamos el de prioridad mas baja.
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En términos de la matriz de transicion, la prioridad inicial para el nodo i es igual a la
cantidad de elementos no nulos en la i-ésima fila de la matriz. Cada vez que terminamos de
procesar un nodo debemos reducir en uno la prioridad de todos los nodos que dependen de
él. Por ejemplo, para el nodo j debemos recorrer la columna j-ésima de la matriz y reducir la
prioridad de todos los nodos i para los cuales A; ; # 0.

El tiempo total requerido para actualizar esta estructura es entonces proporcional a
neighbours(i) * logn, donde neighbours(i) es la cantidad de vecinos del nodo i en el grafo
de dependenciay 7 es la cantidad total de filas en la matriz.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo evaluamos los algoritmos paralelos presentados en la seccion 3.3. Pre-
sentamos en primer lugar las métricas y casos de estudio utilizados para la evaluacion. A
continuaciéon, damos detalles de nuestras implementaciones y del entorno de ejecuciéon
sobre el que trabajamos. Finalmente presentamos los resultados de las pruebas realizadas,
comparando los distintos algoritmos e interpretando el comportamiento observado.

4.1. Conceptos basicos de rendimiento

La evaluacién de programas que se ejecutan en paralelo requiere cuidado, ya que las
métricas incorrectas pueden conducirnos a conclusiones erréneas sobre los resultados.

Los algoritmos sobre los que se basa nuestro trabajo son algoritmos iterativos. Es decir
que tienen dos fases muy claras de ejecucion: una fase preliminar de inicializacion o “set-up”
y un lazo principal que ejecuta las iteraciones. Omitimos en nuestras consideraciones la fase
de finalizacién que se ejecuta luego de terminadas las iteraciones, ya que esta realiza mas
que nada tareas de limpieza y liberacién de memoria que son secundarias a los algoritmos
utilizados y no representan una fraccion significativa del tiempo de ejecucion.

La evaluaciéon del rendimiento se basa en el tiempo consumido por las distintas fases,
ademads de la cantidad de memoria utilizada. El Tseyp €s €l tiempo que toma la fase de
inicializacion. Por otro lado, el tiempo de iteracién lo dividimos en dos partes: el tiempo
de la seccion de codigo que corre de manera secuencial (Tseq) y €l tiempo de la seccion
paralelizada (T}a,). El tiempo total de iteraciones Titer es igual a Tseq + Tpar- El tiempo total de
ejecucion es la suma de Tsetup Y Titer-

La métrica principal que utilizamos para analizar el rendimiento es la aceleracién (spee-
dup). Sillamamos 7; al tiempo de ejecucion de nuestro programa utilizando i procesadores,
entonces la aceleracién Sy para N procesadores es igual a T% La aceleracion ideal es una
curva que crece de forma lineal con la cantidad de procesadores.

Una métrica relacionada es la eficiencia, dada por la formula Ey = NL}N Esta puede
interpretarse como el porcentaje de trabajo ttil realizado por cada procesador en relacién a
un procesador trabajando de manera secuencial. Las disminuciones en la eficiencia se deben
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en general al tiempo adicional de sincronizacién o comunicacion entre hilos requeridos por
la implementacion paralela.

La importancia de los tiempos Tserup ¥ Tseq proviene de la llamada “ley de Amhdal”, que
cuantifica la aceleracién méaxima que es posible obtener al paralelizar un programa. Segin
esta ley, si el fragmento del programa que se paraleliza corresponde a una fracciéon P del
tiempo total de ejecucion para el algoritmo serial, la maxima aceleracion posible utilizando
N procesadores es igual a:

1
p
1-P)+%

En otras palabras, la escalabilidad de una implementacion paralela esta determinada no
solo por la eficiencia en la paralelizacidn, sino también por la cantidad de c6digo secuencial.

4.2. Casos de estudio

En esta seccion presentamos los casos de estudio que fueron usados para evaluar el
comportamiento de nuestro algoritmo. Las implementaciones utilizadas para cada uno de
los modelos son las que vienen incluidas en el directorio prism-examples de la distribu-
cion estdndar de PRISM. Mas detalles sobre estos y otros modelos se pueden encontrar en
http://lwww.prismmodelchecker.org/casestudiesl.

4.2.1. Protocolo de retransmisién acotada

El primer caso de estudio que analizamos es el protocolo de retransmision acotada o BRP
(Bounded retransmission protocol) presentado en [13] y analizado también en [11].

El sistema es una DTMC o cadena de Markov de tiempo discreto que modela dos actores
que desean comunicarse entre si y consta de 4 entidades: el emisor, el receptor y dos canales
unidireccionales de comunicacién, uno en cada sentido. El modelo cuenta con dos para-
metros configurables: N, la cantidad de fragmentos a enviar y M AX, el nimero maximo de
intentos de retransmision.

El mensaje a ser enviado se divide en N fragmentos. El emisor puede transmitir s6lo un
fragmento a la vez. A su vez, el receptor envia de vuelta mensajes de confirmacion por cada
fragmento recibido. Ambos canales tiene una probabilidad no nula de perder un mensaje.

El comportamiento del emisor definido por el protocolo es el siguiente: para enviar
un mensaje, el emisor transmite sélo el primer fragmento y espera una confirmacion de
recepcion. Cuando el emisor recibe esta respuesta, procede con el siguiente fragmento hasta
agotar todo los fragmentos disponibles.

Si el emisor no recibe una confirmacion, ya sea porque el fragmento o la confirmaciéon
misma se pierden en el camino, el emisor intenta una retransmision del fragmento. En
nuestro modelo, el emisor nunca realiza una retransmisién antes de tiempo (i.e. cuando
hay un mensaje o confirmaciéon en camino). En la préctica, la decisiéon de retransmisién

40



Figura 4.1: Organizacion de las unidades de produccion en el modelo Kanban
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generalmente se basa en un temporizador, por lo que este comportamiento es equivalente a
asumir que después de una demora mdaxima ya no existen chances de recibir un mensaje de
confirmacion.

Como lo dice el nombre del protocolo, la cantidad de retransmisiones esta acotada. Por lo
tanto, si después de un nimero méximo de retransmisiones no se recibe una confirmacion,
el emisor se da por vencido y activa una condicién de error.

El comportamiento del receptor es el inverso: cada vez que este recibe un fragmento,
primero comprueba si es el fragmento esperado basdndose en su ntimero de secuencia.
De ser asi, el receptor almacena este fragmento y envia un mensaje de confirmacion al
emisor. Por otro lado, una comprobacién no exitosa indica que el emisor esta reenviando
un fragmento antiguo al no haber recibido todavia confirmacion, por lo que el fragmento se
descartay el receptor reenvia la confirmacién de recibo.

4.2.2. Sistema de manufactura Kanban

El segundo caso que empleamos para el analisis estd basado en el sistema de manufactura
presentado en [9] que emplea la metodologia Kanban para controlar la produccién. El sistema
en este caso se modela con una CTMC, que especifica el comportamiento de 4 unidades de
produccién. Las unidades se encuentran conectadas en una linea de produccién como lo
indica la figura 4.1. Los insumos ingresan al sistema por la unidad 1y el producto final sale
del sistema luego de ser procesado por la unidad 4.

La técnica Kanban es un método de planificacién originalmente ideado por la empresa
Toyota para asegurar el correcto funcionamiento de un sistema de produccion. Esta técnica
utiliza la demanda de los consumidores para determinar el ritmo de producciéon en cada
fragmento del proceso de fabricacion. Por lo tanto, el sistema se comporta de forma reactiva,
en vez de intentar anticiparse a la demanda realizando prondésticos de consumo.

La descripcién clasica hace uso de las denominadas tarjetas Kanban. Estas tarjetas se
adjuntan a los lotes procesados por cada unidad de produccién. Cada unidad de produccién
posee un numero limitado de tarjetas, por lo que cuando éstas se agotan la produccién se
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detiene. Por otro lado, cuando una fase posterior hace uso de uno de estos lotes, esta también
envia la tarjeta a la unidad que lo produjo, lo que funciona como notificacién para reactivar
la produccién. El nimero de tarjetas en una unidad dependera de factores como la velocidad
de fabricacion que afecten la capacidad de una unidad de suministrar insumos a sus clientes.
La intencién es que este numero sea lo mdas pequeio posible. Hoy en dia, el uso de tarjetas
ha sido en muchos casos suplantado por sistemas electrénicos de notificacion, aunque el
concepto subyacente sigue siendo el mismo.

Resta describir el modelo que utilizamos para las unidades de produccién. Este es un
modelo parametrizable en el que para cada unidad, si existen tarjetas e insumos disponibles,
se crea un lote nuevo de produccién al cual se le asigna una tarjeta. A continuacién, existen
dos posibilidades: el lote se procesa correctamente y queda disponible para posibles consu-
midores o se detecta un error en la fabricacion y el lote debe ser reprocesado, obedeciendo
a otra de las méximas fijadas por Kanban segtn la cual una unidad de producciéon no debe
entregar nunca productos defectuosos a unidades subsiguientes.

Al modelar el sistema con una CTMC, la ocurrencia de los eventos de fabricacién (creaciéon
de un lote nuevo, procesamiento correcto de un lote, deteccion de defectos y suministro
a un consumidor) estan controlados por distribuciones de probabilidad exponencial con
distintos parametros, que varian para cada unidad de produccién. Un pardmetro ¢ controla
la cantidad de tarjetas Kanban o “tokens” asignadas a cada unidad, y al ser incrementado es
el que influencia la complejidad del modelo obtenido.

4.2.3. Sistema de sondeo ciclico

El tercer caso estudiado es un sistema que modela un servidor con un esquema de
“polling” o sondeo ciclico. Tal sistema consta de dos 0 mds estaciones que reciben y almacenan
mensajes, y un servidor centralizado que procesa estos mensajes. El término polling hace
referencia a un esquema donde el servidor es quien debe consultar constantemente cada
una de las estaciones para verificar si han recibido algtin mensaje nuevo, en vez de ser estas
ultimas quienes notifican al servidor. Este sistema es analizado en detalle en [14] como un
ejemplo de aplicacion de técnicas de verificacién de modelos.

En PRISM, la representacion utilizada es una CTMC que modela el servidor y las estacio-
nes periféricas. La cantidad de estaciones en el modelo se denota por N. Cada estacion tiene
una cola que almacena como maximo un mensaje. Cuando esta cola esta vacia, el tiempo
hasta recibir el préximo mensaje esta caracterizado por una distribucién exponencial de
pardametro A.

El servidor realiza un barrido ciclico de todas las estaciones, sondeando cada una para
verificar si ha recibido o no un mensaje nuevo. El tiempo de sondeo estd modelado por una
distribucién exponencial de pardmetro y. Si la respuesta es positiva y la estacién informa que
tiene un mensaje en espera, el servidor retira y procesa dicho mensaje. El tiempo de procesa-
miento también obedece a una distribucion exponencial con pardmetro p. El servidor s6lo
puede procesar un mensaje por vez y luego de procesar un mensaje procede directamente a
la siguiente estacion, por lo que nunca procesa mds de dos mensajes seguidos de una misma
estacion en una misma ronda de polling.
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4.3. Implementacion

La figura 4.2 muestra la arquitectura basica de PRISM La herramienta estd implementada
principalmente en el lenguaje Java y C++. Java se utiliza para la interfaz de usuario, el parser de
modelos y propiedades, la l6gica de verificacién de mads alto nivel y para la interfaz con otras
herramientas. Por otro lado, tanto los algoritmos de verificacion como la libreria de manejo
de BDDs (CUDD), el c6digo para matrices ralas y sus extensiones estdn implementadas en
C++ para lograr el mayor grado de eficiencia. El framework JNI (Java Native Interface) permite
acceder a estos métodos desde Java de manera transparente.

Nuestra implementacién paralela estd basada en el uso de la libreria POSIX de hilos
(pthreads). Esta decision se debe a la flexibilidad necesaria para implementar los algoritmos
propuestos. Otras librerias como OpenMP simplifican el proceso de paralelizacién pero estan
principalmente pensadas para la paralelizacion de ciclos, por lo que resulta dificil adaptarlas
a algoritmos recursivos o tener control fino sobre la planificacién de los hilos.

El c6digo modificado se halla en la carpeta src/hybrid que corresponde a la implementa-
cién del motor hibrido. Los otros motores se encuentran en src/mtbdd (simbélico puro) y
src/sparse (matrices ralas). Todos los algoritmos hacen uso de un mismo framework para
hilos implementado en threads . cc. Para su utilizacién, el usuario debe definir cuatro mé-
todos: units_left, get_unit, process_unity free_unit. El primero determina si existen todavia
elementos a ser procesados, el segundo devuelve un item para su procesamiento, el tercero
procesa un item dado y el tltimo permite ejecutar codigo especifico a un item luego de que
este ha sido procesado.

A modo de ejemplo, estos métodos pueden implementarse en base a una cola de tareas,
obteniendo lo que se conoce como un “thread pool”. Luego, con cada llamada a la rutina
run_threads, los distintos hilos ejecutan hasta agotar las tareas en la cola. La cantidad de
hilos puede definirse a través de la funcién set_num_threads. La libreria también asegura la
exclusion mutua durante la asignacion de tareas, por lo que el cliente debe preocuparse por
el acceso a recursos compartidos en la implementacion de un algoritmo sélo durante la fase
de procesamiento.

Las implementaciones de los algoritmos de solucion se hallan en PH_JOR. cc (Jacobi),
PH_SOR. cc (Gauss-Seidel por bloques) y PH_PSOR. cc (Pseudo Gauss-Seidel). Estos métodos
son utilizados por las rutinas en PH_ProbUntil.cc yPH_StochSteadyState.cc, que imple-
mentan la verificacion del operador % para DTMCs y el célculo de probabilidades de estado
estable para CTMCs respectivamente.

Como fue mencionado anteriormente, la verificacion de los demds operadores se imple-
mentan en base a la multiplicaciéon de matrices, imitando el modelo utilizado para el método
deJacobi. Estos incluyen los c6digos en PH_ProbBoundedUntil.cc yPH_StochBoundedUntil.cc,
que verifican el operador =¥ para DTMC y CTMC respectivamente, asi como los c6digos
para MDP en PH_NondetUntil.cc yPH_NondetBoundedUntil.cc que implementan las dos
versiones del operador until.

Finalmente, la medicién de tiempos se realiza a través de la funcion clock_gettime de la li-
breria glibc, que permite acceso a los relojes provistos por el kernel de Linux. Los relojes utiliza-
dos son CLOCK_MONOTONIC para medir el tiempo total del procesoy CLOCK_THREAD_CPUTIME_ID
para medir el tiempo por hilo.
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Figura 4.2: Arquitectura de PRISM
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Tabla 4.1: Tiempos para BRP (N =512, MAX = 30) con Jacobi para BDDs

Speedup Eficiencia Speedup Eficiencia
Hilos Tseq  Tpar  Titer Tserup Total (paralelo) (paralelo) (total) (total)

1 4.152 57.467 61.619 0.083 61.702 1.000x 100.0%  1.000x 100.0%
2 4.587 30.066 34.653 0.080 34.733 1.911x 95.6% 1.776x 88.8%
3 4.954 22.283 27.237 0.082 27.319 2.579x 86.0%  2.259x 75.3%
4 5.539 19.062 24.601 0.082 24.683 3.015x% 75.4%  2.500x 62.5%
5 5.884 17.273 23.157 0.080 23.237 3.327x 66.5%  2.655x 53.1%
6 5.895 14.510 20.405 0.083 20.488 3.961 x 66.0% 3.012x 50.2%
7 6.076 13.668 19.744 0.092 19.836 4.204 % 60.1% 3.111x 44.4%
8 6.455 13.574 20.029 0.084 20.113 4.234 % 52.9%  3.068x 38.3%
9 6.926 13.080 20.006 0.085 20.091 4.394 x 48.8% 3.071x 34.1%
10 7.029 11.291 18.320 0.087 18.407 5.090x 509%  3.352x 33.5%
11  7.170 10.563 17.733 0.087 17.820 5.440x 49.5%  3.463x 31.5%
12 6.956 10.391 17.347 0.085 17.432 5.530x 46.1%  3.540x 29.5%
13 7.538 10.685 18.223 0.103 18.326 5.378x 41.4%  3.367x 25.9%
14 9.482 10.938 20.420 0.088 20.508 5.254 x 375%  3.009x 21.5%
15 7.675 13.322 20.997 0.088 21.085 4.314x% 28.8%  2.926x 19.5%
16 6.895 11.159 18.054 0.085 18.139 5.150x 322%  3.402x 21.3%

4.4, Experimentos y analisis

Presentamos ahora los resultados de nuestro experimentos para evaluar la performance
de los algoritmos propuestos. Los experimentos fueron realizados en Shiva, una maquina con
4 procesadores quad-core Opteron 8350 corriendo a 2Ghz con 120Gb de memoria principal.
Esta es una arquitectura NUMA (Non-Uniform Memory Access o Acceso a Memoria No
Uniforme), por lo que de los 120Gb de memoria total, 30Gb son locales a cada procesador.
Una red de interconexiones denominada HyperTransport permite la sincronizacién y co-
municacién entre cualquier par de procesadores. El sistema operativo usado fue Ubuntu
Linux para servidores, kernel 2.6.32-29 con soporte SMP. Todos los tiempos medidos estan
expresados en segundos. Si bien reportamos resultados con hasta 16 procesadores, debemos
notar que al momento de correr nuestro experimentos el sistema tenia una carga promedio
equivalente a entre 1 y 3 procesadores en uso.

4.4.1. Jacobi

La tabla 4.1 muestra los resultados para el método de Jacobi presentado en la seccion 3.3.1.
El caso de estudio analizado es el protocolo de retransmisién acotada con 512 fragmentos por
paquete y un limite de 30 retransmisiones. La propiedad verificada es una modificacién de
una de las propiedades estudiadas en [11] y corresponde a la probabilidad de que el emisor
no reporte un envio exitoso en a lo sumo 1000 pasos. La féormula PCTL que la expresa es
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Tabla 4.2: Tiempos para BRP (N = 2048, MAX = 50) con Jacobi para BDDs

Speedup Eficiencia Speedup Eficiencia
Hilos  Tseq  Tpar  Titer Tserup Total (paralelo) (paralelo) (total) (total)

1 22.693 38.530 61.223 0.248 61.471 1.000x 100.0%  1.000x 100.0%
2 28.963 26.540 55.503 0.263 55.766 1.452 % 72.6% 1.102x 55.1%
3 33.185 23.341 56.526 0.250 56.776 1.651x 55.0% 1.083x 36.1%
4  34.157 25.001 59.158 0.248 59.406 1.541x 385% 1.035x 25.9%
5 37.147 25.661 62.808 0.249 63.057 1.502 x 30.0% 0.975x 19.5%
6 37.080 21.761 58.841 0.252 59.093 1.771x 29.5%  1.040x 17.3%
7 35.507 20.510 56.017 0.264 56.281 1.879x 26.8% 1.092x 15.6%
8 38.431 24.327 62.758 0.252 63.010 1.584 x 19.8% 0.976x 12.2%
9 40.221 23.647 63.868 0.255 64.123 1.629x 18.1%  0.959x 10.7%
10 39.594 21.105 60.699 0.253 60.952 1.826x 18.3%  1.009x 10.1%
11 38.916 21.274 60.190 0.256 60.446 1.811x 16.5% 1.017x 9.2%
12 38.754 21.264 60.018 0.255 60.273 1.812x 15.1% 1.020x 8.5%
13 42.746 23.120 65.866 0.261 66.127 1.667 x 12.8%  0.930x 7.2%
14  41.781 23.526 65.307 0.269 65.576 1.638 x 11.7%  0.937x 6.7%
15  43.047 26.516 69.563 0.261 69.824 1.453 x 9.7%  0.880x 5.9%
16 40.974 27.789 68.763 0.266 69.029 1.387x 8.7%  0.891x 5.6%

Ptrue % =190 s = 5 A T]. E1 BDD utilizado para almacenar el modelo es un BDD puro sin
matrices ralas, aunque para el vector de iteraciones utilizamos un vector explicito ya que
estamos trabajando con el motor hibrido.

Un punto que puede causar confusién es el operador % =¥ cuya verificacién no requiere la
aplicacion del método de Jacobi. Sin embargo, como mencionamos en la seccién 3.2, cuando
hablamos de Jacobi hacemos en realidad referencia a todos los algoritmos de verificacion
implementados en términos de multiplicacién de matrices.

Se puede ver como el c6digo paralelo escala razonablemente bien hasta aproximadamen-
te 12 procesadores, con una eficiencia que se mantiene sobre el 50 %. Para 13 procesadores en
adelante hay un poco de inestabilidad, que puede responder a una combinacion de carga del
sistema y saturacion de recursos de la arquitectura. El rendimiento total también es menor a
causa del tiempo consumido por el c6digo secuencial que representa una porcién importante
del tiempo total. De todos modos, la aceleracion final maxima de 3,54 x obtenida para 12
procesadores es mds que respetable y resulta una buena muestra de las ganancias que se
pueden obtener con este tipo de algoritmos.

La tabla 4.2 muestra el comportamiento del mismo método aplicado a BDDs con ma-
trices ralas incrustadas. Este algoritmo es mds rdpido que el anterior por lo que el tamafio
del modelo se incrementa a 2048 fragmentos y 50 retransmisiones. Las perspectivas son
bastante desalentadoras. La aceleracion del c6digo paralelo parece oscilar entre 1,4x y 1,8x,
independiente de la cantidad de procesadores que se utilizan. La eficiencia también decae
rapidamente, y el tiempo total es comparable (y en algunos casos peor) al de la versién
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Figura 4.3: Tiempo de procesamiento por hilo
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secuencial.

Si bien los resultados en este tltimo caso no son positivos, es importante destacar las
causas que producen esta degradacion en el rendimiento. El primer culpable es el algorit-
mo de balanceo estatico. Como mencionamos en la introduccion de la seccién 3.3.2, las
matrices ralas en BDDs mixtos dificultan la prediccién del computo requerido al modificar
los patrones de acceso a memoria. Luego, el modelo de costos simple que utilizamos ya no
funciona correctamente. Esto se puede ver en el grafico 4.3 que muestra el tiempo relativo de
procesamiento por hilo para una ejecucion con 8 hilos.

Observando las barras en gris oscuro, se puede ver que la division de tareas es relativa-
mente pareja para el algoritmo aplicado a BDDs puros, con una diferencia méxima de 2,15x
entre el hilo més lento y el hilo mds rdpido. Sin embargo, al introducir matrices ralas esta
diferencia se eleva a 3,87 %, lo que significa que un hilo estd demorando casi 4 veces mas que
los demds Aun ajustando el modelo de costos, resulta muy dificil predecir como factores de
bajo nivel, como la contencién en el acceso a memoria, afectaran el rendimiento de cada hilo
en particular, lo que es una debilidad inherente a cualquier algoritmo de balanceo estético.

El segundo responsable del bajo rendimiento paralelo es irénicamente la misma optimi-
zacion que se incorpora para mejorar el funcionamiento del algoritmo: las matrices ralas.
Al mejorar la localidad en el acceso a memoria y reducir el tiempo requerido para recorrer
el BDD, estas reducen la proporcién de tiempo consumido por el computo que queremos
paralelizar. Como consecuencia, las ganancias totales se ven reducidas tal como lo describe
laley de Amhdal. Esto se compone con otro problema, que es el incremento de los tiempos
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Tabla 4.3: Tiempos para Kanban (N = 4) con Jacobi para matrices ralas

Speedup Eficiencia Speedup Eficiencia
Hilos Tseq  Tpar  Titer Tserup Total (paralelo) (paralelo) (total) (total)

1 3.671 12.858 16.529 1.153 17.682 1.000x 100.0%  1.000x 100.0%
2 3.7762 7.240 11.002 1.149 12.150 1.776x 88.8%  1.455x 72.8%
3 3.894 5356 9.250 1.144 10.394 2.401x 80.0% 1.701x 56.7%
4 3835 4.280 8.115 1.142 9.258 3.004 x 75.1% 1.910x 47.7%
5 3877 3771 7.648 1.150 8.798 3.410x 68.2% 2.010x 40.2%
6 3959 3,517 7.476 1.154 8.629 3.656 60.9%  2.049x 34.2%
7 3920 3.392 7.312 1.153 8.465 3.791x 542%  2.089x 29.8%
8 4.188 3.324 7.512 1.146 8.658 3.868x 48.4% 2.042x 25.5%
9 4462 3.069 7.531 1.148 8.679 4.189x 46.5% 2.037x 22.6%
10 4.583 3.052 7.636 1.152 8.787 4.213x 42.1% 2.012x 20.1%
11 4.686 2.824 7.510 1.147 8.657 4.553 % 414% 2.042x 18.6%
12 5.092 3.065 8.157 1.152 9.309 4.195x% 35.0% 1.899x 15.8%
13 4.426 3.167 7.594 1.153 8.747 4.060x 312%  2.021x 15.5%
14 4532 3.028 7.560 1.161 8.721 4.246 % 30.3% 2.027x 14.5%
15 5.094 3.515 8.610 1.149 9.759 3.658x 244% 1.812x 12.1%
16 4911 3.380 8.291 1.153 9.443 3.804 x 23.8% 1.872x 11.7%

secuenciales causados por el paso de acumulacién al final de cada iteracion. A diferencia de
los algoritmos analizados en el resto de este capitulo, la division irregular que empleamos
aqui dificulta el uso de exclusion mutua para sincronizacion. Luego, nuestra implementacion
utiliza un vector por hilo, acumulando los valores de estos vectores al final de cada iteracion.
Evidentemente, la acumulacién demanda més tiempo mientras mayor sea la cantidad de
hilos.

En resumen, el algoritmo desarrollado funciona satisfactoriamente para los BDDs puros
que son la piedra base de los métodos de verificacién simbélicos. Por otro lado, las optimiza-
ciones empleadas pierden efectividad con la introduccién de matrices ralas incrustadas que
cambian la dindmica del proceso de verificacion. Para enfrentar este problema, debemos
recurrir a los algoritmos que describimos en las siguientes secciones.

4.4.2. Jacobi con matrices incrustadas

En la tabla 4.3 vemos los resultados del método de Jacobi modificado para BDDs con
matrices ralas. La propiedad verificada cuantifica la probabilidad de encontrarse en un
estado en el que la primera unidad de produccién tiene al menos un producto terminado o
en produccion. La formula CSL correspondiente es .#[w1 > 0].

La cantidad maxima de hilos para los que evaluamos esta limitada por el nimero de
nucleos en nuestro sistema (16). Esta cantidad es suficiente para saturar el total de procesa-
dores, ya que por la naturaleza de los algoritmos usados, los hilos no bloquean por largos
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Figura 4.4: Kanban con Jacobi para matrices ralas (c6digo paralelo)
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periodos de tiempo. Luego, agregar més hilos s6lo aumenta las demoras por sincronizacion
reduciendo el rendimiento total del programa.

El método de Jacobi posee una inicializacién bastante sencilla, por lo que el tiempo de
inicializacién no tiene un gran impacto sobre el tiempo total de ejecucién, como podemos
comprobar viendo la tabla. Por otro lado, el cédigo secuencial sigue representando una
fraccién importante de cada iteracion por lo que de acuerdo a la ley de Amhdal, el grado
maximo de aceleracion se encuentra bastante limitado. Por ejemplo, para un sistema Kan-
ban con N =5 la aceleracién méaxima para las iteraciones con 16 procesadores no puede
superar 174688042 =4,58. Como se comprueba para el caso N = 4, esto reduce una

29003209+ 145684833716
aceleracion de 3,8 en el cddigo paralelo a una aceleracion total de 1,87.

El gréfico de la figura 4.5 demuestra la efectividad de la asignacién dindmica de tareas
para distribuir el trabajo entre hilos. Como se puede observar en dicho gréfico, los tiempos
por hilos son todos muy parejos, sin las desviaciones que se observaban en el método
anterior al introducir las matrices ralas. Luego, podemos decir que este algoritmo soluciona
exitosamente el problema del balanceo de cargas.

Sin embargo, los datos de la tabla también muestran que el c6digo paralelo no escala
suficientemente bien, con una eficiencia que sé6lo se mantiene por encima de un 70% al
correr con 4 hilos o menos. Al aumentar la cantidad de hilos, los costos de sincronizaciéon
comienzan a manifestarse llevando a situaciones donde el uso de mas hilos aumenta el
tiempo total y termina resultando contraproducente. La figura 4.4 muestra que la situacién
no mejora al aumentar el tamafo del modelo.

El andlisis que realizamos nos lleva a hipotetizar que la principal causa de este problema
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Figura 4.5: Tiempo de procesamiento por hilo
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son las escrituras a memoria compartida. Recordemos que en este método se utilizan dos
vectores, uno de sélo lectura correspondiente a la iteracion anterior y un segundo donde
calculan los resultados para la iteracién actual. Para empezar, en nuestra implementacion
el segundo de los vectores estd almacenado completamente en la memoria de un tnico
procesador. Luego, todos los otros procesadores deben acceder a memoria no local lo que im-
plica una ligera demora adicional y puede también saturar el ancho de banda de la memoria
utilizada.

Una solucién posible, como mencionamos en la seccion 3.3.2, es utilizar memoria local a
cada hilo para realizar los célculos durante cada iteracion. Esto produce un vector por cada
hilo que luego deben ser acumulados en un vector global antes de la siguiente iteracion.
Sin embargo, el problema de la escritura compartida sigue estando presente a la hora de
consolidar los vectores y es peor a medida que aumenta la cantidad de hilos. Experimentos
realizados con esta aproximacién ofrecieron resultados comparables con los anteriormente
obtenidos.

Una observacion al margen que surge de este andlisis concierne la prevencién de conflic-
tos utilizando exclusién mutua. Al intentar calcular las demoras que esto genera, podemos
comparar el c6digo con una version donde las unidades asignadas a distintos procesadores
pueden acceder a las mismas posiciones en memoria. Si bien esto provoca resultados cada
vez mds incorrectos al aumentar la cantidad de hilos y luego de conflictos, también simplifica
la asignacion de tareas reduciendo la seccion critica del c6digo. Podemos esperar entonces
un programa que, aunque incorrecto, sea méas veloz que el original y asi medir el impacto de
los métodos de sincronizacion usados.

En la practica, los resultados de este experimento son altamente contraintuitivos: el pro-
grama no s6lo produce valores incorrectos sino que también es més lento que el original.
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Tabla 4.4: Tiempos para Kanban (N = 4) con Gauss-Seidel

Speedup Eficiencia Speedup Eficiencia
Hilos Tseq  Tpar  Titer Tserup Total (paralelo) (paralelo) (total) (total)

1 0.003 13.955 13.958 2.038 15.996 1.000x 100.0%  1.000x 100.0%
2 0003 7.419 7.422 2.035 9.456 1.881x 94.1% 1.692x 84.6%
3 0.003 5.347 5350 2.034 7.384 2.610x 87.0% 2.166x 72.2%
4 0.003 4.112 4.114 2.035 6.149 3.394 x 84.9%  2.601x 65.0%
5 0003 3.284 3.286 2.038 5.324 4.250x 85.0%  3.004x 60.1%
6 0003 2.801 2.804 2.037 4.841 4.982x 83.0% 3.304x 55.1%
7 0003 2.588 2,591 2.020 4.611 5.391x 77.0%  3.469x 49.6%
8 0.003 2.256 2.259 2.047 4.305 6.186x 773%  3.715x 46.4%
9 0.003 2257 2260 2.030 4.290 6.182x 68.7%  3.728x 41.4%
10 0.003 2.101 2.104 2.034 4.139 6.641 x 66.4%  3.865x 38.6%
11 0.003 2.131 2.134 2.032 4.166 6.549 % 59.5%  3.839x 34.9%
12 0.004 1.965 1.969 2.026 3.996 7.101x 59.2%  4.003x 33.4%
13 0.003 2.002 2.005 2.039 4.044 6.971x 53.6%  3.955x 30.4%
14 0.004 1976 1.980 2.043 4.022 7.063 x 50.4% 3.977x 28.4%
15 0.003 1.974 1978 2.033 4.011 7.068 x 47.1%  3.988x 26.6%
16 0.003 1.914 1.918 2.035 3.953 7.290x 45.6%  4.046x 25.3%

Esto no parece razonable, ya que hemos disminuido el c6digo y aumentado el grado de
entrelazado (interleaving) posible. La respuesta a este enigma se encuentra en un aspecto
crucial de sistemas con multiples procesadores: la coherencia entre cachés. Cuando dos
0 mds procesadores trabajan sobre una misma porcién de memoria, las escrituras de uno
de estos puede afectar posiciones de memoria que estaban cacheadas en el segundo. Esto
invalida la caché de los demds procesadores, lo que penaliza su rendimiento. Esto es un pro-
blema atin cuando el entrelazado de estas instrucciones no afecte el resultado del algoritmo.
Luego, la exclusion mutua no s6lo asegura resultados correctos sino que al permitir acceso
a un procesador por vez tiene también el efecto no anticipado de reducir los problemas de
coherencia.

4.4.3. Gauss-Seidel

La tabla 4.4 muestra los resultados para el método de Gauss-Seidel expuesto en la seccion
3.3.3. La variante utilizada es Pseudo Gauss-Seidel. Como se puede ver, esta situacion es
muy diferente a la encontrada con Jacobi. Para empezar, el tiempo de inicializacién juega
aqui un papel mds importante. El incremento en el tiempo de inicializacién en comparacién
con Jacobi se debe principalmente a la construccion de la matriz de bloques y el grafo de
dependencias antes de comenzar las iteraciones, lo que requiere recorrer el BDD original.
Como vemos para Kanban con N = 4, el tiempo de inicializacion es la mitad del tiempo
total de ejecucion, transformando una aceleracion de aproximadamente 7,3 en el c6digo
paralelo en una aceleracion total de 4,04. Afortunadamente, este efecto se reduce a medida
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Figura 4.6: Kanban con Gauss-Seidel (c6digo paralelo)

- N=4
> N=4
- N=5
-N=5
> N=6
<'N=6

Speedup
Eficiencia

Hilos

que aumenta el tamafio del modelo.

Por otro lado, la mayor parte del c6digo que se ejecuta durante las iteraciones es paraleli-
zable. Luego, el tiempo del c6digo secuencial tiene un efecto despreciable. El resultado es
una aceleracion de 7.29x a 8.25x en las iteraciones, o equivalentemente una eficiencia mayor
al 50 % que incluso se mantiene sobre el 75 % para menos de 8 procesadores. Estos resultados
son comparables a los obtenidos en [21].

Mejor atin, como vemos en la figura 4.6, la escalabilidad del c6digo paralelo aumenta a
medida que incrementamos el tamano del modelo. Las curvas de aceleracion crecen en un
principio casi linealmente y para los modelos grandes, s6lo se estabilizan al alcanzar el limite
de procesadores que ofrece nuestra arquitectura. Sumado a la menor influencia de la fase de
inicializacion, es posible alcanzar una aceleracion fotal de entre 7x y 8, lo que constituye
una reduccion notable en los tiempos de verificacion para modelos de gran tamafio.

Comparando con el método de Jacobi, una leccién que se puede extraer es que no siempre
un mayor grado de libertad se traduce en mejoras en el rendimiento. Se podria pensar que al
planificar bloques de forma independiente se reducen las demoras por exclusion mutuay
aumentan el nimero de tareas disponibles lo que mejora el balanceo de cargas. Sin embargo,
el empeoramiento en el uso de la memoria debido a la necesidad de reinicializar y cargar
multiples veces el vector correspondiente a un mismo conjunto de filas tiene un impacto
negativo que resulta mas notorio en el resultado final.
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Tabla 4.5: Kb de memoria utilizada para Kanban (N = 6)

Hilos Jacobi  Gauss-Seidel

Secuencial 200,268.0 111,337.2

1 200,268.0 143,322.1
2 200,268.0 143,395.6
3 200,268.0  143,469.1
4 200,268.0  143,542.6
5 200,268.0 143,616.1
6 200,268.0 143,689.6
7 200,268.0 143,763.1
8 200,268.0 143,836.6
9 200,268.0  143,910.1
10 200,268.0 143,983.6
11 200,268.0  144,057.1
12 200,268.0 144,130.6
13 200,268.0 144,204.1
14 200,268.0 144,277.6
15 200,268.0  144,351.1
16 200,268.0 144,424.6

4.4.4. Consumo de memoria

La tabla 4.5 muestra la cantidad de memoria consumida por estos tltimos dos métodos
para un caso particular. Para Jacobi, la cantidad de memoria utilizada no estd afectada por
la cantidad de hilos, ya que se utilizan siempre los dos mismos vectores para realizar las
iteraciones. Ademas, el incremento de memoria por sobre la implementacién secuencial es
menor al 1%, ya que s6lo se requiere memoria adicional para almacenar la cola de bloques a
procesar.

En Gauss-Seidel, el incremento sobre la implementacién secuencial es mdas notable,
ya que se requiere suficiente espacio adicional para almacenar las entradas del grafo de
dependencia lo que significa un aumento del 28,7 % en la cantidad de memoria utilizada.
También hay un ligero incremento al aumentar la cantidad de hilos, correspondiente a los
vectores adicionales que se utilizan para almacenar los resultados temporales de un conjunto
de filas. Sin embargo, vemos que con bloques suficientemente pequefos este aumento no
es realmente notable. Como vemos en el grafico de la figura 4.7, el mayor porcentaje sigue
estando dedicado al vector de iteracion.

4.4.5. Gauss-Seidel con prioridades
La tabla 4.6 ilustra la cantidad de iteraciones necesarias para la convergencia del método

de Gauss-Seidel en un sistema de sondeo ciclico. La propiedad verificada es una propiedad
de estado estable que representa la probabilidad de que la primera estacion se encuentre
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Figura 4.7: Gauss-Seidel - Uso de memoria

MTBDD Hibrido Vectores por hilo

Matriz de bloques

Grafo de
dependencias

Matrices ralas

incrustadas

Vector para

diagonales Vector de iteracion

Tabla 4.6: Iteraciones para Polling (Gauss-Seidel con y sin prioridades)

1 hilo 8 hilos
Con Sin ‘ Con Sin

46 46| 46 46
75 88| 75 88
102 132] 119 132
128 178 | 162 163
107 225| 160 182
124 275| 204 213
141 325| 243 237
158 377 | 279 275
166 429| 307 311
182 483 | 342 327
199 537 375 371
207 577 | 383 396
223 633 | 418 427
231 694 | 437 459
248 750 | 466 483
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esperando servicio. Su féormula CSL es #[s1 =1 A (s=1A a = 1)]. Laintencién es mostrar
los resultados de la optimizaciéon mencionada en la secciéon 3.3.4.

Las primeras dos columnas denotadas Con'y Sin muestran resultados altamente positivos.
Para un sistema de sondeo con 16 estaciones, el método de Gauss-Seidel con prioridades
requiere 1/3 de iteraciones en comparacion con el método sin prioridades (248 vs 750). Si
bien hay un ligero incremento por la estructura utilizada para el manejo de prioridades,
el tiempo por iteracién se mantiene practicamente igual. Luego, esto se traduce en una
reduccion del 66 % en el tiempo de verificacion.

Por otro lado, al ejecutar los mismos algoritmos con 8 hilos en paralelo, la reduccién
en la cantidad de iteraciones es notablemente menor, rondando un 5%. Esto se justifica ya
que aunque la incorporacion de prioridades designa un orden parcial entre los bloques, al
ejecutar el algoritmo en paralelo este orden no siempre puede ser obedecido por demoras en
el procesamiento de algunos bloques.

Por ejemplo, si el bloque A utiliza los valores de los bloques By C, la versién secuencial
procesard B, C y finalmente A con los valores actualizados de B y C. Por otro lado, si el
algoritmo se ejecuta paralelamente con 3 o mas hilos, procesaréd A, B y C simultdneamente,
por lo que la ventaja se pierde. Atn si s6lo se ejecutan 2 hilos, si uno de los bloques By C
terminan de procesar y no hay otro candidato disponible, para no desperdiciar recursos
debemos continuar inmediatamente con el bloque A.

Esto también explica el incremento en el nimero total de iteraciones para el algoritmo
con prioridades al pasar de la version secuencial a la version paralela. Sin embargo, la tabla
muestra el efecto inverso para el algoritmo sin prioridades: la cantidad total de iteraciones
se reduce. Aunque no hemos podido establecer las causas de dicho comportamiento, esto
explica también por qué la diferencia entre los algoritmos paralelos es menor.
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Capitulo b5

Conclusiones

Hemos presentado en este trabajo tres algoritmos paralelos distintos para resolver el
problema de verificacion de modelos. Todos estdn basados en algoritmos existentes, que
han sido modificados para atender los problemas caracteristicos causados por la ejecucion
concurrente. Hemos demostrado que con una implementacion correcta es posible obtener
algoritmos con un buen grado de escalabilidad que ofrecen mejoras de rendimiento notables
en comparacion con una version secuencial. Sin embargo, también vimos como detalles
menores, principalmente relacionados a la arquitectura utilizada, toman un papel mucho
mas relevante a la hora de paralelizar y pueden tener un gran impacto en la utilidad de los
algoritmos obtenidos.

El disefio de algoritmos distribuidos de verificacién es un drea relativamente novedosa y
poco explorada, més atin en lo que se refiere a la aplicaciéon de técnicas simbdlicas para el
tratamiento de modelos probabilisticos. La mayoria de las herramientas disponibles estdn
disefiadas para correr sobre un inico procesador y no poseen soporte para concurrencia.
Podemos mencionar de todas formas algunos trabajos similares al nuestro dentro de estas
lineas. En [17] se presenta una paralelizacién del método de Gauss-Seidel basada en la varian-
te de Gauss-Seidel por bloques. Si bien las ganancias en rendimiento son considerables, el
analisis se restringe al funcionamiento en sistemas con dos procesadores. También se intro-
ducen técnicas de precondicionamiento, similares a nuestra variante para Gauss-Seidel con
prioridades, que reducen la cantidad de iteraciones necesarias para lograr la convergencia
del método.

Por otro lado, en [21] se extiende el alcance a clusters de computadoras, con resultados
comparables a los encontrados en nuestro trabajo. El método analizado es nuevamente
Gauss-Seidel y se emplean técnicas de frente de onda (wavefront) que hacen uso del grafo de
dependencias para planificar la ejecucién de distintas tareas, aunque en este caso la estrategia
de planificacién utilizada es estética. Esto ultimo, sumado a preocupaciones propias de la
arquitectura utilizada como los mecanismos de pasaje de mensajes o la importancia de
reducir la comunicacién entre nodos del cluster, modifica el tratamiento de problemas como
el balanceo de cargas.

Finalmente, también podemos mencionar a [22], donde se estudian alteraciones a la
estructura PRISM para posibilitar procesamiento distribuido a gran escala, también conocido

57



como “grid computing”. Como es de esperar, las dificultades aqui no se limitan al procesa-
miento numérico sino que abarcan problemas més generales de administracion y seguridad
como el control y monitoreo de procesos en estaciones remotas, la autenticacién de clientes
y el envio de cantidades masivas de datos. El trabajo ofrece una descripcion de alto nivel de
las tecnologias utilizadas para enfrentar estos desafios.

Un nueva manera de explotar el paralelismo que ha surgido recientemente es la compu-
tacion de propésito general utilizando placas de video tradicionalmente empleadas para la
aceleracion del procesamiento grafico. La creacién y distribucion por parte de los fabricantes
de herramientas que permiten acceder directamente a los recursos provistos por estas placas
han habilitado el acceso a esta nueva tecnologia, conocida como GPGPU. La mayor ventaja
reside en la gran cantidad de hilos que pueden ser ejecutados de manera simultdnea, lo que
ha sido explotado exitosamente en la aceleracion de algoritmos de calculo numérico.

Resulta interesante evaluar la aplicabilidad de estas tecnologias al problema de verifi-
cacion simbdlica de modelos. El principal obstaculo a tal fin lo constituye la arquitectura
altamente no convencional de este tipo de dispositivos, que pueden clasificarse como proce-
sadores SIMD o “Unica instruccién, multiples datos” (single instruction, multiple data). Si
bien esto permite explotar el paralelismo de datos logrando un alto nivel de “throughput”, no
se adapta del todo bien a las irregularidades de estructuras de almacenamiento simbolico co-
mo los BDD. Por otro lado, el uso de métodos simbdlicos reduce el consumo de memoria, un
recurso tipicamente escaso en estos sistemas. Luego, una aproximacion efectiva al problema
requiere establecer un compromiso adecuado entre estos factores y otros como el tiempo de
transferencia de datos.

Los resultados obtenidos muestran que una de las consideraciones mas importantes para
garantizar un buen rendimiento en los algoritmos paralelos es el uso correcto de la memoria
caché. T4cticas como el uso de matrices incrustadas, la division en bloques y la planificacion
apropiada de tareas aumentan la localidad en los accesos a memoria y son esenciales para
lograr algoritmos eficientes, a pesar de diluir la pureza de las estructuras simbolicas.

Estas tacticas ofrecen pardmetros que deben ser configurados segun las caracteristicas
como tamano de caché o latencia de lectura y/o escritura. En nuestro caso, este ajuste se
realizo de forma manual teniendo en cuenta las limitaciones de los algoritmos utilizados y la
arquitectura objetivo, lo que no asegura que el rendimiento obtenido sea el mejor posible o
que se mantenga estable al migrar a otras arquitecturas.

Dicho esto, una opcién que vale la pena explorar es el uso para la verificacion de algo-
ritmos “cache-aware” o “cache-oblivious”. En los primeros los pardmetros de configuracion
se hacen explicitos lo que facilita el proceso de optimizacién, mientras que los segundos
estdn disefiados para aprovechar al médximo la memoria caché sin tener que conocer los
valores exactos de estos pardmetros. Sospechamos que la paralelizaciéon puede beneficiarse
del uso de este tipo de algoritmos, atin cuando la version secuencial de los mismos no exhiba
mayores diferencias en rendimiento.

La introduccién del paralelismo también pone en evidencia nuevos cuellos de botella en
el proceso de verificacion, que limitan las ganancias obtenidas tal como lo describe la ley de
Ambhdal. Uno de estos cuellos de botella es el andlisis de alcanzabilidad previo a la verificacion.
El uso de BDDs fuerza a implementar los algoritmos de alcanzabilidad utilizando métodos
de punto fijo, lo que provoca célculos redundantes y disminuye la eficiencia.
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Una via de solucion es extender las técnicas de paralelizacion presentadas en este trabajo a
estos algoritmos, aunque dado que el precalculo no es un proceso cuantitativo sino cualitativo
(no utiliza los valores especificos de probabilidad), también es probable que existan otras
aproximaciones usando para este paso estrategias alternativas de almacenamiento.
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