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Capítulo 1Introdu

iónLa probabilidad entra en es
ena para modelar 
iertos pro
esos que tienen un 
omportamiento inherente-mente probabilísti
o o no del todo 
ono
ido. Los algoritmos probabilísti
os tienen 
omo objetivo darleun mejor trato a problemas que no pueden ser resueltos e�
ientemente, o que no pueden ser resueltos deltodo de manera estandard. Los problemas 
omplejos requieren a menudo de pro
esos matemáti
os querequieren mu
ho poder de 
ómputo; 
on lo 
ual usar este tipo de algoritmos resulta una buena op
iónpara redu
ir la 
omplejidad del tiempo de 
ál
ulo. En [9℄ Gupta expli
a las ventajas de los algoritmosprobabilísti
os que se están volviendo 
ada vez más populares; ello se debe a que 
asi siempre resultan másfá
il de implementar y entender que su versión estandard. Esta simpleza ha sido un fa
tor determinantepara la a
epta
ión de los mismos en la 
omunidad del software; en la que se le da mu
ha importan
iaal 
osto y 
omplejidad. Sin embargo, 
omo 
ontrapunto está el he
ho de que se sa
ri�
a la no
ión de
orre

ión absoluta del programa, por una no
ión de 
orre

ión 
on probabilidad mayor o igual a 1� �.La belleza de estos algoritmos radi
a en que eje
utando sólo algunas itera
iones se obtiene un grado altode 
on�bialidad (� pequeño) en el resultado. Lo 
ual suele ser a menudo mu
ho mas rápido que eje
utarun 
ompli
ado algoritmo estandard una vez.Mu
hos sistemas de 
riptogra�a de 
lave públi
a 
omo el RSA, basan su seguridad en la di�
ultadde fa
torizar grandes numeros. De allí na
e la importan
ia de generar numeros primos de 100 o másdígitos. Veri�
ar si un entero es primo, es un problema 
lasi
o de teoría de números. Introdu
iendoprobabilidad puede resolverse en tiempo polinomial. En este trabajo se estudiará el test de primalidadde Miller-Rabin; el 
ual pertene
e al tipo de algoritmos Monte Carlo que son rápidos y probablemente
orre
tos. Usando una nota
ión general el algoritmo satisfa
e dos resultados:prime:N =) Prob� MillerRabin(N;T ) � = 1:prime:N =) Prob�:MillerRabin(N;T ) � � 1� 2�Tdonde T representa la 
antidad de itera
iones. Es de
ir que el error 2�T puede ha
erse exponen
ialmentetan pequeño 
omo se desee iterando varias ve
es. El algoritmo utiliza una té
ni
a probabilísti
a que sedenomina búsqueda aleatoria [9℄; que 
onsiste en bus
ar en un espa
io grande por algún elemento quetenga la propiedad deseada. Si la propiedad en 
uestión es fá
ilmente veri�
ada y los elementos que laposeen son abundantes, enton
es la búsqueda aleatoria puede ser muy efe
tiva. Un requisito implí
ito2



es que la búsqueda sea mas o menos uniforme del espa
io en 
onsidera
ión. En el 
aso de Miller-Rabin,siendo N el número sobre el 
ual se está 
hequeando primalidad, enton
es el espa
io de búsqueda es el
onjunto f2; : : : ; N�1g. Si un elemento de ese 
onjunto satisfa
e 
ierta propiedad a veri�
ar, enton
es es
ompuesto. En [12℄ Miller probó que existen al menos N�12 elementos 
on 
ierta propiedad (presentadaen el próximo 
apítulo) que atestigua que N no es primo.La presen
ia de elementos probabilísti
os en los programas ha
e que el entendimiento opera
ional ytesting se 
onviertan pre
arios. Enton
es herramientas adi
ionales, tales 
omo las té
ni
as de veri�
a
iónformal, se 
onvierten fundamentales para el diseño de programas probabilísti
os. Hurd [2℄ hizo unaveri�
a
ión del test de Miller-Rabin en un mar
o fun
ional; aquí se hará en uno imperativo. Se veri�
aráel algoritmo usando dos lógi
as totalmente distintas que son extensiones probabilísti
as de la lógi
a deHoare. A los 
omandos guardados usuales de Dijkstra [1℄, se in
orpora un nuevo 
onstru
tor que sedenomina sele

ión probabilísti
a. Supongamos que � es una 
onstante en el rango (0; 1) enton
es elprograma S �� T se interpreta opera
ionalmente asi: 
on probabilidad � se eje
uta el programa S y
on probabilidad 1 � � se eje
uta el programa T . Antes de 
ontinuar vamos a diferen
iar varios tiposde programas: Término Signi�
adoestandard no in
luye ningún operador �� o uprobabilísti
o in
luye al menos un operador ��determinísti
o no in
luye ningún un operador uno-determinísti
o in
luye al menos un operador uEl programa no-determinísti
o S u T representa la ignoran
ia o abstra

ión total de 
ual de los dosprogramas será eje
utado. De todos modos aquí sólo se trabajará 
on programas determinísti
os.La primer lógi
a es la extensión de Hoare 
reada por Hartog [4℄. Aqui se propone un sistema deprueba 
ompleto y 
orre
to para razonar sobre programas que a
túan probabilísti
amente. Este sistema sedenomina pH , y 
on el se puede probar la validez de triplas de Hoare fpgsfqg; donde p es una pre
ondi
ióny q es una post
ondi
ión del programa probabilísti
o s. Se introdu
en predi
ados probabilísti
os quepermiten expresar probabilidades sobre predi
ados determinísti
os o de
ir que una variable de programatiene 
ierta distribu
ión de probabilidades.La segunda extensión de Hoare se denomina pCGL; está desarrollada entre otros por Morgan [5℄,[6℄, [7℄, [8℄. En esta lógi
a se trata la veri�
a
ión de los programas probabilísti
os a nivel de weakestpre
onditions. Un predi
ado estandard P se traslada a la aritméti
a es
ribiendolo 
omo el predi
adoprobabilísti
o [P ℄, una expresión que vale 1 
uando se satisfa
e P y 0 en 
aso 
ontrario. El trasformadorde predi
ados probabilísti
os wp:S fa
ilita el razonamiento de programas imperativos que 
ontenganalguna sele

ión probabilísti
a. No sólo se puede determinar si un programa estable
e 
ierto resultado,sino que además 
on que probabilidad lo ha
e. Por otra parte se generalizan las no
iones de invarianzay variante agregando argumentos probabilísti
os para la termina
ión de un programa.En el 
apítulo 2 se presenta 
on detalle el algoritmo de Miller-Rabin y dos propiedades matemáti
asfundamentales para la veri�
a
ión 
on 
ada una de las lógi
as. En el 
apítulo 3 da una introdu

ión de lalógi
a de Hartog ; y la 
orrespondiente veri�
a
ión del algoritmo. En el 
apítulo 4 se introdu
e la lógi
ade Morgan y posteriormente la veri�
a
ión de Miller-Rabin. El 
apítulo 5 estable
e una 
ompara
ión3



de ambas lógi
as basada en las dos veri�
a
iones, resaltando los puntos a favor y en 
ontra de 
adalógi
a. En el �nal se in
luyen dos apéndi
es 
on propiedades y lemas auxiliares que fueron utilizados enla veri�
a
ión del algoritmo.
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Capítulo 2Algoritmo de MillerRabin
2.1 AlgoritmoAquí se presentará una versión 
on algunas varia
iones del original que Miller publi
ó en [13℄. Los
ambios no son tras
endentes, pero son 
onvenientes para que las veri�
a
iones resulten más entendibles.Por ejemplo hay variables 
omo b; a de las 
uales se podría pres
indir; pero que sin embargo se las usapara razonar y veri�
ar mejor el algoritmo. El entero sobre el 
ual se está testeando primalidad satisfa
eN � 3. De todos modos ya sabemos que 1 no es primo y 2 sí lo es. Por 
ompletitud se podría anidar elsiguiente algoritmo dentro de un if para 
ontemplar los 
asos: n = 1; 2 .
on N;T : Int;var x; y; a; a0; n; r; s; k;m; b : Int;var prime;witness : Bool;n = NFa
torTwos;x := 0;prime := true;while (x < T ) doUniforma[2; n� 1℄;WitnessTail; )MillerRabin1prime := prime ^ :witness;x := x+ 1od

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;MillerRabin
Seguidamente se expli
ará en que 
onsiste 
ada una de las partes que 
ompone el algoritmo prin
ipal.Programa Fa
torTwos : 5



r := 0;s := n� 1;while (s mod 2 = 0) dos := s div 2;r := r + 1odEste es simplemente un programa auxiliar que en
uentra naturales r; s tales que s es impar y2rs = n�1 .Programa Uniforma[2; n� 1℄ : m := n;while :(2 � m < n) doUnifPow2nod ;a := mEste programa está inspirado en la versión apli
ativa prob_uniform de�nida por Hurd [3℄. Se usaun 
i
lo para eje
utar repetidamente UnifPow2n, deteniéndose 
uando UnifPow2n retorna en m unnumero en el rango 
orre
to [2; n). Notar que Uniforma[2; n� 1℄ solo está de�nido para n � 3, ya quela distribu
ión Uniform[2; 2) es un 
on
epto matemáti
o mal formado.Programa UnifPow2n : k := n;m := 0;while (k 6= 0) dok := k div 2;b := 0 � 12 b := 1;m := 2m+ bodEste programa es una adapta
ión imperativa del algoritmo prob_unif de�nido en un mar
o fun
ionalpor Hurd [3℄. Suponiendo que n�1 está formado por K bits, el programa retorna en m el numero rep-resentado por los primeros K bits aleatorios; es de
ir: 0 � m < 2K . Pero la 
antidad de bits de n�1es log2:(n�1), por lo tanto la variable entera m retorna un número 
on distribu
ión uniforme en elintervalo: �0; 2log2:n�. Notar que el programa itera exa
tamente log2:(n� 1) ve
es, 
on lo 
ual no ha
euso de alguna termina
ión probabilísti
a.
6



Programa WitnessTail : a0 := as mod n;y := 0;witness := false;while (y < r ^ :witness) doif (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) thena0 := a02 mod n;witness := (a0 = 1)else a0 := a02 mod nfiy := y + 1;od ;witness := witness _ (a0 6= 1)Este fragmento del MillerRabin es ne
esaria para 
al
ular an�1 mod n y realizar algunos tests deprimalidad en el 
amino. Notar que el programa 
al
ula la siguiente se
uen
ia:�a20s mod n; a21s mod n; : : : ; a2rs mod n�Donde r; s son los naturales en
ontrados por Fa
torTwos y que satisfa
en 2rs = n�1. Si n fuera primo,enton
es los numeros de la se
uen
ia deben satisfa
er dos test de primalidad:Test 1 : a2rs mod n= f 2rs = n�1 gan�1 mod n= f n es primo ; �(n) = n� 1 ga�(n) mod n= f n es primo ; teorema pequeño de Fermat g1Test 2 : Para 
ada 0 < j � r se tiene que:a2js mod n = 1) f algebra g0 = (a2js � 1) mod n= ((a2j�1s)2 � 1) mod n= (a2j�1s + 1)(a2j�1s � 1) mod n= (a2j�1s + 1) mod n � (a2j�1s � 1) mod n) f n es primo g 7



(a2j�1s + 1) mod n = 0 _ (a2j�1s � 1) mod n = 0) f algebra ga2j�1s mod n = 1 _ a2j�1s mod n = n�1Programa MillerRabin1 : Uniforma[2; n� 1℄;WitnessTailEste programa genera una base aleatoria a en el rango [2; n � 1℄; luego 
hequea si es una baseatestiguada o no. Es bási
amente una itera
ión del algoritmo MillerRabin prin
ipal.Programa MillerRabin :Luego que se hayan 
al
ulado r; s tales que: 2rs = n� 1 (
on Fa
torTwos), se eje
utan T itera
iones delfragmento MillerRabin1. En 
ada una de di
has itera
iones se intenta en
ontrar alguna base testigo, siesta apare
e signi�
a que n no es primo; pero si ello no o
urre solo se puede de
ir que n es un numeroprobablemente primo.2.2 De�ni
ionesA 
ontinua
ión se de�nen una fun
ión matemáti
a, y algunos predi
ados que resultarán útiles en laveri�
a
ión.1. La fun
ión matemáti
a log2 se de�ne 
omo:log2 : Int! Intlog2:n = if n = 0 then 0 else 1 + log2:(n div 2)Bási
amente retorna la 
antidad de bits que tiene n .2. odd:n := n mod 2 = 13. prime:n := n > 1 ^ (8i : i � 1 : ijn ) i = 1 _ i = n)4. Sean r; s; n naturales tales que: n� 1 = 2rs ^ odd:s enton
es:witness:n:a := an�1 mod n 6= 1 _� 9i : 0 � i < r : a2i+1s mod n = 1 ^ a2is mod n 6= 1 ^ a2i+1s mod n 6= n�1 �2.3 PropiedadesAqui se enun
ian las dos propiedades matemáti
as fundamentales que se utilizarán en la veri�
a
ión delalgoritmo de MillerRabin.1. �8 n; a : 0 < a < n ^ prime:n : :witness:n:a� 8



2. � 8n : n � 3 ^ odd:n ^ :prime:n : j fa : 0 < a < n ^ witness:n:a g j � n�12 �La primer propiedad se dedu
e inmediatamente de las observa
iones he
has en la presenta
ión deWitnessTail 
uando n es primo. Notar que para este 
aso la veri�
a
ión es sen
illa, porque en 
adauna de las T itera
iones de MillerRabin, a nun
a será un testigo; 
on lo 
ual la varible booleana prime�nalizará 
on valor verdadero.Para el 
aso de la segunda propiedad, la demostra
ión es un po
o más té
ni
a y está detallada en [13℄.Notar que la base 1 nun
a será un testigo para 
ada n, luego la busqueda para en
ontrar algún testigose restringe al 
onjunto: f2; : : : ; n� 1g y sabemos que al menos n�12 bases de ese 
onjunto son testigos.Por otra parte tenemos un fragmento de programa que asegura una distribu
ión uniforme en el rango[2; n� 1℄, 
on lo 
ual podemos garantizar que la probabilidad de sele

ionar un elemento de ese 
onjuntoes de al menos 1n�2 . Por lo tanto la probabilidad de sele

ionar una base testigo será: (n�12 )( 1n�2 ) > 12 .

9



Capítulo 3Lógi
a de Hartog
3.1 Extensión de la lógi
a de HoareSintáxis y semánti
a de LpwEn primer lugar se presentará el lenguaje Lpw de [4℄, que abar
a los 
omandos 
onve
ionales: asig-na
ión, skip, 
omposi
ión se
uen
ial, sele

ión 
ondi
ional e itera
ión. Por otra parte se agrega un nuevo
omando: sele

ión probabilísti
a. Los programas son interpretados 
omo transformadores de estádos,donde el estádo se entiende 
omo la fun
ión que mapea variables en valores.De�ni
ión 1 El 
onjunto de variables de programa está denotado por PVar y rangeado por x; y. El
onjunto de enteros, denotado por Int es extendido 
on el elemento ? al 
onjunto Int?, donde ? esmenor que todos los enteros. El 
onjunto de estados determinísti
os S rangeado por � está dado por:S = PVar!Int? .Las opera
iones sobre los enteros darán ? 
uando no estén de�nidas, por ejemplo: división por 0 o
uando alguno de los argumentos no este bien de�nido.Ejemplo 1 Las variables n; r; s 2PVar y � es un estado determinísti
o:� = hn = 13; r = 2; s = 3i. De esta manera: �(n) = 13.De�ni
ión 2 El 
onjunto de expresiones enteras sobre Var, denotado por ExphVari es rangueado por e;donde n 2Int? y Var denota un 
onjunto de variables, que es rangueado por v.e ::= v j n j e+ e j e� e j e � e j e div e j e mod e j eeLa fun
ión de valua
ión que 
omputa el valor de una expresión dados los valores de las variables estáde�nida 
omo:

10



V : ExphVari ! (Var! Int?) ! Int?V(n)(f) = nV(v)(f) = f(v)V(e op e0)(f) = V(e)(f) op V(e0)(f)V(ee0)(f) = V(e)(f)V(e0)(f)donde: f 2 Var! Int? y op 2 f+;�; �; mod ; div gNotar que en el 
aso parti
ular que Var=PVar, la fun
ión f que suple los valores de las variables esun estado � 2 S.Ejemplo 2 Supongamos que f es una fun
ión que povee el valor de las variables r; s; en parti
ular elestado � de�nido anteriormente. Enton
es el valor de la expresión 2rs es:V(2rs) = V(2r)(f) � V(s)(f) = V(2)(f)V(r)(f) � f(s) = 2f(r) � f(s) = 22 � 3 = 12De�ni
ión 3 El 
onjunto de todas las 
ondi
iones booleanas sobre Var es denotado por BChVari yrangueado por 
; donde e es una expresión en ExphVari.
 ::= true j false j e = e j e < e j e � e j e > e j e � e j 
 ^ 
 j 
 _ 
 j :
 j 
! 
La fun
ión de evalua
ión que 
omputa el valor de una 
ondi
ión booleana dados los valores de las variablesprovistas por f , está de�nida por:B : BChVari ! (Var! Int?) ! BoolB(true)(f) = trueB(false)(f) = falseB(:
)(f) = :B(
)(f)B(e rel e0)(f) = V(e)(f) rel V(e0)(f)B(
 op 
0)(f) = B(
)(f) op B(
0)(f)donde: f 2 Var! Int? ; rel 2 f=; <;�; >;�g y op 2 f^;_;!gEjemplo 3 Sea i 2 Var y N 2 Int, la 
ondi
ión booleana (i > 0) di
e que la variable i es positiva;(N mod i = 0) expresa que N puede ser dividido por i; (N mod 2 = 1) indi
a que N es impar.Luego de haber de�nido las expresiones y 
ondi
iones booleanas, ahora se puede de�nir el lenguaje Lpwde una forma más pre
isa. Seguidamente se da la gramáti
a que genera los programas del lenguaje.De�ni
ión 4 Los programas en Lpw, rangueados por s, están dados por:s ::= skip j x := e j s; s j s�� s j if 
 then s else s fi j while 
 do s oddonde x 2PVar, e 2ExphPVari, 
 2BChPVari y � 2 (0; 1).11



Ejemplo 4 Un programa sen
illo de Lpw podría ser: b := 0� 12 b := 1Bási
amente es un bit aleatorio, 
ada una de las asigna
iones se eje
uta 
on probabilidad de 12 .Un programa determinísti
o es interpretado 
omo un tranformador de estados, es de
ir que el estadoresultante de la eje
u
ión del programa está dado por el valor de las variables. Este es el motivo porel 
ual el espa
io de estados S para programas determinísti
os fue de�nido 
omo: S = PVar!Int? .En el ejemplo anterior vimos que en un programa probabilíti
o, los valores de las variables no son másdeterminados. En lugar de dar el valor de una variable es ne
esario introdu
ir una distribu
ión sobretodos los posibles valores de esa variable. Además de ello también es ne
esario 
onsiderar la depende
iaentre variables de programas; ya que el valor de alguna de ellas podría estar sujeto al valor de otravariable. Estas observa
iones motivan a la sigiente de�ni
ión de estado probabilísti
o.De�ni
ión 5 El 
onjunto de estados probabilísti
os �, rangueado por �, está dado por:� = � � 2 S !CS [0; 1℄ j X�2S �(�) � 1 	Ejemplo 5 Supongamos que: �1 = hb = 0i y �2 = hb = 1i enton
es un estado probabil±ti
opodría ser: � = 13�1 + 23�2 de esta manera: �(�1) = 13 y �(�2) = 23Aquí S !CS [0; 1℄ denota el 
onjunto de todas las fun
iones de S en [0,1℄ 
on soporte 
ontable; es de
irque el 
onjunto f � 2 S j �(�) 6= 0 g es 
ontable. Notar que � es un 
onjunto par
ialmente ordenado,donde � � �0 si y solo si 8� 2 S : �(�) � �0(�). El elemento minimal de � es �0, el estádo probabilísti
oque le asigna 0 a 
ada estádo determinísti
o � 2 S. Para una se
uen
ia as
endente en �, el limite existedentro de � y 
orresponde al supremo de la se
uen
ia.A �n de de�nir la semánti
a denota
ional del lenguaje Lpw, ne
esitamos previamente dar algunasde�ni
iones. La no
ión de variante para programas determinísti
os se reemplaza por la siguiente extensiónprobabilísti
a.De�ni
ión 6 Sean f : S !Int? y � 2 �; el variante de �, denotado por �[x=f ℄, está dado por:�[x=f ℄(�) = X�02V �(�0) donde V = f �0 2 S j �0[x=f(�0)℄ = � gEjemplo 6 Como se tiene que:hk = 0i[k=V(k div 2)(hk = 0i)℄ = hk = 0i[k=0℄ = hk = 0ihk = 1i[k=V(k div 2)(hk = 1i)℄ = hk = 1i[k=0℄ = hk = 0ihk = 2i[k=V(k div 2)(hk = 2i)℄ = hk = 2i[k=1℄ = hk = 1iasignando k div 2 a k en el estado probabilísti
o � = 12 hk = 0i+ 14 hk = 1i+ 14 hk = 2i da el estadoprobabilísti
o: �[k=V(k mod 2)℄ = 12 hk = 0i+ 14 hk = 0i+ 14 hk = 1i = 34 hk = 0i+ 14 hk = 1i .De�ni
ión 7 12



Los operadores de ele

ión probabilísti
a �� y 
ondi
ional no es
alado ? se de�nen 
omo:��� � : ���! � � 2 (0; 1)�1 �� �2 = ��1 + (1��)�2
? : �! � 
 2 BChPV ari
?�(�) = ( �(�) si B(
)(�)0 si :B(
)(�)El operador �� 
ombina dos estádos probabilísti
os 
on probabilidades apropiadas. El estádo prob-abilísti
o 
?� se obtiene de � removiendo alguna probabilidad para los estádos determinísti
os que nosatisfa
en la 
ondi
ión 
. La suma entre estados probabilísti
os se de�ne punto a punto, siempre 
uandola probabilidad total de ambos estados no ex
eda 1.(�1 + �2)(�) = ( �1(�) + �2(�) si P�2S �1(�) +P�2S �1(�) � 10 si P�2S �1(�) +P�2S �1(�) > 1Notar que 
uando la suma total de ambos estados ex
ede 1, se tiene que �1 + �2 = �0 . Con estade�ni
ión de la suma probabilísti
a, las siguientes e
ua
iones se satisfa
en trivialmente:(� �� �)(�) = (�� + (1��)�)(�) = (��)(�) + ((1��)�)(�)= ��(�) + (1��)�(�) = (�+ 1��)�(�) = �(�)(
?� + :
?�)(�) = (
?�)(�) + (:
?�)(�) = ( �(�) + 0 si B(
)(�)0 + �(�) si :B(
)(�) ) = �(�)Por lo tanto: � �� � = � y 
?� + :
?� = � .Ejemplo 7 Es simple ver 
ual es el efe
to de los operadores(k 6= 0) ? ( 12 hk = 0i+ 12 hk = 1i) = 12 hk = 1i(k 6= 0) ? 1hk = 0i = �0(k 6= 0) ? 1hk = 1i = 1hk = 1i1hb = 2i � 12 ( 12 hb = 0i+ 12 hb = 1i) = 12 hb = 2i+ 14 hb = 0i+ 14 hb = 1iBajo estas de�ni
iones, la semánti
a denota
ional de Lpw se de�ne de la siguiente manera:De�ni
ión 8 La semánti
a denota
ional de Lpw está dada por:D : Lpw ! (�! �)D( skip )(�) = �D( x := e )(�) = �[x=V(e)℄D( s; s0 )(�) = D(s0)�D(s)(�)�D( s�� s0 )(�) = D(s)(�) �� D(s0)(�)D( if 
 then s else s0 fi )(�) = D(s)(
?�) +D(s0)(:
?�)D( while 
 do s od )(�) = limN!1 :
 ? D�( if 
 then s else skip fi )N�(�)donde: s0 := skip y sN+1 := s; sN 13



Ejemplo 8 El siguiente ejemplo es una itera
ión del 
i
lo de un programa de 6.6.1 [4℄. Supongamos que� es el siguiente estado probabilísti
o:� = 12 ihx = i; done = falsei + Pij=1 12 jhx = j; done = trueiapli
ando la semánti
a del programa se tiene:D( if :done then x := x+ 1; done := true� 12 skip else skip fi )(�)= D( x := x+ 1; done := true� 12 skip )(:done?�) + (done?�)= D(x := x+ 1)D( done := true� 12 skip )(:done?�) + (done?�)= D(x := x+ 1)� D(done := true)(:done?�) � 12 D( skip )(:done?�) � + (done?�)= D(x := x+ 1)� (:done?�)[done=V(true)℄ � 12 (:done?�) � + (done?�)= D(x := x+ 1)� 12 ihx = i; done = falsei[done=V(true)℄ � 12 12 ihx = i; done = falsei � + (done?�)= D(x := x+ 1)� 12 i+1hx = i; done = truei + 12 i+1hx = i; done = falsei � + (done?�)= � 12 i+1hx = i; done = truei + 12 i+1hx = i; done = falsei �[x=V(x+ 1)℄ + (done?�)= 12 i+1hx = i+1; done = truei + 12 i+1hx = i+1; done = falsei + Pij=1 12 jhx = j; done = truei= 12 i+1hx = i+1; done = falsei + Pi+1j=1 12 jhx = j; done = trueiEjemplo 9 Este ejemplo tiene 
omo objetivo 
lari�
ar un po
o la semánti
a del while , que quizás seala menos intuitiva. Se le dará semánti
a al programa while (k 6= 0) do k := k div 2 od partiendodel estado hk = 2M i . En primer lugar se probará por indu

ión en N dos propiedades auxliares;donde N es el numero de itera
ión.� (1) 8 N � 1 : D(if N )hk = 2Ni = hk = 1i
aso N = 1D( if 1)hk = 2i= D( if (k 6= 0) then k := k div 2 else skip fi )hk = 2i= D(k := k div 2)((k 6= 0)?hk = 2i) + D(skip )(:(k 6= 0)?hk = 2i)= D(k := k div 2)hk = 2i + D(skip )(�0)= hk = 2i[k=V(k div 2)℄ + �0= hk = 1i = D(k := k div 2)hk = 2i + D(skip )(�0)= hk = 2i[k=V(k div 2)℄ + �0= hk = 1i �
aso N + 1D( if N+1)hk = 2N+1i= D( if N ; if )hk = 2N+1i= D( if N )D( if )hk = 2N+1i= D( if N )� D(k := k div 2)((k 6= 0)?hk = 2N+1i) + D(skip )(:(k 6= 0)?hk = 2N+1i) �= D( if N )� D(k := k div 2)hk = 2N+1i + D(skip )(�0) �= D( if N )� hk = 2N+1i[k=V(k div 2)℄ + �0 �= D( if N )hk = 2N= hk = 1i  � hipotesis indu
tiva � 14



� (2) 8 N �M+1 : D(if N )hk = 2M i = hk = 0i
aso N =M+1D( if M+1)hk = 2M i= D( if ; if M )hk = 2M i= D( if )D( if M )hk = 2M i= D( if )hk = 1i  � por (1)= D(k := k div 2)((k 6= 0)?hk = 1i) + D(skip )(:(k 6= 0)?hk = 1i)= D(k := k div 2)hk = 1i + D(skip )(�0)= hk = 1i[k=V(k div 2)℄ + �0= hk = 0i �
aso N + 1D( if N+1)hk = 2M i= D( if ; if N )hk = 2M i= D( if )D(if N )hk = 2M i= D( if )hk = 0i  � hipotesis indu
tiva= D(k := k div 2)((k 6= 0)?hk = 0i) + D(skip )(:(k 6= 0)?hk = 0i)= D(k := k div 2)(�0) + D(skip )hk = 0i= �0 + hk = 0i= hk = 0i �� D( while (k 6= 0) do k := k div 2 od )hk = 2M i= limN!1 :(k 6= 0) ? D(if N )hk = 2M i= :(k 6= 0) ? hk = 0i  � por (2)= hk = 0i �Puede probarse que la semanti
a es lineal 
on respe
to al estádo probabilísti
o (ver lema 12 delapéndi
e), es de
ir que vale: D(s)(� � � + �0) = �D(s)(�) + D(s)(�0) . Sin embargo en generalD(s)(
?�) 6= 
?D(s)(�). Por ejemplo:D(x := 1)((x = 0)?hx = 0i) = D(x := 1)hx = 0i = hx = 0i[x=V(1)℄ = hx = 1ihx = 0i ? D(x := 1)hx = 0i = hx = 0i ? hx = 0i[x=V(1)℄ = hx = 0i ? hx = 1i = �0
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Predi
ados Probabilísti
os y extensión de Lógi
a de HoareEn está se

ión se dará la lógi
a probabilísti
a presentada en [4℄, en la 
ual los predi
ados espe
i�
anpropiedades de estados probabilísti
os.Para dedu
ir 
uales triplas fpgsfqg de Hoare son válidas, se introdu
e un sistema de prueba pH. Estesistema de prueba se basa en la lógi
a estándard de Hoare para programas no probabilísti
os. Las reglas
ono
idas de la lógi
a tradi
ional son adaptadas introdu
iendo probabilidad, y varias reglas nuevas sonañadidas. Está demostrado que este sistema de prueba es 
orre
to y 
ompleto.De�ni
ión 9 Sea IVar un 
onjunto de variables valuadas enteras, rangueadas por i. El 
onjunto depredi
ados determinísti
os es denotado DPred y rangueado por dp.dp ::= true j false j e = e j e < e j e � e j e > e j e � e jdp ^ dp j dp _ dp j :dp j dp! dp j 8i : dp j 9i : dpNotar que e 2ExphPVar[IVari es una expresión sobre variables de programa y variables valuadas enteras.El 
onjunto I de todas las interpreta
iones de variables valuadas enteras está dado por I = IV ar ! Int?.Una interpreta
ión típi
a se denota 
on I. La rela
ión de satisfa

ión para predi
ados determinísti
os,se de�ne de la siguiente manera:_ � _ : (S � I)�DPred ! Bool(�; I) � true(�; I) 2 false(�; I) � :dp () :(�; I) � dp(�; I) � e rel e0 () V(e)(�; I) rel V(e0)(�; I)(�; I) � dp op dp0 () (�; I) � dp op (�; I) � dp0(�; I) � (8i : dp) () 8n 2 Int? : (�; I [i=n℄) � dp(�; I) � (9i : dp) () 9n 2 Int? : (�; I [i=n℄) � dpdonde: rel 2 f=; <;�; >;�g y op 2 f^;_;!gEjemplo 10 Como (i � 1 ^ x mod i = 0)! (i = 1 _ i = x) se satisfa
e en (hx = 3i; hi = ni) paratodo n 2 Int, ya que 3 es un numero primo; enton
es tenemos que para toda interpreta
ión I:(�; I) � 8i : (i � 1 ^ x mod i = 0)! (i = 1 _ i = x)Notar que tanto el estádo determinísti
o �, 
omo la interpreta
ión I de variables valuadas enteras sonne
esarios para evaluar un predi
ado determinísti
o.De�ni
ión 10 1. Una interpreta
ión J de variables valuadas enteras y reales es una fun
ión queasigna un elemento de Int? a 
ada variable valuada entera y un elemento de R? a 
ada variablevaluada real. El 
onjunto R? es el los reales extendido de manera usual 
on el elemento ? denotandoinde�ni
ión. La restri

ión de J a las variables valuadas enteras está denotada por JI ; y el 
onjuntode todas las interpreta
iones se denota 
on J .16



2. Sea RVar el 
onjunto de variables valuadas reales, ranguedas por r. El 
onjunto de expresionesreales RealExp está rangueado por er.er ::= � j r j P(dp) j er + er j er � er j er � er j er=er j eerDonde � 2 R y e 2 hIVari . La fun
ión de evalua
ión para expresiones reales está dada por:Vr : RealExp! (��J ) ! R?Vr(�)(�; J) = �Vr(r)(�; J) = J(r)Vr(P(dp))(�; J) = P�2V �(�)Vr(er op e0r)(�; J) = Vr(er)(�; J) op Vr(e0r)(�; J)Vr(ere0)(�; J) = Vr(er)(�; J)V(e0)(JI)donde: V = f�0j(�0; JI) � dpg y op 2 f+;�; �; =g3. La metavariable j es usada para ranguear sobre la unión del 
onjunto de variables valuadas enterasy el 
onjunto de varibles valuadas reales: j ::= i j r.Ejemplo 11 En el estado probabilísti
o � = 13 hm = 0i+ 13 hm = 1i+ 13 hm = 2i y 
on la interpreta
iónJ = hi = 2; r = 14 i, la expresión r � P(0 � m < i) evalúa a: 14 ( 13 + 13 ) = 16 .La distribu
ión de las variables de programa está dada por un estado probabilísti
o �, esa es la razónpor la 
ual una variable de programa no puede ser usada fuera del 
ontru
tor P(�), ya que el valor de unavariable no es �jado en el estado probabilísti
o, solo la distribu
ión. Notar que el valor de P(dp) es laprobabilidad que el predi
ado determinísti
o dp sea válido en el estado probabilísti
o �. Esta probabilidadse obtiene sumando las probabilidades de todos los estádos determinísti
os que satisfa
en dp.De�ni
ión 11 El 
onjunto de 
ondi
iones reales, denotado por RC está rangueado por 
r.
r ::= 
 j er = er j er < er j er � er j er > er j er � er j 
r ^ 
r j 
r _ 
r j :
r j 
r ! 
rDonde 
 2 BChIVari. La fun
ión de evalua
ión que 
omputa el valor de una 
ondi
ión real, dados losvalores de las variables, está dado por:Br : RC! (��J ) ! BoolBr(
)(�; J) = B(
)(JI)Br(:
)(�; J) = :Br(
)(�; J)Br(e rel e0)(�; J) = Vr(e)(�; J) rel Vr(e0)(�; J)Br(
 op 
0)(�; J) = Br(
)(�; J) op Br(
0)(�; J)donde: rel 2 f=; <;�; >;�g y op 2 f^;_;!gEjemplo 12 Un ejemplo de 
ondi
iones basadas en reales es P(x = 0) = 1 _ P(x = 1) = 1 . Notar queel estado probabilísti
o 1hx = 1i la satisfa
e, pero no así el estado 12 hx = 0i+ 12 hx = 1i17



De�ni
ión 12 El 
onjunto de predi
ados probabilísti
os Pred está rangueado por p y q.p ::= 
r j p ^ p j p _ p j :p j p! p j9j : p j 8j : p j � � p j p+ p j p�� p j 
?pDonde 
 2 BChPVari. La rela
ión de satisfa

ión para predi
ados probabilísti
os está dada por:_ � _ : (��J )� Pred! Bool(�; J) � 
r () Br(
r)(�; J)(�; J) � � � p () 9�0 : � = � � �0 ^ (�0; J) � p(�; J) � p+ p0 () 9�1; �2 : � = �1 + �2 ^ (�1; J) � p ^ (�2; J) � p0(�; J) � p�� p0 () 9�1; �2 : � = ��1 + (1� �)�2 ^ (�1; J) � p ^ (�2; J) � p0(�; J) � 
?p () 9�0 : � = 
?�0 ^ (�0; J) � p(�; J) � :p () :(�; J) � p(�; J) � p op p0 () (�; J) � p op (�; J) � p0(�; J) � 8j : p () 8n 2 Int? : (�; J [j=n℄) � p(�; J) � 9j : p () 9n 2 Int? : (�; J [j=n℄) � pdonde: op 2 f^;_;!gEl operador+ es usado para la adi
ión de predi
ados, el operador �� sirve para es
alar. El operador��
ombina adi
ión y es
alado; 
?p da probabilidades 
ondi
ionales sin normalizar. Notar que dos predi
adosprobabilísti
os p y q son equivalentes si y solo si:8� 2 �; J 2 J : (�; J) � p () (�; J) � qEjemplo 13 El predi
ado (8i : 0 � i < N ! P(m = i) = 1N ) di
e que la variable m está uniformementedistribuida en el intervalo [0; N). En la se

ión 3.3 se veri�
a justamente un programa 
uya variable mtiene una distribu
ión uniforme. Si de�nimos p := P(x = 0) = 1_P(x = 1) = 1 enton
es el predi
adop� 12 p es satisfe
ho por el estado probabilísti
o � = 12 hx = 0i+ 12 hx = 1i; sin embargo según el ejemplo12 este mismo estado no satisfa
ía el predi
ado p; lo 
ual veri�
a que: (�; J) � p�� p ; (�; J) � p.A �n de probar la validez de triplas de Hoare del estilo f p g s f q g, se introdu
e el sistema de pruebapH. El sistema de prueba 
onsiste de axiomas y reglas 
omo las siguientes:
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fpg skip fpg (Skip) fp[x=e℄g x := e fpg (Assign)fpg s fp0g fp0g s0 fqgfpg s; s0 fqg (Seq) p0 ) p fpg s fqg q ) q0fp0g s fq0g (Cons)fpg s fqg fp0g s fqgfp _ p0g s fqg (Or) fpg s fqg j =2 FV (q)f9j : pg s fqg (Exists)fpg s fqg fpg s fq0gfpg s fq ^ q0g (And) fpg s fqg j =2 FV (p)fpg s f8j : qg (Forall)fpg s fqgf� � pg s f� � qg (Lin�) fpg s fqg fp0g s fq0gfp+ p0g s fq + q0g (Lin+)f
?pg s fqg f:
?pg s0 fq0gfpg if 
 then s else s0 fi fq + q0g (If) fpg s fqg fpg s0 fq0gfpg s�� s0 fq �� q0g (Prob)fpg if 
 then s else skip fi fpg p es h
; si-
losedfpg while 
 do sod fp ^ P(
) = 0g (While)Notar que las reglas (Skip), (Assign),(Seq) y (Cons) son 
omo las de la lógi
a de Hoare tradi
ional, peroempleando predi
ados probabilísti
os. Las reglas (If) y (While) han sido 
ambiadas. Las nuevas reglasintrodu
idas son: (Prob), (Or), (And), (Exists),(Forall), (Lin +), (Lin �). Notar que FV (p) representael 
onjunto de variables libres, es de
ir, las que no están ligadas a ningún 
uanti�
ador 9, 8. En la lógi
atradi
ional de Hoare, la regla Más adelante se dará una de�ni
ión pre
isa y un ejemplo a
er
a de la
ondi
ión h
; si-
losed para el invariante p en la regla (While).Ejemplo 14 El siguiente es un ejemplo de un arbol de prueba en el sistema pH. Usando las reglas enpH, se puede obtener la siguiente tripla de Hoare:f P(I) = 1 g UnifPow2n f �8j : 0 � j < 2log2:N : P(m = j ^ I) = 2�log2:N� gdonde I := n = N y UnifPow2n es el siguiente programa, 
uya variable m resulta tener unadistribu
ión uniforme en el intervalo: �0; 2log2:N�.k := n;m := 0;while (k 6= 0) dok := k div 2;b := 0� 12 b := 1;m := 2m+ bod
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;UnifPow2n

A �n de ha
er má legible la deriva
ión del arbol se dará una prueba outline. Primeramente de�nimos elinvariante probabilísti
o Inv del 
i
lo, y un invariante estandard I que no es modi�
ado por las variablesdel programa UnifPow2n. 19



Inv := (9i : q)q := �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:i : P(m = j ^ k = i ^ I) � 2�log2:N+log2:i�I := n = NNotar que 2�log2:N+log2:k no sería una expresión real 
orre
ta, ya que las variables de programa,en parti
ular la variable k, no pueden ser usadas en expresiones reales, ex
epto dentro de un predi
adodeterminísti
o en el 
onstru
tor P(� � �). Con lo 
ual es ne
esario introdu
ir un 9, a �n de expresar:(9i : � � �P(k = i ^ � � �) � 2�log2:N+log2:i � � �)A 
ontinua
ión se prueba la ini
ializa
ión y salida del 
i
lo de UnifPow2n. Para probar que Inv esinvariante del 
i
lo, se ha
e uso de la regla (Exists) apli
ada a la terna:f q g if (k 6= 0) then k := k div 2; b := 0� 12 b := 1; m := 2m+ b else skip fi f Inv gque será demostrada luego.
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f P(I) = 1 g) f P(0 = 0 ^ n = N ^ I) = 1 gk := n;f P(0 = 0 ^ k = N ^ I) = 1 gm := 0;f P(m = 0 ^ k = N ^ I) = 1 g) f Inv gwhile (k 6= 0) dok := k div 2;b := 0� 12 b := 1;m := 2m+ bodf P(k 6= 0) = 0 ^ Inv g) f �8j : 0 � j < 2log2:N : P(m = j ^ I) � 2�log2:N� g) f �8j : 0 � j < 2log2:N : P(m = j ^ I) = 2�log2:N� gEn la ini
ializa
ión, se usó dos ve
es la regla (Assign) y luego se apli
ó la regla (Cons). La primerimpli
a
ión en la salida del 
i
lo es 
lara por el he
ho que para algún valor i 6= 0, el predi
adoP(m = j ^ k = i ^ I) � 2�log2:N+log2:iimpli
a alguna probabilidad positiva para k 6= 0. La ultima impli
a
ión es 
onse
uen
ia de que si valierael > estri
to en alguna de las 2log2:N desigualdades enton
es tendriamos que:P(I) =Xj P(m = j ^ I) > 2log2:N2�log2:N = 1Lo 
ual es un absurdo, por lo tanto vale el = en las 2log2:N desigualdades.
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f q gwhile (k 6= 0) dof (k 6= 0)?q g) f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2)�1 :P(m = j ^ k div 2 = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gk := k div 2;f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2)�1 :P(m = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gb := 0� 12 b := 1;f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ even:j :P(2 �m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� � 12�8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ odd:j :P(2 �m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ even:j :P(2 �m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)� ^�8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ odd:j :P(2 �m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)� g) f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2m+ b = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)� gm := 2m+ bf �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(m = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)� g) f q[i=i div 2℄ g) f Inv gf:(k 6= 0)?q gskipf true godf Inv + true g) f Inv gEn la primer impli
a
ión se utiliza que i 6= 0 imlpli
a que log2:i = log2:(i div 2)+1. Seguidamente seapli
a la regla (Assign) y luego la regla (Prob), donde las dos subpruebas 
orrespondientes a la premisa,son detalladas a 
ontinua
ión:
22



�f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2)�1 :P(m = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j : 0 � 2 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2 �m+ 0 = 2 � j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gb := 0;f �8j : 0 � 2 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2 �m+ b = 2 � j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j0 : 0 � j0 < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ even:j0 :P(2 �m+ b = j0 ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g�f �8j : 0 � j < 2log2:N�log2:(i div 2)�1 :P(m = j ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j : 0 � 2 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2 �m+ 1 = 2 � j + 1 ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gb := 1;f �8j : 0 � 2 � j < 2log2:N�log2:(i div 2) :P(2 �m+ b = 2 � j + 1 ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� g) f �8j0 : 0 � j0 < 2log2:N�log2:(i div 2) ^ odd:j0 :P(2 �m+ b = j0 ^ k = i div 2 ^ I) � 2�log2:N+log2:(i div 2)+1� gEn la ter
er impli
a
ión, 
ada una de las probabilidades 2�log2:N+log2:i+1 que �guran a la izquierda ydere
ha del operador � 12 se multipli
a por 12 . La 
uarta impli
a
ión es una parti
ión de rango. Finalmentese apli
a la regla (Assign). Las ultima impli
a
iónes de la rama positiva del if son inmediatas porde�ni
ión de q e Inv. Sabemos que true se satisfa
e en 
ualquier parte, en parti
ular en la rama negativadel if tenemos que vale la tripla: f:(k 6= 0)gskip ftrueg. Notar que 
uando 
ombinamos ambosresultados 
on el operador +, usando el lema 9 del apéndi
e, el invariante no se altera, ya que en el peorde los 
asos, la probabilidad se in
rementa aun mas, manteniéndose el �. �n EjemploA �n de asegurar 
orre

ión total, la lógi
a de Hartog, refuerza la no
ión de invariante imponiendouna 
ondi
ión extra denominada: h
; si-
losed. Bási
amente expresa que una se
uen
ia de estadosprobabilísti
os que satisfa
e el estado p, que podrá ser obtenida por repetidas itera
iones del 
i
lo while ,debe tener un límite también satisfa
iendo p.De�ni
ión 13 h
; si-
losed1. Para un predi
ado p la razón de termina
ión del m-ésimo paso, denotada por rmh
;si, es la mínimaprobalidad que, empezando de un estádo satisfa
iendo p, el 
i
lo while 
 do sod termine en m23



pasos. r(�)mh
;si = P�2S �:
 ? D�(if 
 then s else skip fi )m�(�) � (�)rmh
;si = inff r(�)mh
;si j (�; J) � p g2. Una se
uen
ia de estados (�m)m2N se denomina una h
; si-se
uen
ia dentro de p si (:
?�m)m2N esuna 
adena as
endente, para 
ada m 2 N el estádo �n satisfa
e p y se tiene queX�2S(:
?�m)(�) � rmh
;si3. Una h
; si-se
uen
ia (�m)m2N en p se di
e que termina en p si el supremo de la se
uen
ia (:
?�m)m2Nsatisfa
e p.4. Un predi
ado p es llamado h
; si-
losed si 
ada h
; si-se
uen
ia en p termina en p.La no
ión de h
; si-
losedness expresa que una se
uen
ia que puede ser obenida por repetidas itera-
iones del 
i
lo while 
 do s od tendrá un supremo satisfa
iendo p. Notar que para un 
i
lo que termina,
ada predi
ado p automati
amente satisfa
e h
; si-
losedness, 
on lo 
ual no es ne
esario 
hequear esas
ondi
iones. El siguiente ejemplo 
hequea la 
ondi
ión h
; si-
losed para el invariante Inv del ejemplo 16.Ejemplo 15 En el ejemplo 16 demostramos la invarianza de Inv respe
to del 
i
lo, lo que faltaba
hequear es que Inv sea h
; si-
losed. Asumamos alguna interpreta
ión �ja J . Cal
ulemos en primerlugar la razón de termina
ión en m-pasos. Para un estado que satisfa
e q usamos la tripla de Hoarededu
ida anteriormente:f q g if (k 6= 0) then k := k div 2; b := 0� 12 b := 1; m := 2m+ b else skip fi f q[i=i div 2℄ gEsta tripla di
e que si: (�; J) � q enton
es 8m 2 Int : (if mh
;si(�); J) � q[i=i div 2m℄ .Como i � N y N div 2 = 0 , m � log2:N ; luego q[i=i div 2m℄ impli
a que:P(k = 0) = ( 0 si i div 2m 6= 01 si i div 2m = 0 � ( 0 si N div 2m 6= 01 si N div 2m = 0 = ( 0 si m < log2:N1 si m � log2:N
on lo 
ual tenemos que(�; J) � q ) r(�)mh
;si � ( 0 si m < log2:N1 si m � log2:NPor lo tanto para todos los estados que satisfa
en el predi
ado Inv y para todo m � log2:N : rmh
;si = 1.Un estado satisfa
iendo (9i : i < log2:N ^ q) no puede tener una razón de termina
ión de 1. Estosigni�
a que si (�m)m2N es una h
; si-se
uen
ia en Inv, enton
es �m satisfa
e (9i : i � log2:N ^q) .Todos los estados �m 
on m � log2:N satisfa
en P(k = 0) = 1 , por lo tanto el supremo de la se
uen
iaexiste y también satisfa
e P(k = 0) = 1 .A �n de ha
er mas legible la prueba, usaremos los siguientes azu
ares sintá
ti
os:� (9j : 0 � j < K : Pj) := (9j : 0 � j ^ j < K ^ Pj)24



� (8j : 0 � j < K : Pj) := (8j : 0 � j ^ j < K ! Pj)� ( N j : 0 � j < K : Pj ) � L :=�9j1 : � � � : 9jL : 0 � j1 ^ j1 < j2 ^ � � � ^ jL < K ^ Pj1 ^ � � � ^ PjL �� prime:N := N > 1 ^ � 8i : i � 1 ^N mod i = 0 ! i = 1 _ i = N �� even:j := j mod 2 = 0� odd:j := j mod 2 = 1Por otra parte la nota
ión: f p gf p0 g s f q gf p0 g representará que:� vale la tripla: f p g s f q g� vale la tripla: f p0 g s f p0 g , porque el programa s no modi�
a ninguna variable del predi
ado p0.� vale la tripla: f p ^ p0 g s f q ^ p0 g3.2 Veri�
a
ión de Fa
torTwosEn primer lugar se de�ne el invariante probabilísti
o Inv del 
i
lo. Luego se de�ne un predi
ado proba-bilísti
o q que representa una parti
ión del estado � que se satisfa
e en ese punto; ya que en una parte valela 
ondi
ión (s mod 2 = 0) y en la otra parte vale la 
ondi
ión (s mod 2 6= 0). El invariante determinísti
oI es simplemente un predi
ado estandard que no es modi�
ado por ninguna variable de Fa
torTwos.Inv := P(n� 1 = 2rs ^ I) = 1q := r1 + r2 = 1 ^ P(s mod 2 = 0 ^ n� 1 = 2rs ^ I) � r1 ^P(s mod 2 6= 0 ^ n� 1 = 2rs ^ I) � r2I := n = N ^N � 3 ^ odd:Nf P(I) = 1 g) f P(n� 1 = 20(n� 1) ^ I) = 1 gr := 0;f P(n� 1 = 2r(n� 1) ^ I) = 1 gs := n� 1;f Inv g) f 9r1; r2 : q gf q gwhile (s mod 2 = 0) dos := s div 2;r := r + 1odf Inv ^ P(s mod 2 = 0) = 0 g) f P(n� 1 = 2rs ^ odd:s ^ I) = 1 g 25



En la ini
ializa
ión se utilizó 3 ve
es la regla (Assign); y luego se apli
ó la regla (Cons), donde paraeste 
aso parti
ular: p0 := P(I) = 1 y q0 := (9r1; r2 : q) . Notar que luego de la ini
ializa
ón, se divideel invariante Inv en dos partes disjuntas; en la primera vale la 
ondi
ión (s mod 2 = 0) 
on probabilidadde al menos r1, y en la segunda vale la 
ondi
ión :(s mod 2 = 0) 
on probabilidad de al menos r2; porotra parte, la suma total de ambas variables probabilísti
as es 1. Luego se usó 2 ve
es la regla (Exists),donde la premisa es la terna:f q g if (s mod 2 = 0) then s := s div 2; r := r + 1 else skip fi f Inv gque se demostrará a 
ontinua
ión. A la salida del 
i
lo, vale que la variable s es impar 
on probabilidad1. f q gwhile (s mod 2 = 0) dof (s mod 2 = 0)?q g) f r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2rs ^ s mod 2 = 0 ^ I) � r1 g) f r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2r+1(s div 2) ^ I) � r1 gs := s div 2;f r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2r+1s ^ I) � r1 gr := r + 1f r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2rs ^ I) � r1 gf :(s mod 2 = 0)?q g) f P(n� 1 = 2rs ^ I) � r2 gskip ;f P(n� 1 = 2rs ^ I) � r2 godf (r1 + r2 = 1 ^ P(n� 1 = 2rs ^ I) � r1) + (P(n� 1 = 2rs ^ I) � r2) g) f Inv gEn la rama positiva del if se 
orta el predi
ado q por la 
ondi
ión (s mod 2 = 0), 
on lo 
ualsolo sigue valiendo la expresión 
orrespondiente a la variable probabilísti
a r1. Notar que el invariantedeterminísti
o I asegura que s > 0, ya que N � 3, 
on lo 
ual s = 2(s div 2). Luego se usó dos ve
es laregla (Assign) y dos ve
es la regla (Cons). En la rama negativa del if se 
orta el predi
ado q por la
ondi
ión :(s mod 2 = 0), aqui fueron usadas las reglas (Skip) y (Cons). Finalmente hay que 
ombinarlos efe
tos de ambas ramas del if , esto se logra 
on el operador +; apli
ando la regla (If).Por lo tanto la siguiente tripla es válida:f P(I) = 1 gFa
torTwosf P(n� 1 = 2rs ^ odd:s ^ I) = 1 gSi además notamos que los predi
ados prime:N y :prime:N no son modi�
ados por ninguna variablede Fa
torTwos, tenemos también la validéz del siguiente par de triplas:26



f P(I ^ prime:N) = 1 gFa
torTwosf P(n� 1 = 2rs ^ odd:s ^ I ^ prime:N) = 1 gf P(I ^ prime:N) = 1 gFa
torTwosf P(n� 1 = 2rs ^ odd:s ^ I ^ :prime:N) = 1 g3.3 Veri�
a
ión de Uniforma[2; n�1℄En primer lugar de�nimos el invariante Inv del 
i
lo, el 
ual es una disjun
ión de dos términos. Elprimero de ellos q1 expresa que en 
ada una de las j�ésimas itera
iones existe una probalidad de queel 
i
lo termine. El segundo de ellos expresa que desde la primera hasta la i-ésima itera
ión existeuna probabilidad de que el 
i
lo termine; si ello no o
urrió en las i � 1 primeras itera
iones, hay unaprobabilidad de (1 � �)i de que se genere un m fuera del rango deseado [0; N) y se itere nuevamente.Notar que I es algún predi
ado determinísti
o en el 
ual vale n = N y no es no es modi�
ado por ningunade las variables de Uniforma[0; n�1℄. Finalmente se de�ne una 
onstante � para simpli�
ar la nota
ión.Inv := q1 _ (9i : q)q1 := (8j : j > 0 : p)q := P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i ^ (8j : 1 � j � i : p)p := ( 8k : 2 � k < N : P(z = j ^m = k ^ I) = �N�2(1� �)j�1 )I := n = N ^ � � �� := (N�2)2�log2:Nf P(I) = 1 g) f P(0 = 0 ^ :(2 � n < n) ^ I) = (1� �)0 ^ (8j : 1 � j � 0 : p) gz := 0;f P(z = 0 ^ :(2 � n < n) ^ I) = (1� �)0 ^ (8j : 1 � j � 0 : p) gm := n;f P(z = 0 ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)0 ^ (8j : 1 � j � 0 : p) g) f Inv gwhile :(2 � m < n) doUnifPow2n;z := z + 1od ;f P(:(2 � m < n) ) = 0 ^ Inv g) f (8k : 2 � k < N : P(m = k ^ I) = 1N�2) ga := mf (8k : 2 � k < N : P(a = k ^ I) = 1N�2) g 27



En la in
ializa
ión se usó dos ve
es la regla (Assign). La primer impli
a
ión es inmediata. La segundaimpli
a
ión se obtiene tomando i = 0 en q. Notar que la ultima impli
a
ión es válida usando en elpredi
ado q1 el siguiente he
ho:(1� �) 6= 0 ) Xj>0(1� �)j�1 = 1Xj=0(1� �)j = 11� (1� �) = 1�Para mostrar que Inv es invariante la regla (Or) es usada para dividir la prueba en dos partes, laprimera de ellas es simple y la desarrollamos a 
ontinua
ión.f q1 gwhile :(2 � m < n) dof:(2 � m < n)?q1 g) f P(true) = 0 gUnifpow2n;z := z + 1f P(true) = 0 gf (2 � m < n)?q1 g) f q1 gskipf q1 godf P(true) = 0 + q1 g) f q1 g) f Inv gNotar que en q1 vale (2 � m < n) 
on probabilidad 1; por lo tanto 
uando se lo 
orta por la
ondi
ión :(2 � m < n) se obtiene el predi
ado P(true) = 0 , ya que se está re
ortando todo el estadoprobabilísti
o.En la rama negativa del if , 
uando 
ortamos al predi
ado q1 
on la 
ondi
ión :(2 � m < n) ,en realidad no se re
orta nada porque el mismo 
onsidera uni
amente aquellos m que están en el rango[2; N).Finalmente 
ombinamos ambos resultados 
on el operador probabilísti
o + y luego se apli
a el lema13. La última impli
a
ión se desprende de las de�ni
ines de q1 y Inv.En la segunda parte de la prueba, para demostrar el invariante Inv usamos la regla (Exists) apli
adaa la terna: f q g if :(0 � m < n) then UnifPow2n; z := z + 1 else skip fi f Inv g
28



f 9i : q gf q gwhile :(2 � m < n) dof:(2 � m < n)?q g) f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i g) (1� �)i� f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = 1 gf P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = 1 g) f P(I) = 1 gfP(z = i) = 1gUnifPow2n;f (8k : 2 � k < 2�log2:N : P(m = k ^ I) = 2�log2:N ) gfP(z = i) = 1g) f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �) ^( 8k : 2 � k < N : P(z = i ^m = k ^ I) = �N�2 ) g(1� �)i� f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �) ^( 8k : 2 � k < N : P(z = i ^m = k ^ I) = �N�2 ) g) f P(z + 1 = i+ 1 ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i+1^( 8k : 2 � k < N : P(z + 1 = i+ 1 ^m = k ^ I) = �N�2(1� �)i ) gz := z + 1f P(z = i+ 1 ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i+1 ^ p[j=i+ 1℄ gf (2 � m < n)?q g) f (8j : 1 � j � i : p) gskipf (8j : 1 � j � i : p) god ;f � P(z = i+ 1 ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �)i+1 ^ p[j=i+ 1℄ � + (8j : 1 � j � i : p) g) f q[i=i+ 1℄ g) f Inv gEn la rama positiva del if 
uando se 
orta al predi
ado q 
on la 
ondi
ión :(2 � m < n) , sedes
arta el termino dere
ho de q porque allí se satisfa
e que m está en el rango [2; N). La segundaimpli
a
ión es una apli
a
ión del lema 10 del apéndi
e. En la subprueba identada se utilizó que ningunavariable de UnifPow2n modi�
a al predi
ado z = i . Por otra parte usando algebra se determina quela probabilidad de que m 
aiga fuera del en el rango [2; N) es de: 1� (N�2)2�log2:N = 1� � , mientrasque la probabilidad de que m sea alguna 
ontante parti
ular del rango [2; N) es de: 2�log2:N = �N�2 .
29



Luego se apli
a la regla (Lin �) a la terna:f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = 1 gUnifPow2n;f P(z = i ^ :(2 � m < n) ^ I) = (1� �) ^( 8k : 2 � k < N : P(z = i ^m = k ^ I) = �N�2 ) ges
alando por el valor de la expresión (1��)i. En la impli
a
ión posterior al es
alado se apli
a nuevamenteel lema 10 del apéndi
e; �nalmente se apli
a la regla (Assign).Cuando se 
orta al predi
ado q por la 
ondi
ión :(2 � m < n) en la rama negativa del if , sedes
arta el término izquierdo de q; donde se satisfa
e que m está fuera del rango [2; N).Finalmente se 
ombinan los resultados de las dos ramas del if 
on el operador probabilísti
o +.Notar que en este punto el término p[j=i + 1℄ se agrega a la 
onjun
ión (8j : 1 � j � i : p) . De estamanera se re
upera el predi
ado q, pero 
on la variable logi
a i in
rementada en 1. La última impli
a
iónes 
onse
uen
ia de las de�n
iones de q e Inv.Hasta el momento demostramos que vale la triplaf Inv g if :(2 � m < n) then UnifPow2n; z := z + 1 else skip fi f Inv gLo que resta 
omprobar es que el invariante Inv es: h:(2 � m < n) ; unifpow2n; z := z + 1i-
losedAsumamos alguna interpreta
ión J �ja. En primer lugar 
al
ulamos la razón de termina
ión en k-pasos. para los estados que satisfa
en q1 , la razón de termina
ión es 
laramente 1. para un estadosatisfa
iendo q usamos la tripla de Hoare dedu
ida anteriormente.f q g if :(2 � m < n) then UnifPow2n; z := z + 1 else skip fi f q[i=i+ 1℄ gEsta da que si (�; J) j= q enton
es (if kh
;si; J) j= q[i=i+k℄ para 
ada k 2 N. Como q[i=i+k℄ impli
aque P(2 � m < n) � 1� (1� �)k tenemos(�; J) j= q ) r(�)kh
;si � 1� (1� �)kEnton
es para todos los estados que satisfa
en el predi
ado p , la razón de termina
ión en k-pasos es almenos 1� (1� �)k , rkh
;si � 1� (1� �)k . Posteriormente mostramos que alguna h
; si-se
uen
ia dentrode p termina en un estado satisfa
iendo q1 , para ello el predi
ado Inv es separado en dos partes:Inv � pk _ (9i : i < k ^ q)donde: pk := q1 _ (9i : i � k ^ q)Un estado satisfa
iendo (9i : i < k ^ q) no puede tener una razón de termina
ión de 1� (1� �)k . Estosigni�
a que si (�k)k2N es una h
; si-se
uen
ia dentro de p enton
es �n satisfa
e pk . Todos los estados�k 
on k � j satisfa
en P(2 � m < n ^ z = j) = �(1� �)j�1 . La probabilidad P(2 � m < n ^ z = j)no puede 
ambiar en el supremo de la se
uen
ia. La se
uen
ia debe enton
es terminar en un estadosatisfa
iendo P(2 � m < n^ z = j) = �(1� �)j�1 . Esto vale para todos los valores de j . Notar que elpredi
ado Inv no sería 
errado sin la presen
ia del termino q1 .30



De esta manera se obtiene el generador de numeros aleatorios ne
esario para eje
utar el algoritmo deMillerRabin. Lo llamaremos Uniforma[2; n � 1℄ , el mismo alma
enará en la variable a un numero
on distribu
ión uniforme en el rango [2; n � 1℄. Notar que la pre
ondi
ión y post
ondi
ión de la triplaveri�
ada, es independiente de la variable z; es de
ir que di
ha variable fue utilizada para demostrar queInv es invariante, llevando la 
uenta de la 
antidad de ve
es que se iteró. Por lo tanto podemos eliminarz, ya que no parti
ipa en el 
ontrol de �ujo del programa.f P(I) = 1 gm := n;while :(2 � m < n) doUnifPow2nod ;a := mf (8k : 2 � k < N : P(a = k ^ I) = 1N�2) g3.4 Veri�
a
ión de WitnessTailPrimeramente de�nimos el invariante Inv del 
i
lo.Inv := P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� = 1w(e) := (9j : 0 � j < e : a2j+1s mod n = 1 ^ a2js mod n 6= 1 ^ a2js mod n = n� 1)I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:Nq1 := r1 + r2 = 1 ^P� (y < r ^ :witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r1 ^P�:(y < r ^ :witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r2Notar que en la variable a0 se va 
al
ulando la siguiente se
uen
ia:�a20s mod n; : : : ; a2rs mod n�Si alguno de los elementos de la se
uen
ia no satisfa
e algunos de los test de primalidad esperados (losdel primer 
apítulo); a se 
onvierte en una base testigo y ello queda registrado en la variable booleanawitness. El predi
ado w(e) expresa la parte de la se
uen
ia sobre la 
ual ya se ha veri�
ado los test deprimalidad: �a20s mod n; : : : ; a2e�1s mod n�Es fá
il ver que por de�ni
ión se satisfa
en las siguientes equivalen
ias:w(0) , falsew(y + 1) , w(y) _ (a2y+1s mod n = 1 ^ a2ys mod n 6= 1 ^ a2ys mod n = n� 1)w(r) _ (an�1 mod n 6= 1) , witness:n:aIgual que en las veri�a
iones anteriores, el invariante estandard I tampo
o es modi�
ado por algunavariable del programa WitnessTail. 31



f P(I) = 1 g) f P�0 � r ^ as mod n = a20s mod n ^ (false, w(0)) ^ I� = 1 ga0 := as mod n;f P�0 � r ^ a0 = a20s mod n ^ (false, w(0)) ^ I� = 1 gy := 0;f P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (false, w(y)) ^ I� = 1 gwitness := false;f Inv g) f 9r1; r2 : q1 gf q1 gwhile (y < r ^ :witness) doif (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) thena0 := a02 mod n;witness := (a0 = 1)elsea0 := a02 mod nfi ;y := y + 1od ;f P(y < r ^ :witness) = 0 ^ Inv g) f P�:(y < r ^ :witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� = 1 g) f P� �y � r ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� _�witness ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � = 1 g) f P� (a0 = an�1 mod n ^ (witness, w(r)) ^ I) _((witness _ a0 6= 1, w(r) _ an�1 mod n 6= 1) ^ I) � = 1 g) f P� (witness _ a0 6= 1, w(r) _ an�1 mod n 6= 1) ^ I � = 1 gwitness := witness _ a0 6= 1;f P� (witness, w(r) _ an�1 mod n 6= 1) ^ I � = 1 g) f P((witness, witness:n:a) ^ I) = 1 gEn la parte de ini
ializa
ión se usó tres ve
es la regla (Assign). Luego se apli
ó la regla (Exists) dondela premisa 
orrespondiente es la tripla:f q1 g if (y < r ^ :witness) then � � � else skip fi f Inv gla 
ual se demostrará luego. En la salida del 
i
lo, 
omo vale la 
ondi
ión (y < r ^ :witness) 
onprobabilidad 0, y el invariante impli
a que la probabilidad total es 1, se tiene que la probabilidad de:(y < r^:witness) es 1; justi�
ándose de esta manera la primer impli
a
ión. En la segunda impli
a
iónse utiliza que ^ se distribuye 
on respe
to a _ quedando así una disyun
ión de dos términos. En la ter
erimpli
a
ión, en el término izquierdo se usó que y = r y 2rs = n� 1 (asegurado por I); mientras que enel término dere
ho se re
urrió a la siguiente propiedad lógi
a:(A ^ (A, B)) ) ((A _ A0), (B _ B0))32



La 
uarta impli
a
ión de la salida del 
i
lo es por el siguiente he
ho:(A) B) ) (A _ B)) By la última es por de�ni
ión de witness:n:a.A 
ontinua
ión se demuestra la tripla pendiente, antes de ello de�nimos el siguiente predi
ado queserá ne
esario para veri�
ar el if anidado en el 
i
lo.q2 := r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^(witness, w(y)) � � r3 ^P�:(a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^(witness, w(y)) � � r4f q1 gwhile (y < r ^ :witness) dof (y < r ^ :witness)?q1 g) f r1 + r2 = 1 ^P� y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r1 g) f 9r3; r4 : q2 gf q2 gif (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) thena0 := a02 mod n;witness := a0 = 1elsea0 := a02 mod nfi ;f r1 + r2 = 1 ^ P�y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r1 gy := y + 1f r1 + r2 = 1 ^ P� y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r1 gf:(y < r ^ :witness)?q1 g) f P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r2 gskipf P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r2 godf� r1 + r2 = 1 ^ P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r1 � +� P�y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness, w(y)) ^ I� � r2 � g) f Inv gNotar que aquí todas las impli
a
iones son apli
a
iones de los lemas del apéndi
e. En la rama positivadel if se usó en primer lugar la regla (Exists) y en segundo lugar la regla (Assign). Mientras que en larama negativa del if se apli
ó la regla (Skip). 33



f q2 gif (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) thenf (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1)?q2 g) f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^(witness, w(y)) ^ I� � r3 g) f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� (a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^( witness _ (a02 mod n = 1 ^ a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1),w(y) _ (a2y+1s mod n = 1 ^ a2ys mod n 6= 1 ^ a2ys mod n = n� 1) ) ^ I� � r3 g) f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (a02 mod n = 1, w(y + 1)) ^ I� � r3 ga0 := a02 mod n;f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (a0 = 1, w(y + 1)) ^ I� � r3 gwitness := a0 = 1f r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r3 gelsef:(a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1)?q2 g) f P�:(a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1) ^ y < r ^ :witness ^ a0 = a2ys mod n ^(witness _ (a02 mod n = 1 ^ a0 6= 1 ^ a0 6= n� 1), w(y + 1)) ^ I� � r4 g) f P� y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r4 ga0 := a02 mod nf P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r4 gfif � r3 + r4 = r1 ^ r1 + r2 = 1 ^P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r3 � +� P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r4 � g) f r1 + r2 = 1 ^ P� y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness, w(y + 1)) ^ I� � r1 g3.5 Veri�
a
ión de MillerRabin1, 
on N primoSe de�ne el siguiente invariante estandard I que ninguna variable de MillerRabin1 modi�
a.I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:N
34



f P(I ^ prime:N) = 1 g) f P(I) = 1 gf P(prime:N) = 1 gUniforma[2; n� 1℄;f (8j : 2 � j � N�1 : P(a = j ^ I) = 1N�2 ) gf P(prime:N) = 1 g) f P(I ^ 0 < a < n ^ prime:N) = 1 g) f P(I) = 1 gf P(:witness:n:a ^ prime:N) = 1 gWitnessTailf P((witness, witness:n:a) ^ I) = 1gf P(:witness:n:a ^ prime:N) = 1 g) f P(:witness ^ I ^ prime:N) = 1 gLa primer impli
a
ión es inmediata y la nota
ión f p gf p0 g es una manera 
onveniente de representarla 
onjun
ión entre ambos predi
ados: f p ^ p0 g. El término dere
ho de la 
onjun
ión P(prime:N) =1 no es modi�
ado por ninguna variable de Uniforma[2; n � 1℄. La segunda impli
a
ión se obtienesumando 
ada una de las N�2 probabilidades de que a sea alguna 
onstante en el rango [2; N�1℄. Later
er impli
a
ión es la más importante, y es aquí donde se apli
a una de las propiedades matemáti
asfundamentales enun
iadas al 
omienzo:0 < a < n ^ prime:n ) :witness:n:aDe manera similar, el predi
ado: P(:witness:n:a ^ prime:N) = 1no es alterado por ninguna variable del programa WitnessTail. En la última impli
a
ión se usó lasiguiente propiedad lógi
a: ((A, B) ^ :B) ) :ANotar que la propiedad que brinda esta ver�
a
ión es muy importante, porque signi�
a que 
ualquierasea la base a sorteada en el rango [2; N �1℄, nun
a será un testigo; es de
ir: P(:witness) = 1. Lareper
usión que tiene esto es grande, porque en 
ada una de las T itera
iones que eje
ute el programaprin
ipal MllerRabin, nun
a en
ontrará un testigo, es de
ir que valdrá: P(prime) = 1.3.6 Veri�
a
ión de MillerRabin1, 
on N 
ompuestoDe�nimos el mismo invariante estandard que antes:I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:N
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f P(I ^ :prime:N) = 1 g) f P(I) = 1 gf (Nj : 0 < j < N : witness:N:j) � N�12 gUniforma[2; n� 1℄;f (8j : 2 � j � N�1 : P(a = j ^ I) = 1N�2 ) gf (Nj : 0 < j < N : witness:N:j) � N�12 g) f P(I) = 1 gf P(witness:n:a) � 12 gWitnessTailf P((witness, witness:n:a) ^ I) = 1 gf P(witness:n:a) � 12 g) f P(:witness) � 12 ^ P(true) = 1 g) f P(:witness) � 12 gLa primer impli
a
ión es la más importante y es aquí donde se apli
a la otra propiedad matemáti
afundamental enun
iada al 
omienzo:n � 3 ^ odd:n ^ :prime:n ) j fa : 0 < a < n ^ witness:n:a g j � n�12En la segunda impli
a
ión, P(I) = 1 se re
upera sumando 
ada una de las N�2 probabilidades de que asea una 
onstante del rango [2; N�1℄. Por otra parte 
omo existen al menos N�12 bases j que son testigos,y la probabilidad de que a sea 
ualquiera de ellas es de 1N�2 enton
es la probabilidad de que a sea untestigo será: (N�12 )( 1N�2) � 12 . Por lo tanto el predi
ado P(witness:n:a) � 12 también vale en la segundaimpli
a
ión. En la penúltima impli
a
ión, 
omo la probabilidad que valga witness:n:a es de al menos 12 ypor otra parte en todos los estados determinísti
os del estado probabilísti
o se satisfa
e la equivalen
ia:witness, witness:n:a ; enton
es se tiene que la probabilidad de que witness sea verdadero es al menos:12 . La última impli
a
ión es 
onse
uen
ia de que la probabilidad total es 1 y por lo tanto la probabilidadde que valga :witness es a lo sumo 1� 12 = 12 .También en esta 
aso (N 
ompuesto), la reper
usión de la validéz de la terna:f P(I ^ :prime:N) = 1 g MillerRabin1 f P(:witness) � 12 ges muy grande, ya que si se eje
utan T itera
iones de este fragmento en el programa prin
ipalMillerRabin;la probabilidad de que en 
ada una de ellas witness sea falso será � 12 � � � 12 = 12T . Es de
ir que laprobabilidad de que no aparez
an testigos de
re
e 
on 
ada itera
ión: P(:prime) � 12T .3.7 Veri�
a
ión de MillerRabin, 
on N primoEn primera instan
ia de�nimos el invariante Inv del 
i
lo.Inv := p _ (9i : q)p := P(prime ^ x = T ^ I ^ prime:N) = 1q := i < T ^ P(prime ^ x = i ^ I ^ prime:N) = 1I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:NEl invariante expresa que siempre vale prime 
on probabilidad 1. La presen
ia del término prime:N esfundamental para que en 
ada itera
ión la probabilidad de prime se mantenga igual a 1. Observar que obien se está en la ultima itera
ion T , o existe un i < T tal que se está en la i-ésima itera
ión. De manera36



similar a las veri�a
iones anteriores, I es un invariante estandard que no es modi�
ado por ningunavarible del programa MillerRabin.f P(I ^ prime:N) = 1 g) f P(true ^ 0 = 0 ^ I ^ prime:N) = 1 gprime := true;f P(prime ^ 0 = 0 ^ I ^ prime:N) = 1 gx := 0;f P(prime ^ x = 0 ^ I ^ prime:N) = 1 g) f Inv gwhile (x < T ) doMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1odf P(x < T ) = 0 ^ Inv g) f P(prime ^ x = T ^ I ^ prime:N) = 1 g) f P(prime) = 1 gEn la ini
ializa
ión se apli
ó dos ve
es la regla (Assign) y luego la regla (Cons). En la salida del 
i
lovale x < T 
on probabilidad 0; 
on lo 
ual la parte del invariante que sobrevive es p, ya que algún valori < T impli
a una probabilidad positiva para x < T . A �n de mostrar que Inv es invariante la regla (Or)es usada para dividir la prueba en dos partes, una donde la pre
ondi
ión es f 9i : q g y otra donde lapre
ondi
ión es f p g.
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f 9i : q g) f q gwhile (x < T ) dof (x < T )?q g) f i < T ^ P(prime ^ x = i ^ I ^ prime:N) = 1 g) f P(I ^ prime:N) = 1 gf i < T ^ P(prime ^ x = i) = 1 gMillerRabin1;f P(:witness ^ I ^ prime:N) = 1 gf i < T ^ P(prime ^ x = i) = 1 g) f i+1 � T ^ P(prime ^ :witness ^ x+ 1 = i+1^ I ^ prime:N) = 1 gprime := prime ^ :witness;f i+1 � T ^ P(prime ^ x+ 1 = i+1^ I ^ prime:N) = 1 gx := x+ 1f i+1 � T ^ P(prime ^ x = i+1^ I ^ prime:N) = 1 gf:(x < T )?q gskipf true godf ( i+1 < T ^ P(prime ^ x = i+1^ I ^ prime:N) = 1 ) + true g) f q[i=i+1℄ g) f Inv gAquí se apli
ó la regla (Exists) a la tripla:f q g if (x < T ) then � � � else skip fi f Inv gEn la rama positiva del if 
uando se 
orta a q por la 
ondi
ión x < T , en de�nitiva no se re
ortanada, porque en el predi
ado q vale x = i 
on probabilidad 1, pero i < T . La segunda impli
a
ión sedesprende de que todos los predi
ados determinísti
os dentro del 
onstru
tor P(� � �) valen 
on probabilidad1. Nuevamente la nota
ión f p gf p0 g representa la 
onjun
ión f p ^ p0 g. Seguidamente la tripla de laizquierda es la veri�
ada anteriormente, mientras que la tripla de la dere
ha:f i < T ^ P(prime ^ x = i) = 1 g MillerRabin1 f i < T ^ P(prime ^ x = i) = 1 ges válida porque ninguna variable del programa MillerRabin1 modi�
a las variables prime; x. La ter
erimpli
a
ión se satisfa
e por las mismas razones que la primer impli
a
ión. Finalmente se apli
a dos ve
esla regla (Assign).En la rama negativa del if , solo se hizo uso que true se satisfa
e en todas partes.Cuando se 
ombinan ambas partes del if 
on el operador probabilísti
o +, la probabilidad = 1 se
onvierte en � 1; pero 
omo la probabilidad total siempre es � 1, se mantiene el = 1. Notar que en larama negativa del if , 
uando se 
orta a q por la 
ondi
ión :(x < T ), en lugar de haber puesto true sepodría haber puesto: P(prime ^ x = i ^ I ^ prime:N) = 038



Con lo 
ual, 
uando se 
ombinan ambas partes del if 
on el operador + se mantiene el = 1, de unaforma más pre
isa. La última implia
ión es inmediata, q[i=i+1℄ representa el predi
ado q, donde se ha
eel reemplazo sintá
ti
o i i+1.f p gwhile (x < T ) dof (x < T )?p gMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1f true gf:(x < T )?p g) f p gskipf p godf true+ p g) f p g) f Inv gPara este 
aso pueden ha
er
e observa
iones similares a las de la veri�
a
ión anterior. El predi
adotrue se satisfa
e en 
ualquier parte. Cuando se re
orta a p por la 
ondi
ión :(x < T ) la probabilidad enp no de
re
e porque vale x = T 
on probabilidad 1. Cuando se 
ombinan ambas partes de if 
on eloperador +, también aquí se 
onserva el = 1.3.8 Veri�
a
ión de MillerRabin, 
on N 
ompuestoSe de�ne el invariante Inv del 
i
lo:Inv := p _ (9i : q)p := P(prime) � 12T ^ P(x = T ^ I ^ :prime:N) = 1q := i < T ^ P(prime) � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1I := n�1 = 2rs ^ odd:s ^ n = N ^ N � 3 ^ odd:NEl invariante es una disjun
ión de dos términos. El término p expresa que la probabilidad de estaren la última itera
ión T es 1 y que la probabilidad de que prime sea verdadero en la última itera
iónesta a
otada superiormente por 12T . El término (9i : q) expresa que existe un i < T tal que se está enla i-ésima itera
ión 
on probabilidad 1 y que la probabilidad de que prime sea verdadero en ese puntoes a lo sumo 12 i. Notar que el predi
ado :prime:N es fundamental aquí para garantizar que en 
ada unade las itera
iones, la probabilidad de que aparez
a una base a testigo en MillerRabin1 sea a lo sumo 12 .Igual que en las veri�
a
iones anteriores el invariante estandard I no es modi�
ado por ninguna variable39



de MillerRabin.f P(I ^ :prime:N) = 1 g) f P(true) � 12 0 ^ P(0 = 0 ^ I ^ :prime:N) = 1 gprime := true;f P(prime) � 12 0 ^ P(0 = 0 ^ I ^ :prime:N) = 1 gx := 0;f P(prime) � 12 0 ^ P(x = 0 ^ I ^ :prime:N) = 1 g) f Inv gwhile (x < T ) doMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1odf P(x < T ) = 0 ^ Inv g) f P(prime) � 12T ^ P(x = T ^ I ^ :prime:N) = 1 g) f P(:prime) � 1� 12T gEn la parte de ini
ializa
ión se apli
ó dos ve
es la regla (Assign) y luego la regla (Cons). La segundaimpli
a
ión se justi�
a tomando i = 0 en el predi
ado q de Inv. En la salida del 
i
lo se tiene que valep ; ya que algún valor i < T se tiene una probabilidad positiva para x < T . Es importante desta
ar queen la última impli
a
ión, la presen
ia del término P(x = T ^ I ^ :prime:N) = 1 es fundamental. Laimportan
ia radi
a en que el mismo impli
a que la probabilidad total es 1, lo 
ual permite hablar a
er
ade la probabilidad de :prime en fun
ión de la probabilidad de prime. Igual que antes a �n de probar queInv es invariante se utiliza la regla (Or) para dividir la prueba en dos partes: una donde la pre
ondi
iónes f 9i : q g y otra donde donde la pre
ondi
ión es f p g .
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f 9i : q gf q gwhile (x < T ) dof (x < T )?q g) f 9r : P(prime) = r ^ i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1gf P(prime) = r ^ i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1 g) f P(I ^ :prime:N) � r ^ i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1g) f r � P(I ^ :prime:N) � 1 g fi < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1 gf P(I ^ :prime:N) � 1 g) f P(I ^ :prime:N) = 1 gMillerRabin1;f P(:witness) � 12 g) f P(prime ^ :witness) � 12 gprime := prime ^ :witness;f P(prime) � 12 gf r � P(prime) � 12 g f i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1 g) f i < T ^ P(prime) � 12 i+1 ^ P(x+ 1 = i+ 1 ^ I ^ :prime:N) = 1gx := x+ 1f i < T ^ P(prime) � 12 i+1 ^ P(x = i+ 1 ^ I ^ :prime:N) = 1 gf:(x < T )?q g) f P(true) = 0 gskipf P(true) = 0 godf � i < T ^ P(prime) � 12 i+1 ^ P(x = i+ 1 ^ I ^ :prime:N) = 1 � + � P(true) = 0 � g) f q[i=i+1℄ g) f Inv gNotar que se apli
a la regla (Exists) a la tripla:f q g if (x < T ) then MillerRabin1; prime := prime ^ :witness;x := x+ 1 else skip fi f Inv gEn la rama positiva del if , la primer impli
a
ión introdu
e una variable probabilísti
a r que repre-senta la probabilidad exa
ta de que valga el predi
ado prime. Notar que se apli
a la regla (Exists) a latripla: f P(prime) = r ^ i < T ^ r � 12 i ^ P(x = i ^ I ^ :prime:N) = 1 gMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1f i < T ^ P(prime) � 12 i+1 ^ P(x = i+ 1 ^ I ^ :prime:N) = 1 g41



En la segunda impli
a
ión vale el predi
ado (I ^:prime:N) 
on probabilidad = 1 � 12 i � r, 
on lo 
ualse obtiene el término izquierdo de la 
onjun
ión. Teniendo que en 
uenta que la variable probabilísti
a rtoma un valor en rango �0; 12 i�, en la ter
er impli
a
ión se apli
ó el lema 10 del apéndi
e: el predi
adoP(I ^ :prime:N) � r es equivalente al predi
ado r � (P(I ^ :prime:N) � 1) . La 
uarta impli
a
ión esinmediata, ya que la probabilidad total no puede ex
eder a 1. En la quinta implia
ión se usó el lema 6;debilitando el predi
ado (:witness) a (prime ^ :witness) se preserva el �. En la última impli
a
iónde la rama positiva del if también se usó el lema 10 del apéndi
e: el predi
ado r � (P(prime) � 12 ) esequivalente al predi
ado P(prime) � r � 12 ; 
on lo 
ual la probabilidad de que valga el predi
ado primees � r � 12 � � 12 i� 12 = 12 i+1 . Notar que 
uando se apl
a la regla (Lin �) a la tripla:f P(I ^ :prime:N) � 1 gMillerRabin1;prime := prime ^ :witnessf P(prime) � 12 gse está es
alando por el valor de la variable probabilísti
a r, el 
ual se en
uentra en el rango �0; 12 i�.En la rama negativa del if , 
uando se 
orta al predi
ado q por la 
ondi
ión :(x < T ) , se obtieneel predi
ado P(true) = 0 . Es importante desta
ar que el úni
o estado probabilísti
o que satisfa
e estepredi
ado es �0, ello se debe a que en q se satisfa
e x < T 
on probabilidad 1. Finalmente se usó la regla(Skip).Luego se 
ombinan los efe
tos que realizaron ambas ramas positiva y negativa del if sobre lospredi
ados (x < T )?q y :(x < T )?q respe
tivamente, 
on el operador probabilísti
o +. Usando ellema 13 del apéndi
e las probabilidades en el término izquierdo de la suma son preservadas, ya que elestado �0 no agrega ninguna probabilidad. Las dos últimas impli
a
iones son 
onse
uen
ia inmediata delas de�n
iones de q y Inv.
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f p gwhile (x < T ) dof (x < T )?p g) f P(true) = 0 gMillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1f P(true) = 0 gf:(x < T )?p g) f p gskipf p godf ( P(true) = 0 ) + p g) f p g) f Inv gEn p se satisfa
e x = T 
on probabilidad 1, por lo tanto 
uando se 
orta al predi
ado por la 
ondi
ión(x < T ) se obtiene P(true) = 0; ya que se esta re
ortando todo el estado probabilísti
o. La triplaf P(true) = 0 g MillerRabin1; prime := prime ^ :witness; x := x+ 1 f P(true) = 0 gse satisfa
e trivialmente porque ninguna variable modi�
a el predi
ado P(true) = 0 .Por otra parte 
uando se 
orta al predi
ado p por la 
ondi
ión :(x < T ), no se altera porque x = Timpli
a :(x < T ). Notar que en la rama negativa del if se apli
ó la regla (Skip).Usando el lema 13 se obtiene que ( P(true) = 0 ) + p es equivalente a p . La última impli
a
iónse dedu
e de las de�ni
iones de Inv y p.
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Capítulo 4Lógi
a de Morgan
4.1 Extensión de la lógi
a de HoareAquí se presentará el formalismo pCGL, desarrollado por Morgan y Seidel entre otros [5℄,[6℄,[7℄, [8℄. Solose hará referen
ias a programas determinísti
os. Es de
ir que no se 
ontemplarán aquellos programas quein
luyan el operador de no-determinismo u.De�ni
ión 14 Supongamos que S ranguea sobre los programas, B sobre expresiones booleanas y p sobreexpresiones rales en el rango [0; 1℄; asumamos que x representa una lista de variables distintas, y E unalista de expresiones (enteras o boolenas). Enton
es la sintaxis del Lenguaje de Comandos GuardadosProbabilísti
os PCGL esta dado por la siguiente gramáti
a.S ::= abort j skip j x := E j S;S j if B then S else S fi j do B ! S od j S �p STodos los 
onstru
tores, ex
epto el último, son 
onven
ionales [1℄. El nuevo 
onstru
tor introdu
ido esel de sele

ión probabilísti
a: dado p en el intervalo 
errado [0; 1℄, es
ribimos S �p T para la sele

iónprobabilísti
a entre los programas S y T ; los 
uales tiene probabilidad de p y 1�p respe
tivamente de sersele

ionados. En la mayoría de los 
asos p será una 
ontante � 
on 0 � � � 1 , pero puede ser más general;por ejemplo el programa S �[B℄ T es equivalente a la sele

ión 
ondi
ional: if B then S else T fi .Notar que el 
onstru
tor de itera
ión do , puede de�nirse 
omo el menor punto �jo de una fun
ión:do B ! S od := � FPCGLdonde: F : PCGL! PCGLF:x := if B then (S;x) else skip fiEjemplo 16 Suponiendo que n tiene K bits, el siguiente programa retorna en la variable m unnúmero 
on distribu
ión uniforme en el rango �0; 2K�.
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f suposi
ión: n = N gk;m := n; 0;do (k 6= 0) �!k := k div 2;b := 0 � 12 b := 1;m := 2m+ bod
9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;UnifPow2n� Antes de introdu
ir la probabilidad, se repasará la semánti
a del tranformador de estados wp paraprogramas estandard (que no involu
ran el operador �p). Supongamos que St es el 
onjunto de estadossobre el 
ual el programa opera. Los predi
ados estandard son fun
iones del 
onjunto de estados S al
onjunto de booleanos B = fTrue; Falseg y están par
ialmente ordenados por la impli
a
ión.P(St) := �St! B ;) �Un programa estandard es un trasformador de predi
ados, una fun
ión que mapea una post
ondi
ión (unpredi
ado sobre estados �nales) a la pre
ondi
ión más débil (un predi
ado sobre estados in
iales): lapre
ondi
ión más débil identi�
a todos los estados in
iales desde los 
uales se garantiza que el programatermine satisfa
iendo la post
ondi
ión. Luego la semánti
a del transformador de predi
ados estandard,está dada por el espa
io de la fun
ión D(St) de�nida:D(St) := �P(St)! P(St);v �el orden v es derivado punto a punto del orden sobre predi
ados. Dada una post
ondi
ión Q y unprograma S , es
ribimos wp:S:Q para la pre
ondi
ión más débil de S 
on respe
to a Q .wp: skip :Q := Qwp:(x := E):Q := Q[x := E℄wp:(S;T ):Q := wp:S:(wp:T:Q)wp:( if B then S else T fi ):Q := (B ^ wp:S:Q) _ (:B ^ wp:T:Q)wp:( do B ! S od ) := �D(St)Fwp: abort :Q := falsedonde: �FD(St) denota el menor punto �jo de:F : D(St)! D(St)F:t:Q := (B ^ wp:(t:Q)) _ (:B ^Q) 
on: t : D(St) ; Q : P(St)o expresado de otra manera:F:(wp:T ) := wp:( if B then S;T else skip fi )45



A �n de introdu
ir probabilidad, generalizamos los predi
ados. Re
ordemos que los predi
ados es-tandard pueden ser equivalentemente de�nidos 
omo fun
iones 
ara
terísti
as St ! f0; 1g 
on el ordenpunto a punto del �. Usaremos 
or
hetes [:℄ para indi
ar esa situa
ión, tal que [true℄ y [false℄ son lasfun
iones 
onstantes 1 y 0 sobre las variables de programa. De esta manera, las opera
iones lógi
asestandard pueden ser trasladadas de varias maneras en las opera
iones aritmeti
as. Más adelante seestable
erá de manera más pre
isa la equivalen
ia entre ellas.De�ni
ión 15 El espa
io de predi
ados probabilísti
os sobre el 
onjunto de estados St se de�ne:P(St) := �St! R� ;V �donde R� denota los reales no negativos, y la rela
ión V heredada punto a punto del ordenamiento �usual de R� . El modelo de transformadores probabilísti
os de estados es:T (St) := �P(St)! P(St);v �donde el orden v es derivado punto a punto de la impli
a
ión V sobre P(St).Ejemplo 17 Supongamos que s 2 St es un estado de�nido 
omo s := hb = 0i ; y que Q 2 P(St)es un predi
ado probabilísti
o de�nido 
omo Q := [b = 0℄ � 12 + [b = 1℄ � 12 . Enton
es se tienen lassiguientes rela
iones:Q:s � � [b = 0℄ � 12 + [b = 1℄ � 12 �:hb = 0i � 12 V [true℄� En lugar de a
tuar sobre predi
ados estandard, los 
omandos PCGL a
túan sobre predi
ados proba-bilísti
os, los 
uales toman valores en el rango [0; 1℄. A 
ontinua
ión se dará una semánti
a probabilísti
aa los 
onstru
tores del lenguaje PCGL.De�ni
ión 16 Sea Q : P(St) un predi
ado probabilísti
o, enton
es la semánti
a de los 
onstru
toresdel lenguage PCGL, está dada por las siguientes de�ni
iones:wp: skip :Q := Q D1wp:(x := E):Q := Q[x := E℄ D2wp:(S;T ):Q := wp:S:(wp:T:Q) D3wp:(S �p T ):Q := p � wp:S:Q + (1� p) � wp:T:Q D4wp:( if B then S else T fi ):Q := [B℄ � wp:S:Q + [:B℄ � wp:T:Q D5wp:( do B ! S od ) := �T (St)F D6wp: abort :Q := 0 D7donde: �FT (St) denota el menor punto �jo de:F : T (St)! T (St)F:t:Q := [B℄ � wp:(t:Q) + [:B℄ �Q 
on: t : T (St) ; Q : P(St)o expresado de otra manera:F:(wp:T ) := wp:( if B then S;T else skip fi )46



Notar que: Q no es ne
esariamente de la forma [P ℄, 
on P predi
ado estandard; � es la multipli
a
iónusual (que puede reemplazarse por u); + es la suma usual (que puede reemplazarse por t); p es unaexpresión sobre variables de programa (no ne
esariamente una 
onstante), que toma su valor en el rango[0; 1℄; y x es una variable o un ve
tor de variables.El programa abort no puede garantizarse que termine en algún estado, por lo tanto mapea 
adapost
ondi
ión a 0. El programa que termina inmediatamente skip no 
ambia nada, por lo tanto lapost
ondi
ión Q es válida luego de la eje
u
ión de skip solo si valía anteriormente. La pre
ondi
iónde la asigna
ión x := E es Q[x := E℄, es de
ir el reemplazo sintá
ti
o de todas las o
urren
ias libresde x en la expresión Q por E, renombrando las variables ligadas en E si es ne
esario para evitar la
aptura de variables libres en E. La 
omposi
ión se
uen
ial es la 
omposi
ión fun
ional. La pre
ondi
iónde la sele

ión probabilísti
a es la suma de las pre
ondi
iones de ambas ramas multipli
adas por pesosapropiados. Finalmente la semánti
a del programa re
ursivo while está dada 
omo el menor punto �jode una fun
ión.Ejemplo 18 Sea I el predi
ado probabilísti
o de�nido 
omo:I := �m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k� � 2�log2:kenton
es: wp:(k := k div 2; b := 0� 12 b := 1; m := 2m+ b):I� f de�ni
ión D3 , 2 ve
es gwp:(k := k div 2): wp:(b := 0� 12 b := 1): wp:(m := 2m+ b):I� f de�ni
ión D2 gwp:(k := k div 2):wp:(b := 0� 12 b := 1):[(2m+ b)2log2:k � i < (2m+ b+ 1)2log2:k℄ � 2�log2:k� f de�ni
ión D4 gwp:(k := k div 2):� 12 � [2m2log2:k � i < (2m+ 1)2log2:k℄ � 2�log2:k+ 12 � [(2m+ 1)2log2:k � i < (2m+ 1 + 1)2log2:k℄ � 2�log2:k �� f de�ni
ión D2 g12 � [2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2) +12 � [(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1 + 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)� En [1℄ Dijkstra impone 
iertas 
ondi
iones saludables sobre los transformadores de estados estandarden D(St), algunas de ellas son:wp:S:(Q ^Q0) � wp:S:Q ^ wp:S:Q0 
onjuntividadwp:S:false � false fa
tibilidadsi Q) Q0 enton
es wp:S:Q ) wp:S:Q0 monotoniaLas 
ondi
iones son importantes porque ellas 
ara
terizan exa
tamente aquellos programas que puedendar una semánti
a alternativa, 
omo rela
iones entre estados in
iales y �nales; también pueden ser usadas47



para probar propiedades generales para razonar 
on los programas. A 
ontinua
ión se 
onsideran laspropiedades análogas para los programas PCGL; y además algunas propiedades que son útiles para lamanipula
ión de operadores lógi
os y aritméti
os.De�ni
ión 17 Sean Q;Q0 2 P(St) predi
a
ados probabilísti
os; y s 2 St un estado, enton
es se de�nenlos siguientes operadores binariosa) El mínimo (Q uQ0):s := Q:s min Q0:sb) El máximo (Q tQ0):s := Q:s max Q0:s
) La resta trun
ada Q	Q0 := (Q�Q0) t 0d) La 
onjun
ión probabilísti
a Q&Q0 := (Q+Q0)	 1Seguidamente se dará una lista de propiedades que 
ara
terizan la lógi
a de Morgan. Sea S un pro-grama PCGL; Q;Q0 predi
ados probabilísti
os; a; b; 
 reales no negativos; P; P ; P 0 predi
ados estandard,donde P; P son disjuntos, es de
ir: P ^ P = false; enton
es las siguientes propiedades son válidas:wp:S:(a �Q+ b �Q0 	 
) W a � wp:S:Q+ b � wp:S:Q0 	 
 P1wp:S:(Q&Q0) W wp:S:Q & wp:T:Q0 P2si Q0 W Q enton
es wp:S:Q0 W wp:S:Q P3si 0 � 
 � 1 enton
es wp:S:(
 �Q) � 
 � wp:S:Q P4a � [P ℄ + b � [P ℄ � a � [P ℄ t b � [P ℄ P5P ) P 0 si y solo si [P ℄V [P 0℄ P6[P ^ P 0℄ � [P ℄ � [P 0℄ P7[P ^ P 0℄ � [P ℄ u [P 0℄ P8[P _ P 0℄ � [P ℄ t [P 0℄ P9si S no modi�
a a Q enton
es: Q � wp:S:Q P10Notar que las propiedades P5 , P6 , P7 , P8 , P9 son 
onse
uen
ia de 
omo las opera
ioneslógi
as sobre predi
ados estandard son trasladadas a las opera
iones aritméti
as; todas son apli
adaspunto a punto. La propiedad fundamental P1 se denomina sub-linearidad ; a partir de ella se puedenprobar P2 , P3 y P4 , estas pruebas serán justi�
adas en el apéndi
e Lemas de Morgan. Notar que enPCGL, las 
ondi
iones saludables de [1℄ se 
onvierten en sub-linearidad [5℄, la 
ual es una generaliza
iónde la 
onjuntividad. La propiedad P2 se denomina sub-
onjuntividad y representa una 
onjun
iónprobabilísti
a. La propiedad P3 es la versión probabilísti
a de la monotonía. La propiedad P4 sedenomina es
alado, y sirve justamente para es
alar un predi
ado probabilísti
o por una 
onstante 
. Lapropiedad P10 di
e que Q permane
e igual si el programa S no modi�
a las variables de de programade Q. Notar que en esta última propiedad se asume que el programa termina 
on 
on probabilidad 1(wp:S:1 � 1); ya que por ejemplo: 0 � wp: abort :Q.Ejemplo 19 Aquí se muestra 
omo fun
ionan algunas de las propiedades enun
iadas:12 � [2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2) +12 � [(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1 + 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)48



� f algebra g[2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)�1 +[(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 2)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)�1� f propiedad P5 g[2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)�1 t[(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 2)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)�1� f propiedad de t g� [2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ t[(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 2)2log2:(k div 2)℄ � � 2�log2:(k div 2)�1� f propiedad P9 g� [ (2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)) _((2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 2)2log2:(k div 2)) ℄ � � 2�log2:(k div 2)�1� f parti
ión de rango; algebra g[ (m2log2:(k div 2)+1 � i < (m+ 1)2log2:(k div 2)+1) ℄ � 2�log2:(k div 2)�1W f k 6= 0 ; de�ni
ión de log2 ; propiedad P6 g� m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k ^ k 6= 0 � � 2�log2:k� f propiedad P8 g� �m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k� u [k 6= 0℄ � � 2�log2:k� f [k 6= 0℄ es estandard g�m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k� � 2�log2:k u [k 6= 0℄� A 
ontinua
ión se presenta la no
ión de 
orre

ión probabilísti
a para 
i
los de la forma:loop := do G! body odEn [8℄ se demuestra una regla, la 
ual estable
e que para 
i
los determinísti
os es su�
iente 
on
al
ular las 
otas de 
ada itera
ion i separadamente y luego sumar los resultados. Notar que en lasemánti
a estandard se explotaba el determinismo usando la disjun
ión de los resultados, aquí se lo ha
e
on la suma. En la veri�a
ión de Uniforma[2; n� 1℄ se verá una apli
a
ión interesante de esta regla.Regla 1 (para 
i
los determinísti
os) Sea Q un predi
ado probabilíti
o y body un programa deter-minísti
o, enton
es:wp:loop:Q � 1Xi=0 hi:([:G℄ �Q) donde: h:Q0 := [B℄ � wp:body:Q0En [6℄ hay dos reglas útiles para probar propiedades sobre 
i
los. La primera de ellas determina una
ota inferior para la probabilidad de que el 
i
lo loop termine en 
ierto estado. La segunda regla muestrala termina
ión del 
i
lo, usando un variante (evaluado en las variables de programa); el 
ual está a
otadoinferior y superiormente tal que en 
ada itera
ión se garantiza un de
re
imiento estri
to 
on una mínimaprobabilidad �ja p 6= 0. Notar que se permite que el variante probabilísti
o 
rez
a, pero no mas allá dela 
ota superior H . 49



Regla 2 (para 
i
los probabilísti
os) Sea T la probabilidad de que el 
i
lo loop termine, de�nida
omo: T := wp:loop:1enton
es 
orre

ión par
ial (preserva
ión del invariante) impli
a 
orre

ión total, siempre 
uando el in-variante I no ex
eda la 
ondi
ión de termina
ión T ; es de
ir:Si I u [G℄ V wp:body:Iy I V Tenton
es I V wp:loop:([:G℄ u I)Ejemplo 20 La primer 
ondi
ión es la invarianza de I 
on respe
to al 
uerpo del 
i
lo:wp:� k := k div 2; b := 0� 12 b := 1; m := 2m+ b �:I� f ejemplo 18 g12 � [2m2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2) +12 � [(2m+ 1)2log2:(k div 2) � i < (2m+ 1 + 1)2log2:(k div 2)℄ � 2�log2:(k div 2)W f ejemplo 19 g�m2log2:k � i < (m+ 1)2log2:k� � 2�log2:k u [k 6= 0℄� f de�ni
ión de I gI u [k 6= 0℄La segunda 
ondi
ión asegura 
orre

ión total y 
omo se verá en el ejemplo 21: T � 1; 
on lo 
ualtrivialmente se 
umple que: I V T . Por lo tanto usando la regla para 
i
los probabilísti
os, se tiene:I V wp:loop:([:(k 6= 0)℄ u I) (1)Este resultado nos permite 
alular una 
ota inferior para la probabilidad de que UnifPow2n genere unnúmero aleatorio en el rango �0; 2log2:N�. Puede 
hequearse que para la salida del 
i
lo vale:[:(k 6= 0)℄ u I � [m = i℄ (2)Por lo tanto:wp:UnifPow2n:[m = i℄� f resultado (2) gwp:UnifPow2n:([:(k 6= 0)℄ u I)� f de�ni
ión D3 gwp:(k;m := n; 0) :wp:loop:([:(k 6= 0)℄ u I)W f resultado (1) ; propiedad P3 gwp:(k;m := n; 0):I� f de�ni
ión D2 g[0 � i < 2log2:n℄ � 2�log2:n� f suposi
ión ini
ial: n = N g[0 � i < 2log2:N ℄ � 2�log2:NLo 
ual se interpreta 
omo que el programa UnifPow2n estable
e la post
ondi
ión:50



[m = i℄ 
on probabilidad de al menos 2�log2:N 
uando el predi
ado [0 � i < 2log2:N ℄ es verdadero; y 
onprobabilidad 0 en 
aso 
ontrario.�Regla 3 (de variantes probabilísti
os) Sea V una expresión entera evaluada en las variables de pro-grama, de�nida al menos sobre algún sub
onjunto I del espa
io de estados S, que para el 
i
lo loop yademás:1. existen 
onstantes enteras �jas L(low) y H(high) tales que:G u I V [L � V � H ℄2. el sub
onjunto I (
omo predi
ado estandard) es wp�invariante para el 
i
lo loop.3. para alguna probabilidad �ja p 6= 0 y para todos los enteros K se tiene:p � (G u I u [V = K℄) V wp:body:[V < K℄Enton
es la termina
ión del 
i
lo es efe
tiva desde algun estado en el 
ual se satisfa
e I: tenemos I V T ,donde T es la 
ondi
ión de termina
ión del 
i
lo loop.Ejemplo 21 En este 
aso se apli
ará la regla de variantes probabilísti
os al programa UnifPow2n .De�niendo V; L;H; p := k; 0; N; 1 y proponiendo 
omo invariante estandard I 0 := [0 � k � N ℄se 
umplen:1. existen 
onstantes enteras �jas L;H tales que: [k 6= 0℄ u I 0 V [L � k � H ℄2. el predi
ado estandard I 0 es wp�invariante:wp:(k := k div 2; b := 0� 12 b := 1;m := 2 �m+ b):I 0� f de�ni
ión D3 , 2 ve
es gwp:(k := k div 2): wp:(b := 0� 12 b := 1): wp(m := 2 �m+ b):I 0� f de�ni
ión D2 gwp:(k := k div 2): wp:(b := 0� 12 b := 1):I 0� f de�ni
ión D4 gwp:(k := k div 2):� 12 � wp:(b := 0):I 0 + 12 � wp:(b := 1):I 0 �� f de�ni
ión D2 , 2 ve
es gwp:(k := k div 2):� 12 � I 0 + 12 � I 0 �� f 
ál
ulo de predi
ados probabilísti
os gwp:(k := k div 2):I 0� f de�ni
ión D2 g[0 � k div 2 � N ℄W f propiedad P6 gI 0 u [k 6= 0℄ 51



3. La probabilidad �ja p = 1 6= 0 satisfa
e:wp:(k := k div 2; b := 0� 12 b := 1;m := 2 �m+ b):[k < K℄� f idem. a los 5 primeros pasos de la prueba anterior gwp:(k := k div 2):[k < K℄� f de�ni
ión D2 g[k div 2 < K℄W f algebra ; propiedad P6 g[k 6= 0 ^ k = K℄� f propiedad P8 g[k 6= 0℄ u [k = K℄W f propiedad de u g1 � ([k 6= 0℄ u I 0 u [k = K℄)por lo tanto se dedu
e que si se parte desde un estado que satisfa
e I 0 la termina
ión es efe
tiva. Ello loasegura la ini
ializa
ión del 
i
lo, junto a la suposi
ión ini
ial n = N :wp:(k;m := n; 0):I 0 � [0 � n � N ℄ � 1Es de
ir que 
on probabildad 1 el 
i
lo parte de un estado que satisfa
e I 0, por lo tanto T � 1.�4.2 Ver�
ia
ión de Fa
torTwosf S1 : n = N gr; s := 0; n� 1;do (s mod 2 = 0)!s := s div 2;r := r + 1od 9>>>>=>>>>; loopTermina
ión del 
i
loLa termina
ión del 
i
lo se prueba usando la regla de variante probabilísti
o tomando:V; L;H; p := s; 0; N�1; 1y tomando a [true℄ 
omo invariante estandard sobre el 
ual está de�nido V .Invariante probabilísti
o del 
i
loI := [n� 1 = 2rs℄Salida del 
i
lo 52



I u [:(s mod 2 = 0)℄� f s impar g[n� 1 = 2rs℄ u [odd:s℄� f propiedad P8 g[n� 1 = 2rs ^ odd:s℄Cuerpo del 
i
lowp:(s := s div 2; r := r + 1):I� f de�ni
ión D3 gwp:(s := s div 2):wp:(r := r + 1):I� f de�ni
ión D2 gwp:(s := s div 2):[n� 1 = 2r+1s℄� f algebra gwp:(s := s div 2):[n� 1 = 2r2s℄� f de�ni
ión D2 g[n� 1 = 2r2(s div 2)℄W f s = 2(s div 2) ( odd:s ; propiedad P6 g[n� 1 = 2rs ^ s mod 2 = 0℄� f propiedad P8 g[n� 1 = 2rs℄ u [s mod 2 = 0℄Ini
ializa
ión del 
i
lowp:(r; s := 0; n� 1):I� f de�ni
ión D2 g[n� 1 = 20(n� 1)℄� f algebra g[true℄Usando la regla para 
i
los probabilísti
os se obtiene:1 � wp:Fa
torTwos:[n � 1 = 2rs ^ odd:s℄Lo 
ual se interpreta 
omo que el programa Fa
torTwos estable
e la post
ondi
ión[n� 1 = 2rs ^ odd:s℄ 
on probabilidad 1.
53



4.3 Ver�
ia
ión de Uniforma[2; n�1℄f S1: n = N gm := n;do :(2 � m < n) �!UnifPow2nod ; 9>>=>>; loopa := mAntes de 
hequear la termina
ión del 
i
lo se probará un lema auxiliar que estable
e propiedades sobreuna fun
ión que resultará útil para de�nir un variante probabilísti
o del 
i
lo.Lema 1 Sea fN : R ! R� de�nida por fN (x) = �x� N+12 �2 enton
es:a) x 2 [2; N) ) fN(x) < �N�12 �2b) x =2 [2; N) ) fN(x) � �N�12 �2
) x =2 [2; N) y x 2 �0; 2log2:N� ) �N�12 �2 � fN (x) � �2log2:N � N�32 �2Dem:Analizando la derivada de la fun
ión se puede ver en que intervalos la fun
ión es 
re
iente (de
re
iente).x > N+12 ) f 0N (x) = 2x� (N+1) > 0 ) fN es 
re
iente en �N+12 ;+1� (1)x < N+12 ) f 0N (x) = 2x� (N+1) < 0 ) fN es de
re
iente en ��1; N+12 � (2)Usando (1) y (2) se prueban a), b) y 
).a) x 2 [2; N) ) fN (x)< fN (1) max fN(N)= �1� N+12 �2 max �N � N+12 �2= �N�12 �2 �b) x =2 [2; N) ) fN (x)� fN (1) max fN(N)= �1� N+12 �2 max �N � N+12 �2= �N�12 �2 �
) La primer desigualdad es un 
aso parti
ular de B), mientras que:x =2 [2; N) y x 2 �0; 2log2:N� ) fN (x)� fN (0) max fN�2log2:N�1�= �0� N+12 �2 max �2log2:N�1� N+12 �2= �2log2:N � N�32 �2 �54



�El siguiente reesultado se usará 
on fre
uen
ia: la mínima probabilidad de que la variable m seaigual a alguno de los valores del 
onjunto de enteros I , luego de eje
utar UnifPow2n es de 2�log2:Nmultipli
ado por la 
antidad de valores del 
onjunto I que están el rango �0; 2log2:N�.Lema 2 Sea I � Z un sub
onjunto de enteros �nito, enton
es:2�log2:N �Xi2I [0 � i < 2log2:N ℄ V wp:UnifPow2n:h_i2I(m = i)iDem:wp:UnifPow2n:hWi2I(m = i) i� f propiedad P9 gwp:UnifPow2n:�Fi2I [m = i℄ �� f propiedad P5 gwp:UnifPow2n:�Pi2I [m = i℄ �W f propiedad P1 gPi2I wp:UnifPow2n:[m = i℄W f resultado anterior gPi2I [0 � i < 2log2:N ℄ � 2�log2:N� f algebra g2�log2:N �Pi2I [0 � i < 2log2:N ℄ �Termina
ión del 
i
loPara veri�
ar la termina
ión del 
i
lo usamos la regla de variantes; para ello se de�nen:V := �m� N+12 �2 p := (N�2)2�log2:NL := �N�12 �2 I := �0 � m < 2log2:N�H := �2log2:N � N�32 �21. Existen 
onstantes enteras L;H tales que: G u I V [L < V < H ℄G u I� f de�ni
ión de G; I g[:(2 � m < n) ℄ u �0 � m < 2log2:N�� f propiedad P8 g�:(2 � m < n) ^ �0 � m < 2log2:N� �V f n = N , lema 1.
) g[ (N�12 �2 < �m� N+12 �2 < �2log2:N � N�32 �2 ℄� f de�ni
ión de L; V;H g[L < V < H ℄ � 55



2. El predi
ado estandard I es wp-invariante para el 
i
lo loop.wp:UnifPow2n:I� f 
ál
ulo de predi
ados estandard gwp:UnifPow2n:hWi2J (m = i) i donde J := fi 2 Z : 0 � i < 2log2:N gW f lema 2 g2�log2:N �Pi2J [0 � i < 2log2:N ℄� f #J = 2log2:N g2�log2:N � 2log2:NW f 1W Q g[:(2 � m < n) ℄ u I �3. Para alguna probabilidad �ja p 6= 0 y para todo entero K se tiene:wp:body:[V < K℄� f de�ni
iones de body y V gwp:UnifPow2n:� �m� N+12 �2 < K �W f lema 1.a ; propiedad P6 gwp:UnifPow2n:� (2 � m < n) ^K > �N�12 �2 �� f propiedad P8 gwp:UnifPow2n:� [2 � m < n℄ u � K � �N�12 �2 � �W f propiedad P2 gwp:UnifPow2n:[2 � m < n℄ u wp:UnifPow2n:� K � �N�12 �2 �� f propiedad P10 gwp:UnifPow2n:[2 � m < n℄ u � K � �N�12 �2 �� f n = N ; 
ál
ulo de predi
ados estandard gwp:UnifPow2n:hWi2J (m = i) i u � K � �N�12 �2 �donde J := fi 2 Z : 2 � i < N gW f lema 2 g2�log2:N �Pi2J [0 � i < 2log2:N ℄ u � K � �N�12 �2 �� f #J = N�2 g(N�2) � 2�log2:N u � K � �N�12 �2 �W f propiedad de u g(N�2) � 2�log2:N � � K � �N�12 �2 �W f lema 1.b ; propiedad P6 g(N�2) � 2�log2:N � �:(2 � m < n) ^ 0 � m < 2log2:N ^ (m� N+12 �2 = K �� f propiedad P8 g(N�2) � 2�log2:N � � [:(2 � m < n)℄ u �0 � m < 2log2:N� u � �m� N+12 �2 = K � �� f de�ni
iones de p;G; I; V gp � �G u I u [V = K℄� �Por lo tanto se satisfa
en las tres 
ondi
iones de la regla de variantes probabilísti
os, 
on lo 
ual se56



obtiene que I V T . Luego: wp:Uniforma[2; n� 1℄:1� f de�ni
ión de Uniforma[2; n� 1℄ gwp:(m := n; loop; a := m):1� f de�ni
ión D3 gwp:(m := n): wp:loop: wp:(a := m):1� f de�ni
ión D2 gwp:(m := n): wp:loop:1W fpropiedad P3 ; T W I gwp:(m := n):�0 � m < 2log2:N�� f de�ni
ión D2 g�0 � n < 2log2:N�� f n = N ; propiedad de log2 g1Estable
iendo de esta manera que el programa wp:Uniforma[2; n� 1℄ termina 
on probabilidad 1.Cál
ulo de wp:Uniforma[2; n� 1℄:[a = i℄A 
ontinua
ión 
al
ularemos una 
ota inferior para la probabilidad de que el programa Uniforma[2; n�1℄establez
a la post
ondi
ión [a = i℄, 
on i = 2; 3; : : : ; N�1. En el siguiente lema se 
al
ula la fun
ión hde�nida en la regla para 
i
los determinísti
os.Lema 3 Sea i tal que 2 � i < N enton
es para toda itera
ión j, j � 1, se tiene que:hj�[2 � m < n℄ � [m = i℄� W p(1� p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄Dem:La prueba será por indu

ión en j, tal que j es el número de itera
ión.� 
aso j = 1h1�[2 � m < n℄ � [m = i℄�� f de�ni
ión de h g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:�[2 � m < n℄ � [m = i℄�� f propiedad P7 g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:[2 � m < n ^m = i℄� f n = N g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:[2 � i < N ^m = i℄� f propiedad P8 g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:�[2 � i < N ℄ u [m = i℄�� f propiedad P2 g[:(2 � m < n) ℄ � � wp:UnifPow2n:[2 � i < N ℄ u wp:UnifPow2n:[m = i℄ �� f propiedad P10 g 57



[:(2 � m < n) ℄ � � [2 � i < N ℄ u wp:UnifPow2n:[m = i℄ �W f resultado anterior g[:(2 � m < n) ℄ � � [2 � i < N ℄ u [2 � i < N ℄ � 2�log2:N �� f propiedad de u ; de�ni
ión de p g[:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � pN�2� f algebra gp(1�p)1�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ �� 
aso j + 1hj+1�[2 � m < n℄ � [m = i℄�� f de�ni
ión de h g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:� hj�[2 � m < n℄ � [m = i℄� �W f hipótesis indu
tiva g[:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:� p(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ �� f propiedad P4 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:� [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ �� f propiedades P7, P8 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � wp:UnifPow2n:� [:(2 � m < n)℄ u [2 � i < N ℄ �� f propiedad P2 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � � wp:UnifPow2n:[:(2 � m < n)℄ u wp:UnifPow2n:[2 � i < N ℄ �� f propiedad P10 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � � wp:UnifPow2n:[:(2 � m < n)℄ u [2 � i < N ℄ �W f 
ál
ulo de predi
ados probabilísti
os gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � wp:UnifPow2n:[:(2 � m < n)℄W f n = N ; propiedad P6 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � wp:UnifPow2n:hWi2K(m = i) idonde: K := f i 2 Z : 0 � i < 2 _ N � i < 2log2:N gW f lema 2 gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � 2�log2:N �Pi2K [0 � i < 2log2:N ℄� f 
ál
ulo de #K gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � 2�log2:N � � 2log2:N � (N�2) �� f algebra gp(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � � 1� (N�2) � 2�log2:N �� f de�ni
ión de p ; algebra gp(1�p)jN�2 � [:(2 � m < n) ℄ � [2 � i < N ℄ � �Ahora si estamos en 
ondi
iones de dar una 
ota inferior para la probabilidad de que el programaUniforma[2; n� 1℄ establez
a la post
ondi
ión [a = i℄ 
on i = 2; 3; : : : ; N�1 .58



wp:Uniforma[2; n� 1℄:[a = i℄� f de�ni
ión de Uniforma[2; n� 1℄ gwp:(m := n; loop; a := m):[a = i℄� f de�ni
ión D3 gwp:(m := n): wp:loop: wp:(a := m):[a = i℄� f de�ni
ión D2 gwp:(m := n): wp:loop:[m = i℄� f regla para 
i
los determinísti
os gwp:(m := n):� P1j=0 hj�[2 � m < n℄ � [m = i℄� �W f propiedad P3 ; lema anterior gwp:(m := n):� [2 � m < n℄ � [m = i℄ + P1j=1 p(1�p)j�1N�2 � [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ �� f algebra gwp:(m := n):� [2 � m < n℄ � [m = i℄ + pN�2 � [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ �P1j=0(1� p)j �� f (1� p) 6= 0 ; serie geométri
a gwp:(m := n):� [2 � m < n℄ � [m = i℄ + pN�2 � [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ � 11�(1�p) �� f algebra gwp:(m := n):� [2 � m < n℄ � [m = i℄ + [:(2 � m < n)℄ � [2 � i < N ℄ � 1N�2 �� f de�ni
ión D2 g[2 � n < n℄ � [n = i℄ + [:(2 � n < n)℄ � [2 � i < N ℄ � 1N�2� f 
ál
ulo de predi
ados estandard g[false℄ � [n = i℄ + [:(false)℄ � [2 � i < N ℄ � 1N�2� f [false℄ = 0 ; [true℄ = 1g[2 � i < N ℄ � 1N�2A 
ontinua
ión se prueba un resultado similar al que se probó para el programa UnifPow2n.Lema 4 Sea I � Z un sub
onjunto de enteros �nito, enton
es:1N�2 �Xi2I [2 � i < N ℄ V wp:Uniforma[2; n� 1℄:h_i2I(a = i)iDem:wp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i) i� f propiedad P9 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:�Fi2I [a = i℄ �� f propiedad P5 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:�Pi2I [a = i℄ �W f propiedad P1 gPi2I wp:Uniforma[2; n� 1℄:[a = i℄W f resultado anterior gPi2I [2 � i < N ℄ � 1N�2 59



� f algebra g1N�2 �Pi2I [2 � i < N ℄ �Notar que de este lema se desprende otra forma de 
hequear que el programa Uniforma[2; n � 1℄termina 
on probabilidad 1. Tomando I := f2; : : : ; N�1g.wp:Uniforma[2; n� 1℄:1W f propiedad P6 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I (a = i) iW f lema ?? g1N�2 �Pi2I [2 � i < N ℄� f #I = N�2 g1N�2 � (N�2)� f algebra g1 �Por lo tanto tenemos que:[2 � i < N ℄ � 1N�2 V wp:Uniforma[2; n� 1℄:[a = i℄lo 
ual se interpreta 
omo que el programa Uniforma[2; n� 1℄ alma
ena en la variable a la 
onstante i
on probabilidad de al menos 1N�2 
uando i está en el rango [2; N); y 0 en 
aso 
ontrario.4.4 Ver�
ia
ión de WitnessTailf S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s ga0; y; witness := as mod n; 0; false; o initdo (y < r ^ :witness) �!if (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) thena0 := a02 mod n;witness := (a0 = 1) )Selse a0 := a02 mod n oTfi ;y := y + 1od ;
9>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>; loop

witness := witness _ (a0 6= 1)Termina
ión del 
i
loLa termina
ión del 
i
lo se prueba usando la regla de variante probabilísti
o tomando:V; L;H; p := r�y; 0; N; 160



y tomando a [0 � y � r℄ 
omo invariante estandard sobre el 
ual está de�nido V . Usando la suposi
iónS1 se tiene que vale la desigualdad 1 < 2rs < N , la 
ual impli
a que r < N . Esta observa
ión junto 
onel invariante estandard anterior asegura que: 0 � r�y � N ; justi�
andose así la ele

ión de L;H . Laasigna
ión y := y + 1 asegura el de
remento de V .Invariante probabilísti
o del 
i
loDe�nimos los siguientes predi
ados, donde I es el invariante para WitnessTail.I := [y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y))℄W (e) := �9j : 0 � j < e : a2j+1s mod n = 1 ^ a2js mod n 6= 1 ^ a2js mod n 6= n�1�Notar que de la de�ni
ión de W (y) se dedu
e que:W (0) � falseW (y + 1) � W (y) _ (a2y+1s mod n = 1 ^ a2ys mod n 6= 1 ^ a2ys mod n 6= n�1)witness:n:a � W (r) _ a2rs mod n 6= 1 � W (r) _ an�1 mod n 6= 1Salida del 
i
lo[:(y < r ^ :witness)℄ u I� f 
ál
ulo de predi
ados ; propiedad P8 g[(y � r _ witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y))℄� f distributividad de _ g[ (y � r ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ) _(witness ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ) ℄� f propiedad P9 g[ y � r ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄ t[ witness ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄V f y = r, 2rs = n�1, en el termino izquierdo g[ a0 = an�1 mod n ^ (witness,W (r)) ℄ t[ witness ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄V f (A ^ (A, B)) ) ((A _A0), (B _ B0)) ; propiedad P6 g[ a0 = an�1 mod n ^ (witness,W (r)) ℄ t[ witness _ (a0 6= 1),W (r) _ (an�1 mod n 6= 1) ℄V f (A, B) ) ((A _ C), (B _ C)) ; propiedad P6 g[witness _ (a0 6= 1),W (r) _ (an�1 mod n 6= 1)℄ t[witness _ (a0 6= 1),W (r) _ (an�1 mod n 6= 1)℄� f propiedad de t g[witness _ (a0 6= 1),W (r) _ an�1 mod n 6= 1℄� f de�ni
ión de witness:n:a g[witness _ (a0 6= 1), witness:n:a℄ 61



Cuerpo del 
i
lowp:(if (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) then S else T fi ; y := y + 1):[ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄� f de�ni
ión D3 gwp:(if (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) then S else T fi ):wp(y := y + 1):[ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄� f de�ni
ión D2 gwp:(if (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) then S else T fi ):[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f de�ni
ión D5 g(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:S:[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄ +:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:T:[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f de�ni
iones de S; T , de�ni
ión D3 g(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:(a0 := a02 mod n):wp:(witness := (a0 = 1)):[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄ +:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:(a0 := a02 mod n):[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f de�ni
ión D2 en ambos terminos g(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) � wp:(a0 := a02 mod n):[ y + 1 � r ^ a0 = a2y+1s mod n ^ (a0 = 1,W (y + 1)) ℄ +:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) �[ y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f de�ni
ión D2 en el termino izquierdo g(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) �[ y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (a02 mod n = 1,W (y + 1)) ℄ +:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) �[ y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f propiedad P5 g[ (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (a02 mod n = 1,W (y + 1)) ℄ t[:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ℄� f propiedad P9 g[ ( (a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (a02 mod n = 1,W (y + 1)) ) _(:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^y + 1 � r ^ a02 mod n = a2y+1s mod n ^ (witness,W (y + 1)) ) ℄W f Cal
ulo de predi
ados ; Propiedad P6 g[ ((a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^ 62



:witness ^ y + 1 � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ) _(:(a0 6= 1 ^ a0 6= n�1) ^:witness ^ y + 1 � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ) ℄� f 
al
ulo de predi
ados g[ (y < r ^ :witness) ^ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄� f propiedad P8 g[ y < r ^ :witness ℄ u [ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄Ini
ializa
ión del 
i
lowp:init:I� f de�ni
iones de init; I gwp:( a0; y; witness := as mod n; 0; false ): [ y � r ^ a0 = a2ys mod n ^ (witness,W (y)) ℄� f de�ni
ión D2 g[ 0 � r ^ as mod n = a20s mod n ^ (false, W (0)) ℄� f suposi
ión S1 ) 0 � r g[true℄Con lo 
ual obtenemos el siguiente resultado:1 V wp:(init; loop):[witness _ (a0 6= 1), witness:n:a℄Finalmente:wp:WitnessTail:[witness, witness:n:a℄� f de�ni
ión de WitnessTail gwp:(init; loop; witness := witness _ (a0 6= 1) ):[witness, witness:n:a℄� f de�ni
ión D3 gwp:(init; loop):wp:(witness := witness _ (a0 6= 1)):[witness, witness:n:a℄� f de�ni
ión D2 gwp:(init; loop):[witness _ (a0 6= 1), witness:n:a℄W f resultado anterior g1A 
ontinua
ión se probará un lema que resultará útil en la veri�
a
ión posterior de MillerRabin1.Lema 5 1 � wp:WitnessTail:[witness, witness:n:a℄impli
a que:a) [ witness:n:a℄ � wp:WitnessTail:[ witness℄b) [:witness:n:a℄ � wp:WitnessTail:[:witness℄Dem: 63



Se probará el 
aso a); el 
aso b) es análogo.wp:WitnessTail:[witness℄� f de�ni
ión D2 gwp:WitnessTail:[witness℄W f propiedad P6 gwp:WitnessTail:[(witness, witness:n:a) ^ witness:n:a℄� f propiedad P8 gwp:WitnessTail:([witness, witness:n:a℄ u [witness:n:a℄)W f propiedad P2 gwp:WitnessTail:[witness, witness:n:a℄ u wp:WitnessTail:[witness:n:a℄)� f hipótesis ; propiedad P10 g(1 u [witness:n:a℄)� f propiedad de u g[witness:n:a℄ �Esto signi�
a que el programa WitnessTail setea la variable booleana witness a true 
on proba-bilidad 1 
uando la base a es un testigo de n; y 0 en 
aso 
ontrario. Análogamente si a no es un testigode n, 
on probabilidad 1 la variable witness es false; y probabilidad 0 en 
aso 
ontrario.4.5 Veri�
a
ión de MillerRabin1, 
on N primof S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ prime:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s gUniforma[2; n� 1℄;WitnessTail )MillerRabin1Notar que la suposi
ión S1 es ne
esaria paraestable
er la suposi
ión S2 .wp:MillerRabin1:[:witness℄� f de�ni
ión de MillerRabin1 gwp:(Uniforma[2; n� 1℄;WitnessTail):[:witness:n:a℄� f de�ni
ión D3 gwp:Uniforma[2; n� 1℄: wp:WitnessTail:[:witness:n:a℄� f lema 5.b gwp:Uniforma[2; n� 1℄:[:witness:n:a℄W f n = N ; propiedad P6 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i ^ :witness:N:i) i donde: I := f2; : : : ; N�1g� f suposi
ión S1 : prime:N ) (8 i : 0 < i < N : :witness:N:i ) gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i) iW f lema [?℄ g1N�2 �Pi2I [2 � i < N ℄ 64



� f #I = N�2 g1N�2 � (N�2)� f algebra g1Por lo tanto si N es primo, el programaMillerRabin1 setea la variable booleana witness a false 
onprobabilidad 1: 1 � wp:MillerRabin1:[:witness℄4.6 Veri�
a
ión de MillerRabin1, 
on N 
ompuestoRe
ordemos la siguiente propiedad enun
iada al 
omienzo:N � 3 ^ odd:N ^ :prime:N ) j fi : 0 < i < N ^ witness:N:i g j � N�12Ella expresa que bajo 
iertas 
ondi
iones de N , al menos N�12 bases son testigos. Ello nos permite ha
erlas siguientes suposi
iones:f S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ :prime:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s gf S2 : ( 0 < A1 < : : : < AK < N ) ^ ( 0 < AK+1 < : : : < AN�1 < N ) ^ K � N�12 ^� 8i : 0 < i < N : witness:N:i, i 2 fA1; : : : ; AKg ^ :witness:N:i, i 2 fAK+1; : : : ; AN�1g � gUniforma[2; n� 1℄;WitnessTail )MillerRabin1Notar que la 
onjun
ión (0 < A1 < : : : < AK < N) expresa que en la se
uen
ia A1; � � � ; AK no hay
onstantes repetidas. Por otra parte, el predi
ado witness:N:i, i 2 fA1; : : : ; AKg expresa que si una
onstante en el rango (0; N) es atestiguada enton
es pertene
e al 
onjunto fA1; : : : ; AKg y vi
eversa.Re
ordemos que 1 siempre es una base no atestiguada para todo N . Por otra parte sabemos que existe unnumero que denota la 
antidad exa
ta de bases atestiguadas, lo denotaremosK y aunque no lo 
ono
emossolo nos basta saber que es �jo y que es � N�12 .Se puede observar que:� 1 2 fAK+1; : : : ; AN�1g� fA1; : : : ; AKg ℄ fAK+1; : : : ; AN�1g = f1; : : : ; N�1g� (A1; : : : ; AK ; AK+1; : : : ; AN�1) es alguna permuta
ión de (1; : : : ; N�1) , donde las primeras K
onstantes son los testigos y las ultimas N�1�K 
onstantes no lo son.A 
ontinua
ión se 
al
ula la mínima probabilidad que el programa MillerRabin1 setee la variablebooleana witness a true:wp:MillerRabin1:[witness℄� f de�ni
ión de MillerRabin1 g 65



wp:(Uniforma[2; n� 1℄;WitnessTail):[witness℄� f de�ni
ión D3 gwp:Uniforma[2; n� 1℄: wp:WitnessTail:[:witness:n:a℄� f lema 5.a gwp:Uniforma[2; n� 1℄:[witness:n:a℄W f n = N ; propiedad P6 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i ^ witness:N:i) i donde: I := fA1; : : : ; AKg� f suposi
ión S2 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i) iW f lema ?? g1N�2 �Pi2I [2 � i < N ℄� f #I = K ; algebra gKN�2� f suposi
ión S2 : K � N�12 ; de�nimos � := KN�2 � 12 g12 + � �Análogamente se tiene una prueba similar para el 
aso :witness:wp:MillerRabin1:[:witness℄� f de�ni
ión de MillerRabin1 gwp:(Uniforma[2; n� 1℄;WitnessTail):[:witness:n:a℄� f de�ni
ión D3 gwp:Uniforma[2; n� 1℄: wp:WitnessTail:[:witness:n:a℄� f lema 5.b gwp:Uniforma[2; n� 1℄:[:witness:n:a℄W f n = N ; propiedad P6 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i ^ :witness:N:i) i donde: I 0 := fAK+1; : : : ; AN�1g� f suposi
ión S2 gwp:Uniforma[2; n� 1℄:hWi2I(a = i) iW f lema ?? g1N�2 �Pi2I0 [2 � i < N ℄� f #I 0 = N�1�K y 1 2 I 0 g1N�2 � (N�2�K)� f algebra g12 � � KN�2 � 12�� f de�ni
ión anterior de � g12 � � �Notar que:� KN�2 � (N�12 )( 1N�2) = N�12(N�2) > 12 66



� 0 < � < 12� 0 < 12 � � < 12 < 12 + � < 1Por lo tanto 
uando N es 
ompuesto, el programaMillerRabin1 setea witness a false 
on probabil-idad de al menos ( 12 � �); y setea witness a true 
on probabilidad de al menos ( 12 + �):( 12 + �) V wp:MillerRabin1:[ witness℄( 12 � �) V wp:MillerRabin1:[:witness℄4.7 Veri�
a
ión de MillerRabin, 
on N primof S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ prime:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s gx; prime := 0; true;do (x < T ) �!MillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1odTermina
ión del 
i
loLa termina
ión del 
i
lo se prueba usando la regla de variante probabilísti
o tomando:V; L;H; p := T�x; 0; T; 1y tomando a [0 � x � T ℄ 
omo invariante estandard sobre el 
ual está de�nido V . Di
ho invarianteimpli
a que 0 � T�x � T ; y la asigna
ión x := x+ 1 asegura el de
remento de V .Invariante probabilísti
o del 
i
loI := [x � T ^ prime℄Salida del 
i
lo[x � T ^ prime℄ u [:(x < T )℄� f propiedad P8 g[x � T ^ prime ^ x � T ℄� f 
ál
ulo de predi
ados g[x = T ^ prime℄V f propiedad P6 g[prime℄ 67



Cuerpo del 
i
lowp:(MillerRabin1; prime := prime ^ :witness; x := x+ 1):I� f de�ni
ión D3 gwp:MillerRabin1:wp:(prime := prime ^ :witness):wp:(x := x+ 1):I� f de�ni
ión D2 gwp:MillerRabin1:wp:(prime := prime ^ :witness):[x+ 1 � T ^ prime℄� f de�ni
ión D2 gwp:MillerRabin1:[x+ 1 � T ^ prime ^ :witness℄� f propiedad P8 gwp:MillerRabin1:([x+ 1 � T ^ prime℄ u [:witness℄)W f propiedad P2 gwp:MillerRabin1:[x+ 1 � T ^ prime℄ u wp:MillerRabin1:[:witness℄� f propiedad P10 g[x+ 1 � T ^ prime℄ u wp:MillerRabin1:[:witness℄� f suposi
ión S1 ; veri�
a
ión de MillerRabin1 g[x+ 1 � T ^ prime℄ u 1� f propiedad de u g[x+ 1 � T ^ prime℄W f propiedad P6 g[x � T ^ prime ^ x < T ℄� f propiedad P8 g[x � T ^ prime℄ u [x < T ℄Ini
ializa
ión del 
i
lowp:( x; prime := 0; true ):I� f de�ni
ión D2 g[x � T ℄� f 0 < T g[true℄Por lo tanto el programa MillerRabin estable
e 
on probabilidad 1 la post
ondi
ión [prime℄ 
uandoasuminos 
omo hipótesis global que la variable n alma
ena una 
ontante N prima:[prime:n℄ � wp:MillerRabin:[prime℄
68



4.8 Veri�
a
ión de MillerRabin, 
on N 
ompuestof S1 : n = N ^ N � 3 ^ odd:N ^ :prime:N ^ 2rs = n� 1 ^ odd:s gx; prime := 0; true;do (x < T ) �!MillerRabin1;prime := prime ^ :witness;x := x+ 1odTermina
ión del 
i
loIdénti
amente a la veri�
a
ión de MillerRabin para el 
aso N primo.Invariante probabilísti
o del 
i
loI := [:prime℄ + [prime℄ � �1� 12T�x�Salida del 
i
lo[:(x < T )℄ u IV f 
ál
ulo de predi
ados estandard g[x = T ℄ u � [:prime℄ + [prime℄ � �1� 12T�x� �V f x = T ; algebra g[:prime℄Cuerpo del 
i
lowp:(MillerRabin1; prime := prime ^ :witness; x := x+ 1):I� f de�ni
ión D3 , dos ve
esgwp:MillerRabin1:wp:(prime := prime ^ :witness):wp:(x := x+ 1):I� f de�ni
ión D2 gwp:MillerRabin1:wp:(prime := prime ^ :witness):� [:prime℄ + [prime℄ � �1� 12T�x�1� �� f de�ni
ión D2 gwp:MillerRabin1:� [:prime _ witness℄ + [prime ^ :witness℄ � �1� 12T�x�1� �W f propiedad P1 gwp:MillerRabin1:[:prime_ witness℄ +wp:MillerRabin1:� [prime ^ :witness℄ � �1� 12T�x�1� �W f propiedades P9,P8 gwp:MillerRabin1:([:prime℄t [witness℄) +wp:MillerRabin1:� ([prime℄ u [:witness℄) � �1� 12T�x�1� �69



W f propiedad P3 g� wp:MillerRabin1:[:prime℄ t wp:MillerRabin1:[witness℄ � +wp:MillerRabin1:� ([prime℄ u [:witness℄) � �1� 12T�x�1� �W f propiedad P4 g� wp:MillerRabin1:[:prime℄ t wp:MillerRabin1:[witness℄ � +�1� 12T�x�1� � wp:MillerRabin1:([prime℄u [:witness℄)W f propiedad P2 g� wp:MillerRabin1:[:prime℄ t wp:MillerRabin1:[witness℄ � +�1� 12T�x�1� � � wp:MillerRabin1:[prime℄ u wp:MillerRabin1:[:witness℄ �W f propiedad P10 g� [:prime℄ t wp:MillerRabin1:[witness℄ � +�1� 12T�x�1� � � [prime℄ u wp:MillerRabin1:[:witness℄ �W f resultados anteriores g� [:prime℄ t ( 12 + �) � +�1� 12T�x�1� � � [prime℄ u ( 12 � �) �W f propiedad P4 g� [:prime℄ t ( 12 + �) � [prime℄ � +�1� 12T�x�1� � � [prime℄ u ( 12 � �) � [prime℄ �� f propiedad de u g� [:prime℄ t ( 12 + �) � [prime℄ � +�1� 12T�x�1� � ( 12 � �) � [prime℄W f algebra g� [:prime℄ t ( 12 + �) � [prime℄ � +� 12 � �� 12T�x� � [prime℄W f propiedad P5 g[:prime℄ + ( 12 + �) � [prime℄ +� 12 � �� 12T�x� � [prime℄� f 
ál
ulo de predi
ados probabilísti
os g[:prime℄ + �1� 12T�x� � [prime℄W f propiedad de u g� [:prime℄ + [prime℄ � �1� 12T�x� � u [x < T ℄Ini
ializa
ión del 
i
lowp:(x; prime := 0; true):I� f de�ni
ión D2 g[:true℄ + [true℄ � �1� 12T�0�� f [false℄ = 0 ; [true℄ = 1 ; algebra g1� 12T 70



Por lo tanto la mínima probabilidad de que el programaMillerRabin setee la variable boleana primea false, es de 1� 12T bajo la hipótesis global que la variable n alma
ena una 
onstante N 
ompuesta:[:prime:n℄ � �1� 2�T � V wp:MillerRabin:[:prime℄
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Capítulo 5Compara
ión de las lógi
asEste trabajo es un estudio 
omparativo en el 
ual se apli
ó dos métodos formales distintos al mismo prob-lema: analizar las propiedades probabilísti
as que ya se sabía de ante mano que satisfa
ía el algoritmo deMiller-Rabin. Algunos de los objetivos de Hurd en [2℄, eran veri�
ar el algortimo utilizando el probadorde teoremas HOL y asegurar e�
ien
ia trabajando sobre una versión en que la termina
ión es efe
tiva.El prin
ipal objetivo aquí no es la veri�
a
ión en sí misma, sino 
omparar ambas lógi
as y estable
er lasventajas de 
ada una para razonar sobre programas probabilísti
os. Además de ello se trabajó deliber-adamente 
on una versión de Miller-Rabin que tiene termina
ión probabilísti
a para estudiar 
omo se
omporta 
ada lógi
a ante esta situa
ión. Notar que si la termina
ión es efe
tiva o probabilísti
a dependede 
omo esté de�nido el generador de números aleatorios, ya que es el úni
o fragmento del programa queinvolu
ra la sele

ión probabilísti
a ��. Como resultado de las dos veri�
a
iones se vió la importan
ia deutilizar alguna herramienta formal 
uando se introdu
e probabilidad en los algoritmos, ya que resultadosque pare
en trivialmente 
iertos pueden resultar falsos 1. Los parámetros que se tuvieron en 
uenta para
ompararar las dos lógi
as son los detallados a 
ontinua
ión. Re
ordar que pH es el sistema de prueba
reado por Hartog [4℄ y pCGL es la lógi
a desarrolada por Morgan ([5℄,[6℄, [7℄) y Seidel [8℄ entre otros.Expresividad de predi
ados Como di
e Hartog en [4℄, la prin
ipal diferen
ia entre ambas lógi
as esque en la suya se toma 
omo punto de partida una lógi
a al estilo Hoare 
on predi
ados proba-bilísti
os. Desde el punto de vista de la 
orre

ión estos predi
ados pare
en intuitivamente másatra
tivos. El 
ál
ulo basado en weakest pre
onditions de Morgan provee una forma de generarmu
ha informa
ión útil, apli
ando los tranformadores de predi
ados probabilísti
os wp:S. Por otraparte el enfoque de Hartog ha
e énfasis en ha
er la veri�
a
ión a partir de mu
ha informa
ión, la
ual es provista por la gran expresividad de sus predi
ados probabilísti
os. Justamente proponerun invariante de 
i
lo en pH suele ser más sen
illo que ha
erlo en pCGL, ya que en la primera sepuede representar la distribu
ión de probabilidad de 
ada variable.Tamaño de pruebas La extensión de pCGL se ha 
omportado mejor en este sentido. Las pruebassuelen ser más me
áni
as y mu
has ve
es resultan de su
esivas apli
a
iones de los tranformadores1En la lógi
a de Hartog, q �� q no ne
esariamente impli
a q72



de predi
ados probabilísti
os wp:S. En la mayoría de las veri�
a
iones realizadas aquí las pruebasterminan siendo más 
ompa
tas.En 
ambio en el sistema pH en programas de mayor tamaño el arbol de prueba se vuelve po
omanejable, obligando a re
urrir a pruebas outline y a do
umentar subpruebas en otra parte. Enel apéndi
e de hartog puede observarse que 
ualquier prueba que se quiera ha
er sobre predi
adosprobabilísti
os, hay que redu
ir el razonamiento a la tradi
ional lógi
a de primer orden; lo 
ualinvolu
ra mu
hos pasos de redu

ión.Corre

ión total Para obtener 
orre

ión total es ne
esario veri�
ar que el programa termine utilizan-do algún argumento probabilísti
o. Aquí se analizarán las 
ondi
iones de termina
ión para un 
i
loprobabilísti
o de la forma while C do S od . Re
ordemos que en todo este trabajo solo 
onsider-amos programas determinísti
os; por lo tanto en la lógi
a pCGL tenemos dos maneras de 
hequearla termina
ión de un 
i
lo:1) Usar la regla para 
i
los determinísti
os y 
al
ular dire
tamente la 
ondi
ión de termina
ión:wp:( while C do S od ):1 � P1i=0 hi:[:G℄2) Usar la regla de variantes probabilísti
os, utilizando algún invariante estandard I del 
i
lo y
on
luir que: wp:( while C do S od ):1 W I . Con lo 
ual se obtiene que el 
i
lo termina
on probabilidad 0 o 1 debido a que I es estandard.En el sistema pH se fortale
e la no
ión de invariante imponiendo una 
ondi
ión extra denominadahC; Si-
losedness. La idea detras de ella es que una se
uen
ia se obtiene por repetidas itera
ionesdel 
i
lo, tendrá un supremo satisfa
iendo el invariante. Cuando el 
i
lo termina en K itera
iones,un invariante que satisfa
e 
orre

ión par
ial automáti
amente satisfa
e hC; Si-
losedness (ver ver-i�
a
ión de UnifPow2n). De las veri�
a
iones realizadas aquí solo hubo que 
hequear tal 
ondi
iónpara el programa Uniforma[0; n� 1℄, porque es el úni
o que tiene una termina
ión probabilísti
a.La 
on
lusión para este punto parti
ular es que hay mu
hos pasos involu
rados en el 
hequeo de la
ondi
ión hC; Si-
losedness; los 
uales no son tan me
áni
os 
omo en el 
aso de pCGL. En algúnaspe
to pCGL pare
e ser mas �exible porque permite 
hequar la termina
ión de un algoritmoprobabilísti
o de dos formas diferentes y mu
ho mas me
ánias que el sistema pH .Corre

ión Par
ial Cuando se di
e 
orre

ión par
ial se ha
e referen
ia a la invarianza de algún predi-
ado probabilísti
o 
on respe
to al 
uerpo del 
i
lo. Supongamos que I un predi
ado probabilísti
oen pCGL y que Inv un predi
ado probabilísti
o en el sistema pH . En general resulta menos 
ostosodemostrar que I es wp-invariante, que demostrar la tripla f Inv g if C then S else skip fi f Inv g.Para el primer 
aso solo basta 
on probar: [C℄uI V wp:S:I . Para el segundo 
aso es ne
esario
onstuir el siguiente árbol de prueba:f:C ? Inv g skip f:C ? Inv g(Skip) (:C ? Inv) ) q0f C ? Inv g S f q g f:C ? Inv g skip f q0 g (Cons)f Inv g if C then S else skip fi f q + q0 g (If) q + q0 ) Invf Inv g if C then S else skip fi f Inv g (Cons)73



Mirando las hojas del árbol se 
onluye que se deben probar la tripla f C ? Inv g S f q g y lasimpli
a
iones (:C ? Inv) ) q0 , q + q0 ) Inv . lo 
ual resulta mu
ho más 
ostoso que en el
aso de pCGL. Re
ordar que probar 
ualquier impli
a
ión entre dos predi
ados probabilísti
os depH obliga a redu
ir todo el razonamiento a la lógi
a de primer orden. Por otra parte no suele serintuitivo ver que predi
ado probabilísti
o es implia
ado por (:C ? Inv) .Forma de a
otar la probabilidad Este punto está rela
ionado de alguna manera 
on la expresividadde las lógi
as; y también aquí se demuestra el poder de pH . Para �jar ideas supongamos que:Pre; Post son predi
ados estandard en pCGL, es de
ir Pre; Post 2 P(S); Pre; Post también sonpredi
ados determinísti
os en pH , es de
ir Pre; Post 2 DPred; � es una 
onstante en el intervalo(0; 1); y que S es un programa probabilísti
o. Enton
es en general, las lógi
as puede a
otar laprobabilidad de las siguientes maneras:Tipo de 
ota pH pCGLinferior estri
ta - f P(Pre) = 1 g S f P(Post) < � ginferior � � [Pre℄ V wp:S:[Post℄ f P(Pre) = 1 g S f P(Post) � � gexa
ta � � [Pre℄ � wp:S:[Post℄ f P(Pre) = 1 g S f P(Post) = � gsuperior - f P(Pre) = 1 g S f P(Post) � � gsuperior estri
ta - f P(Pre) = 1 g S f P(Post) > � gRe
ordar que en la veri�
a
ión de MillerRabin para el 
aso :prime:N 
on la lógi
a de Morgan, fuene
esario utilizar dos resultados:( 12 + �) V wp:MillerRabin1:[ witness℄( 12 � �) V wp:MillerRabin1:[:witness℄para ello se debió realizar dos pruebas; porque ninguno se podía dedu
ir a partir del otro 2. Sinembargo en la veri�
a
ión deMillerRabin1 usando el sistema pH , ante una situa
ión similar o
urriólo 
ontrario. Se disponia de la tripla:f P(I ^ :prime:N) = 1 g MillerRabin1 f P(witness) � 12 ^ P(true) = 1 gy 
on solo apli
ar la regla (Cons) a la post
ondi
ión de la tripla anterior, se obtiene la siguientetripla: f P(I ^ :prime:N) = 1 g MillerRabin1 f P(:witness) � 12 ^ P(true) = 1 gPor lo tanto la lógi
a pH es más poderosa en el sentido que se maneja más informa
ión. En mu
hos
asos se pueden establa
er una 
ota para la probabilidad de un predi
ado determinísti
o y al mismotiempo una 
ota para la nega
ión del mismo.Programas veri�
ables El 
onjunto de programas probabilísti
os que se pueden veri�
ar en pCGL esmayor que en pH . Esto se debe al tipo de expresión por 
uyo valor se puede realizar la sele

iónprobabilísti
a:2Notar que no existe una propiedad de la forma: wp:S:(1�Q) � 1� wp:S:Q , solo basta 
on tomar S := abort74



Lógi
a Sele

ión Probabilísti
a Tipo de expresiónpH S �� T � 2 (0; 1) es 
onstante.pCGL S �p T p es una expresión sobre variables de programa(no ne
esariamente 
onstante) tomando un valor en [0; 1℄.El siguiente programa es un generador de números aleatorios en el rango [0; N) que esta extraídode [6℄. Uniform8>>>>>>><>>>>>>>: a; b := 0; N ;while (a+ 1 6= b) dop := (a+ b) div 2;a := p � b�pb�a b := p  � (*)odNotar que el fragmento de programa (*) no se puede representar en pH porque la expresión b�pb�ano es una 
onstante en el rango (0; 1), sino que depende de los valores de las variables a; b; p .Otro ejemplo similar es la implementa
ión de la sele

ión determinísti
a if B then S else T fiusando la sele

ión probabilísti
a S �[B℄ T . En pCGL la equivalen
ia se muestra punto a punto:wp:( S �[B℄ T ):Q � [B℄ � wpS:Q + [:B℄ � wp:T:Q � wp:( if B then S else T fi ):QSin embargo el programa S �[B℄ T no pertene
e al lenguaje Lpw de pH , porque el valor de laexpresión depende las variables involu
radas en la 
ondi
ión booleana B.En resumen tenemos las siguientes 
ompara
iones:Punto de 
ompara
ión pH pCGLexpresividad p �tamaño de pruebas � p
orre

ión total � p
orre

ión par
ial � pforma de a
otar la probabilidad p �programas veri�
ables � pComo balan
e �nal, a�rmar que una lógi
a es mejor que la otra podría resultar una opinión subjetiva;porque depende mu
ho del algoritmo probabilísti
o que se esté veri�
ando. Para el 
aso parti
ulardel algoritmo de Miller-Rabin la lógi
a pCGL resultó ser mu
ho más prá
ti
a, una vez que se maduróbién 
omo trabajan los trasformadores de estados wp:S ; todo el trabajo de veri�
a
ión se ha
e 
asime
áni
amente. Sin embargo para una persona que nun
a trabajó 
on alguna de los dos lógi
as, podríaverse tentada a empezar 
on la de Hartog, puesto que el 
onstru
tor P(: : :) está muy rela
ionado al
on
epto intuitivo de probabilidad que tiene la mayoría. ~
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Apéndi
e APropiedades de la lógi
a de HartogEn este apéndi
e demostraremos algunos lemas y propiedades ne
esarios para veri�
ar el algoritmo deMillerRabin usando la lógi
a de Hartog [4℄.El primer lema es bastante intuitivo, y expresa que si debilitamos un predi
ado determinísti
o dp auno dp0, enton
es la probabilidad de que sea 
ierto podría 
re
er.Lema 6 (8� 2 S; I 2 I : (�; I) � dp! dp0) ) (�; J) � P(dp) � P(dp0)Dem:(8� 2 S; I 2 I : (�; I) � dp! dp0), (�0; JI) � dp! dp0, (�0; JI) � dp ) (�0; JI) � dp0, V � V 0donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg y V 0 = f�0 j (�0; JI) � dp0g)PV �(�) �PV 0 �(�), Vr(P(dp))(�; J) � Vr(P(dp0))(�; J), Br(P(dp) � P(dp0))(�; J), (�; J) � P(dp) � P(dp0) �Para mostrar que la equivalen
ia no es 
ierta, se observa que se podría tener:(�; J) � P(true) � P(false) y sin embargo: (�; I) � true! false es falso.Supongamos que en 
ierto estado � un predi
ado determinísti
o dp vale 
on 
ierta probabilidad, queestá a
otada inferiormente (superiormente) por 
ierto valor r; y además 
 es una 
ondi
ión booleana deprograma. Enton
es sería natural pensar que podemos dividir ese estado probabilísti
o en dos partes:una donde se satisfa
e dp ^ 
 y otra donde se satisfa
e dp ^ :
. Luego podemos de
ir que existen 
otasinferiores (superiores) para las probabilidades de esos predi
ados determinísti
os disjuntos; 
uya suma es= r. Esta idea motiva el siguiente lema que será muy útil en la veri�
a
ión de programas de la forma:if 
 then � � � else � � �fi . 76



Lema 7 Si 
 2 BChPV ari ; J(r) 2 [0; 1℄ y � 2 f�;=;�g enton
es:(�; J) � P(dp)� r , (�; J) � 9r1; r2 : r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 ^ P(dp ^ :
)� r2Dem:(�; J) � P(dp)� r, Br(P(dp)� r)(�; J), Vr(P(dp))(�; J) � Vr(r)(�; J),P�2V �(�) � J(r)donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg, 9x1; x2 2 R : x1 + x2 = J(r) ^ P�2V1 �(�)� x1 ^ P�2V2 �(�) � x2donde: V1 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ 
g y V2 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ :
gSubprueba:notar que: V = V1 ℄ V2 es unión disjunta.� 
aso J(r) = 0 tomamos:x1 = x2 = 0� 
aso � 2 f�g y J(r) > 0 tomamos:x1 =P�2V1 �(�) + 12�J(r)�P�2V �(�)�x2 =P�2V2 �(�) + 12�J(r)�P�2V �(�)�� 
aso � 2 f=;�g y J(r) > 0 tomamos:x1 = J(r)�P�2V1 �(�)�=�P�2V �(�)�x2 = J(r)�P�2V2 �(�)�=�P�2V �(�)�en todos los 
asos se satisfa
e: x1 + x2 = J(r) �, 9x1; x2 2 R : J [r1=x1℄[r2=x2℄(r1) + J [r1=x1℄[r2=x2℄(r2) = J(r) ^P�2V1 �(�) � J [r1=x1℄[r2=x2℄(r1) ^ P�2V2 �(�) � J [r1=x1℄[r2=x2℄(r2), 9x1; x2 2 R : Vr(r1 + r2)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) = Vr(r)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) ^Vr(P(dp ^ 
))(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) � Vr(r1)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) ^Vr(P(dp ^ :
))(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) � Vr(r2)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄), 9x1; x2 2 R : Br(r1 + r2 = r)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄)^Br(P(dp ^ 
)� r1)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) ^ Br(P(dp ^ :
)� r2)(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄), 9x1; x2 2 R : Br( r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 ^ P(dp ^ :
)� r2 )(�; J [r1=x1℄[r2=x2℄), 9x1; x2 2 R : (�; J [r1=x1℄[r2=x2℄) � r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 ^ P(dp ^ :
)� r2, (�; J) � 9r1; r2 : r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 ^ P(dp ^ :
)� r2 �Supongamos que estamos veri�
ando un if y que ya hemos demostrado las siguientes triplas:f 
?p g s f r1 + r2 = r ^ P(dp)� r1 g y f:
?p g s0 f r1 + r2 = r ^ P(dp)� r2 gpara algún predi
ado probabilísti
o p; enton
es utilizando la regla (If) tenemos que vale la tripla:f p g if 
 then s else s0 fi f (r1 + r2 = r ^ P(dp)� r1) + (r1 + r2 = r ^ P(dp)� r2) gCon lo 
ual sería bueno tener un lema que simpli�que la suma probabilísti
a en la post
ondi
ión de latripla al predi
ado: P(dp)� r. 77



Lema 8 Si J(r) 2 [0; 1℄ y � 2 f<;�;=;�; >g enton
es:(�; J) � r1 + r2 = r ^ �P(dp)� r1 + P(dp)� r1� ) (�; J) � P(dp)� rDem:(�; J) � r1 + r2 = r ^ �P(dp)� r1 + P(dp)� r1�, (�; J) � r1 + r2 = r ^ (�; J) � P(dp)� r1 + P(dp)� r1, J(r1) + J(r2) = J(r) ^9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ (�1; J) � P(dp)� r1 ^ (�2; J) � P(dp)� r2, J(r1) + J(r2) = J(r) ^9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ P�2V �1(�) � J(r1) ^ P�2V �1(�) � J(r2)donde: V = f�0j(�0; JI) � dpg, J(r1) + J(r2) = J(r) ^ 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^P�2V �(�) =P�2V (�1 + �2)(�) =P�2V �1(�) +P�2V �2(�) � J(r1) + J(r2) = J(r))P�2V �(�) � J(r), (�; J) � P(dp)� r �Si J es una interpreta
ión que satisfa
e: P�2V �(�) � J(r)enton
es la interpreta
ión J 0 := J [r1=1℄[r2=1℄ no satisfa
e J 0(r1) + J 0(r2) = J 0(r) , ya que:J 0(r1) + J 0(r2) = 1 + 1 > 1 > J 0(r) . Quedando demostrado así que la equivalen
ia es no vale en ellema.Supongamos que en un programa de la forma: if 
 then s else s0 fi ya demostramos las siguientestriplas: f 
?p g s f P(dp)� r g y f:
?p g s0 f true gpara algún predi
ado p; enton
es apli
ando la regla (If) la siguiente tripla es válida:f p g if 
 then s else s0 fi f (P(dp)� r) + true gLa post
ondi
ión puede interpretarse 
omo que el estado � que la satisfa
e, puede dividirse en dos partes:una que satisfa
e dp 
on probabilidad de al menos r (tomando � 2 f�; >g) y otra parte en la que puedevaler 
ualquier predi
ado. Sería intuitivo pensar que la desigualdad se mantiene, ya que en el peor de los
asos la parte dere
ha de la suma probabilísti
a (true) aumenta la 
ota inferior de la probabilidad de dp.Esta observa
ión motiva la propiedad siguiente.Lema 9 Si � 2 f�; >g enton
es:(�; J) � (P(dp)� r + true) ) (�; J) � P(dp)� rDem:
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(�; J) � P(dp)� r + true, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ (�1; J) � P(dp)� r ^ (�2; J) � true, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ P�2V �1(�) � J(r) donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^P�2V �(�) =P�2V (�1 + �2)(�) =P�2V �1(�) +P�2V �2(�) �P�2V �1(�) � J(r),P�2V �(�) � J(r), (�; J) � P(dp)� r �Notar que el lema anterior también vale para 
uando � es = y r es 1; ya que la probabilidad total nopuede ex
eder a 1. En la anteúltima equivalen
ia, la impli
a
ión (() se justi�
a tomando:�1; �2 := �; �0 donde �0 es el elemento minmal de � que satisfa
e: (8� 2 S : �0(�) = 0) .Supongamos ahora que se demostró una tripla de la forma: f P(dp)� r g s f P(dp)� r0 gapli
ando la regla de es
alado (Lin �), se satisfa
e la terna: f � � (P(dp)� r) g s f � � (p(dp)� r0) gLo que uno esperaría es que se es
alen linealmente los valores de r; r0 por � 2 (0; 1); eso es justamente loque muestra el siguiente lema.Lema 10 Si � 2 f<;�;=;�; >g y � 2 (0; 1) enton
es:(�; J) � � � (P(dp)� r) , (�; J) � P(dp)� � � rDem:(�; J) � � � (P(dp)� r), 9�0 : � = � � �0 ^ (�0; J) � P(dp)� r, 9�0 : � = � � �0 ^ P�2V �0(�)� J(r) donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg, 9�0 : � = � � �0 ^P�2V �(�) =P�2V (� � �0)(�) = � �P�2V �0(�)� � � J(r),P�2V �(�) � � � J(r), (�; J) � P(dp)� � � r �En este lema apare
e una 
onstante � 2 (0; 1); se puede generalizar la regla (Lin �) para es
alarpor otro tipo de expresiones úliles, 
omo por ejemplo: r; �i; (1 � �)i ,et
. En realidad podría ser
ualquier expresión er del 
onjunto RealExp que satisfaga: Vr(e0r)(�; J) 2 (0; 1) ; ex
epto aquellasque involu
ran el 
onstru
tor P(� � �) para que el es
alado sea independiente del valor que tengan lasvariables de programa (el 
ual está sujeto a una distribu
ión de probabilidades). Mas formalmente,rede�nimos la regla: fpg s fqgfe0r � pg s fe0r � qg (Lin�)donde: e0r ::= � j r j e0r + e0r j e0r � e0r j e0r � e0r j e0r=e0r j e0erAdemás es ne
esario modi�
ar ligeramente la semánti
a. Antes se tenía que:(�; J) � � � p () ( 9�0 : � = � � �0 ^ (�0; J) � p )79



Ahora se tiene: (�; J) � e0r � p () ( 9�0 : � = Vr(e0r)(�; J) � �0 ^ (�0; J) � p )Estos 
ambios fueron 
onsultados a Hartog, la respuesta del mismo fue que no son tras
endetes; ya quesolo sirven para poder es
alar por expresiones más generales y no alteran la validéz de la regla (Lin �).Una propiedad bastante evidente que no se pondrá 
omo lema, pero que sin embargo se la usaráen el siguiente lema es que si 
 2 BChPV ari enton
es: 8I 2 I : B(
)(�) () (�; I) � 
. Elpróximo lema esta estre
hamente rela
ionado 
on el lema 7, ya que di
e que signi�
a exa
tamente 
ortaral predi
ado r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 ^ P(dp ^ :
)� r2 por la 
ondi
ión 
.Lema 11 Si 
 2 BChPV ari y � 2 f<;�;=;�; >g enton
es:(�; J) � 
?�r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 ^ P(dp ^ :
)� r2� )(�; J) � r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1Dem:(�; J) � 
?�r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 ^ P(dp ^ :
)� r2�, 9�0 : � = 
?�0 ^ (�0; J) � r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 ^ P(dp ^ :
)� r2, 9�0 : � = 
?�0 ^ J(r1) + J(r2) = J(r) ^P�2V1 �0(�) � J(r1) ^P�2V2 �0(�)� J(r2)donde: V1 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ 
g y V2 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ :
g) 9�0 : � = 
?�0 ^ J(r1) + J(r2) = J(r) ^P�2V1 �(�) =P�2V1(
?�0)(�) =P�2V 01 �0(�) =P�2V1 �0(�)� J(r1)Subprueba:V 01 = f�0 j (�0; JI) � dp ^ 
 ^ B(
)(�0)g= f�0 j (�0; JI) � dp ^ 
 ^ (�0; JI) � 
g= f�0 j (�0; JI) � dp ^ 
g = V1 �) (�; J) � r1 + r2 = r ^ (�; J) � P(dp ^ 
)� r1, (�; J) � r1 + r2 = r ^ P(dp ^ 
)� r1 �Lema 12 La semánti
a denota
ional del lenguaje Lpw es lineal 
on respre
to al estado probabilísti
o, esde
ir: 8s 2 Lpw : 8 �; �0 2 � : D(s)(� � � + �0) = � � D(s)(�) +D(s)(�0)Dem:La demostra
ión es por indu

ión estru
tural en los programas de Lpw. Para el 
aso de itera
ión, de�ni-mos: if n := ( if 
 then s else skip fi )n� 
aso skipD( skip )(� � � + �0)= � � � + �0= � � D( skip )(�) +D( skip )(�0) 80



� 
aso x := eD(x := e)(� � � + �0)= (� � � + �0)[x=V(e)℄= � � �[x=V(e)℄ + �0[x=V(e)℄= � � D(x := e)(�) + D(x := e)(�0)� 
aso s; s0D(s; s0)(� � � + �0)= D(s0)D(s)(� � � + �0)= D(s0)� � � D(s)(�) +D(s)(�0) �  h.i. sobre: s; �; �0= � � D(s0)D(s)(�) +D(s0)D(s)(�0)  h.i. sobre: s0;D(s)(�);D(s)(�0)= � � D(s; s0)(�) +D(s; s0)(�0)� 
aso s��0 s0D(s��0 s0)(� � � + �0)= D(s)(� � � + �0) ��0 D(s0)(� � � + �0)= � � � D(s)(�) +D(s)(�0) � ��0 D(s0)(� � � + �0)  h.i. sobre: s; �; �0= � � � D(s)(�) +D(s)(�0) � ��0 � � � D(s0)(�) +D(s0)(�0) �  h.i. sobre: s0; �; �0= �0 � � � � D(s)(�) +D(s)(�0) � + (1� �0) � � � � D(s0)(�) +D(s0)(�0) �= � � �0 � D(s)(�) + � � (1� �0) � D(s0)(�) + �0 � D(s)(�0) + (1� �0) � D(s0)(�0)= � � � �0D(s)(�) + (1� �0) � D(s)(�) � + � �0 � D(s)(�0) + (1� �0) � D(s0)(�0) �= � � D(s��0 s0)(�) + D(s��0 s0)(�0)� 
aso if 
 then s else s0 fiD( if 
 then s else s0 fi )(� � � + �0)= D(s)(
?(� � � + �0)) + D(s0)(:
?(� � � + �0))= D(s)(� � (
?�) + (
?�0)) + D(s0)(� � (:
?�) + (:
?�0))= � � D(s)(
?�) + D(s)(
?�0) + D(s0)(� � (:
?�) + (:
?�0))  h.i. sobre: s; (
?�); (
?�0)= � � D(s)(
?�) + D(s)(
?�0) + � � D(s0)(:
?�) + D(s0)(:
?�0)  h.i. sobre: s0; (:
?�); (:
?�0)= � � � D(s)(
?�) + D(s0)(:
?�) � + � D(s)(
?�0) + D(s0)(:
?�0) �= � � D( if 
 then s else s0 fi )(�) + D( if 
 then s else s0 fi )(�0)� 
aso while 
 do s odD( while 
 do s od )(� � � + �0)= limn!1 :
 ? D( if n)(� � � + �0)= limn!1 :
 ? � � � D( if n)(�) + D( if n)(�0) �  h.i. sobre: if n; �; �0= limn!1 � � �:
 ? D( if n)(�) � + �:
 ? D( if n)(�0) �= � � limn!1 :
 ? D( if n)(�) + limn!1 :
 ? D( if n)(�0)= � � D( while 
 do s od )(�) + D( while 
 do s od )(�0) �El próximo lema se usará en algunas veri�
a
iones de fragmentos if ; bási
amente muestra 
omo lae
ua
ión � + �0 = � se re�eja en los predi
ados probabilísti
os que invo
ul
ran el 
onstru
tor P(� � �).81



Lema 13 Si � 2 f<;�;=;�; >g enton
es:(�; J) � P(dp)� r + P(true) = 0 , (�; J) � P(dp)� rDem:(�; J) � P(dp)� r + P(true) = 0, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^ (�1; J) � P(dp)� r ^ (�2; J) � P(true) = 0, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^P�2V �1(�)� J(r) ^P�2S �2(�) = 0donde: V = f�0 j (�0; JI) � dpg, 9�1; �2 : �1 + �2 = � ^P�2V �(�) =P�2V �1(�) +P�2V �2(�) � J(r) + 0 = J(r),P�2V �(�) � J(r), (�; J) � P(dp)� r + P(true) = 0 �Notar que en la segunda equivalen
ia del lema anterior se usó que 
ualquier estado determinísti
o� 2 S satisfa
e true. Por otra parte la impli
a
ión (() de la 
uarta equivalen
ia se obtiene de�niendo:�1; �2 := �; �0 re
ordando que �0 es el menor elemento de �.
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Apéndi
e BPropiedades de la lógi
a de MorganEn este apéndi
e se justi�
arán varias propiedades que fueron ne
esarias para veri�
ar el algoritmo deMillerRabin usando la extensión de Morgan. La mayoría de ellas están extraidas de [5℄, [7℄.Lema 14 (Sub-linearidad) Sean a; b; 
 2 R� reales no negativos; Q;Q0 2 P(St) predi
ados probabilís-ti
os y S un programa PCGL enton
es:wp:S:(a �Q+ b �Q0 	 
) W a � wp:S:Q+ b � wp:S:Q0 	 
Dem:Todo el desarrollo que justi�
a la propiedad de sub-linearidad se en
uentra en [5℄. �Notar que tomando a; b; 
 := 1; 1; 0; se deriva una propiedad muy utilizada en la veri�
a
ión deMillerRabin: wp:S:(Q+Q0) W wp:S:Q+ wp:S:Q0La siguiente propiedad es la monotonía probabilísti
a; que generaliza la monotonía estandard delmismo modo que la rela
ión V generaliza la impli
a
ión ) .Lema 15 (Monotonía) Sean Q;Q0 2 P(St) predi
ados probabilísti
os tales que Q V Q0 y S unprograma PCGL enton
es: wp:S:Q V wp:S:QDem:wp:S:Q� f algebra gwp:S:((Q�Q0) +Q0)W f sub-linearidad: a; b; 
 := 1; 1; 0 gwp:S:(Q�Q0) + wp:S:Q0W f 0W wp:S:(Q�Q0) gwp:S:Q0 83



�Otra propiedad que es 
onse
uen
ia de la monotonía, y que se utilizó varias ve
es en la veri�
a
ióndel algoritmo es la sub-distributividad del operador t .Q V Q tQ0Q0 V Q tQ0 )) wp:S:Q V wp:S:(Q tQ0)wp:S:Q0 V wp:S:(Q tQ0) )) wp:S:Q t wp:S:Q0 V wp:S:(Q tQ0)El siguiente resultado expresa que las pre
ondi
iones probabilísti
as están a
otadas superiormente.En la siguiente propiedad se denotará Qmax := Fs2StQ:s , representando el máximo Q sobre todoslos valores de las variables de programa.Lema 16 (Fa
tibilidad) Sea Q 2 P(St) un predi
ado probabilísti
o y S un programa PCGL enton
es:wp:S:Q V QmaxDem:En primer lugar se observa que:wp:S:0� f algebra gwp:S:(2 � 0)W f sub-linearidad: a; b; 
 := 2; 0; 0 g2 � wp:S:0por lo tanto vale que wp:S:0 � 0 . Luego:0� f resultado anterior gwp:S:0� f 0 � Q	Qmax gwp:S:( Q	Qmax )W f sub-linearidad: a; b; 
 := 1; 0; Qmax gwp:S:Q 	 QmaxFinalmente sumando Qmax en ambos extremos se obtiene que:wp:S:Q V Qmax �La siguiente propiedad expresa que la multipli
a
ión por un es
alar 
 se distribuye 
on repe
to a los
omandos PCGL.Lema 17 (Es
alado) Sea Q 2 P(St) un predi
ado probabilísti
o; 
 2 R� una 
onstante real; y S unprograma PCGL enton
es: wp:S:(
 �Q) � 
 � wp:S:Q84



Dem:Separamos la prueba en dos 
asos:� 
aso 
 = 0wp:S:(0 �Q)� f algebra gwp:S:0� f fa
tibilidad g0� f algebra g0 � wp:S:Q
� 
aso 
 6= 0wp:S:(
 �Q)� f 
 6= 0 ; algebra g
 � 1
 � wp:S:(
 �Q)V f sub-linearidad g
 � (wp:S:( 1
 � 
 �Q))� f 
 6= 0 ; algebra g
 � wp:S:QUsando sub-linearidad se obtiene la otra impli-
a
ión probabilísti
a:wp:S:(
 �Q) W 
 � wp:S:Q.Por lo tanto: wp:S:(
 �Q) � 
 � wp:S:Q. �La próxima propiedad tiene que ver 
on la 
onjun
ión probabilísti
a & que también satisfa
e laspropiedades que son 
onsistentes 
on los booleanos:0&0 = 0 0&1 = 0 1&0 = 0 1&1 = 1Lema 18 (Sub-
onjuntividad) Sean Q;Q0 2 P(St) predi
ados probabilísti
os y S un programa PCGLenton
es: wp:S:(Q&Q0) W wp:S:Q & wp:S:Q0Dem:wp:S:(Q&Q0)� f de�ni
ión de & gwp:S:((Q+Q0)	 1)W f sub-linearidad: a; b; 
 := 1; 1; 1 gwp:S:Q+ wp:S:Q0 	 1� f de�ni
ión de & gwp:S:Q & wp:S:Q0 �De esta última propiedad se puede extraer otra menos general, que se usará mu
ho en la veri�
a
iónde MillerRabin. En primer lugar observamos que & se redu
e a u 
uando alguno de los operandos esestandard ( digamos [P ℄ ):Q&[P ℄ � (Q+ [P ℄)	 1 � (Q+ [P ℄� 1) t 0 � Q u [P ℄85



Por lo tanto si el predi
ado probabilísti
o wp:S:[P ℄ también es estandard enton
es se tiene una sub-distributividad para el operador u :wp:S:(Q u [P ℄) W wp:S:Q u wp:S:[P ℄Notar además que si S en un programa estandard (que no involu
ra el operador �p) y [P ℄; [P 0℄son predi
ados estandard enton
es, se tiene una propiedad de 
onjuntividad-total 
omo se muestra a
ontinua
ión.wp:S:[P ℄ & wp:S:[P 0℄� f S es estandard gwp:S:[P ℄ u wp:S:[P 0℄W f [P ℄W [P ℄&[P 0℄ ; monotonía gwp:S:([P ℄&[P 0℄) u wp:S:[P 0℄W f [P 0℄W [P ℄&[P 0℄ ; monotonía gwp:S:([P ℄&[P 0℄) u wp:S:([P ℄&[P 0℄)� f u es idempotente gwp:S:([P ℄&[P 0℄)Tomando Q;Q0 := [P ℄; [P 0℄ en la propiedad de sub-
onjuntividad se tiene:wp:S:[P ℄ & wp:S:[P 0℄ V wp:S:([P ℄&[P 0℄)Por lo tanto: wp:S:[P ℄ & wp:S:[P 0℄ � wp:S:([P ℄&[P 0℄)
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