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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Necesidad de Verificacion

En nuestra vida diaria estamos cada vez maés relacionados con la tecnologia, en forma
explicita o no, a través del uso de computadoras personales, internet, palms, etc o, sim-
plemente mediante televisores, electrodomésticos, celulares, etc. El mal funcionamiento de
alguno de ellos si bien no es deseado si es aceptado. Tan es asi que hemos aprendido a
convivir con él. Sin embargo, errores en sistemas criticos como plantas nucleares o sistemas
de control aéreo son inaceptables y poseen un altisimo impacto en la seguridad. Ademas,
los errores pueden ser muy costosos, en particular si los mismos se encuentran durante
la etapa de operacién del sistema, es decir, después de que el producto ha sido lanzado
al mercado. Varias historias draméticas son bien conocidas. Ejemplos de ellas son, entre
otros, el error en la unidad de divisién de punto flotante de los procesadores Intel Pentium
IT que causé pérdidas estimadas en alrededdor de U$S 500 millones a lo que debe agregarse
el desprestigio que sufriera la compania; un defecto de software en el sistema de control en
la maquina de terapia radioactiva Therac-25 produjo la muerte de 6 pacientes de cédncer
entre 1985 y 1987 a raiz de una sobre exposicién radioactiva; un solo dia de falla en el
sistema de reservas on-line de una compania aérea importante provocaria su bancarrota
por perdidas de ventas.

Por otro lado, la complejidad de los sistemas, y por consiguiente su vulnerabilidad a
errores, se ve incrementada a pasos agigantados con el paso del tiempo.

Por las razones antes expuestas, el proceso de verificaciéon de la correctitud de un
sistema respecto de sus especificaciones, se ha convertido en una actividad extremadamente
importante. Investigaciones han demostrados que procedimientos de verificacion formal
hubiesen revelado defectos, por ejemplo, en el procesador Pentium II y la maquina de
terapia radiactiva Therac-25. En la actualidad se invierte mas tiempo y esfuerzo en la

verificacion de sistemas complejos que en su construccion.
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Existen muchas técnicas de verificacion y validacién, entre las cuales podemos destacar
verificacion asercional, simulacion, testing y model checking. Esta ltima -en particular-

es en la que nos enfocaremos en este trabajo.

1.2. Model Checking

Model checking [4, 9] es una técnica de verificacién que, dado el modelo del sistema
bajo estudio y la propiedad requerida, permite decidir automaticamente si la propiedad
es satisfecha o no.

El modelo del sistema es frecuentemente generado en forma automética a partir de su
descripcidn, la que se especifica en algiin dialecto apropiado de lenguajes de programacién
tal como C o Java. En tanto, los requerimientos son generalmente formalizados a través
del uso de légicas temporales; tales como la logica temporal lineal (LTL) o la légica de
céomputo ramificado (CTL). Model Checker es la herramienta de software que realiza
model checking, examinando todos los estados relevantes del sistema para chequear si
los mismos satisfacen la propiedad bajo estudio. Si se encuentra un estado que viole la
propiedad considerada, el model checker provee un contraejemplo [4, 9] que indica como
el modelo puede alcanzar el estado indeseado. El contraejemplo tiene como funcién
describir una ejecucién del modelo que va desde el estado inicial del sistema al estado que
viola la propiedad que estd siendo verificada. Con la ayuda de un simulador, el usuario
puede reproducir el escenario de la violacion, de esta forma obtiene informacion relevante, a
los fines de identificar el o los errores y, consecuentemente, adaptar el modelo -o propiedad-

adecuadamente. Este proceso se ilustra en la figura [1.1.

Cotem
Formalizacion Modelado

Especificacion de Modelo del
la propiedad

Sistemna

Model Checking

NO satisface + Localizacion
Contragjemplo del error

Figura 1.1: Vista esquemadtica del enfoque Model Checking

Simulacién

Dado el éxito alcanzado en diversos proyectos, hay un interés creciente por parte de la
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industria en model checking; a punto tal que, varias companias han comenzado a integrar
a sus recursos humanos grupos de investigacién e, incluso, desarrollado sus propios model
checkers.

Los model checkers usuales verifican propiedades que pueden ser observadas pero no
medidas, por ejemplo, "El resultado generado es correcto” o, ”FEl sistema alcanza un estado
de deadlock”. A este tipo de propiedades se las conoce como propiedades cualitativas

v a los model checkers que las verifican como model checkers cualitativos.

Ejemplo 1.1. En la figura 1.2 se ilustra una situacion en la cual se evalia la validez de la
propiedad: " El sistema NO alcanza el estado s3” (—=F s3 en notacion LTL). A la izquierda
de la figura se observa el modelo y a la derecha la propiedad. M = ¢ denota que el modelo
M satisface la propiedad ¢.

En este caso, la propiedad no se satisface por lo que el model checker reporta esta

situacion y entrega el siguiente contraejemplo sy — s — So — S3

F-S‘;_D)

Figura 1.2: Problema de Model Checking

1.3. Necesidad de Probabilidades: Model Checking Cuanti-

tativo

Los algoritmos aleatorios concurrentes y/o distribuidos presentan muchas veces solu-
ciones mas veloces que los algoritmos tradicionales [7] e, incluso, soluciones no posibles
dentro del dominio de los algoritmos tradicionales. Un factor que contribuye a la aleato-
riedad de un sistema es el entorno o medio con el cual deben interactuar las distintas
componentes del programa. Este factor se presenta en situaciones tales como la pérdida
de un mensaje en la red, la falla de una componente de un sistema, o la disponibilidad de

un recurso.
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El hecho de considerar probabilidades dentro del comportamiento de los sistemas im-
plica que el conjunto de propiedades asociadas a estos sistemas se sale de la légica usual.
Un ejemplo caracteristico en este sentido se presenta en protocolos con retransmisién lim-
itada donde es imposible establecer que todo mensaje enviado se recibe. A cambio de ello,
se podria analizar la validez de la propiedad “todo mensaje enviado se recibe con proba-
bilidad 0.99”. A este tipo de propiedades se las denomina propiedades cuantitativas,
las mismas existen en un rango de magnitudes (usualmente [0,1]) y, por lo tanto, pueden
ser medidas. En tanto, a los model checkers que verifican propiedades cuantitativas se los
denomina Model Checkers Cuantitativos [3, 13, 6l 2].

Dado que la validez o no de una propiedad cuantitativa depende de un conjunto (usual-
mente infinito) de ejecuciones, los contraejemplos para model chequers cuantitativos son
conjuntos (usualmente infinitos) de ejecuciones . Por consiguiente su derivacién no es para

nada obvia.

Ejemplo 1.2. En la figura 1.3 se ilustra el problema de model checking cuantitativo.
En este caso estamos interesados en virificar si el sistema probabilista y no determinista
presentado a la izquierda de la figura satisface la siguiente propiedad: La probabilidad de
alcanzar el estado s3 es menor o igual que 0,5.

Analizando la situacion concluimos que si consideramos la distribucion de probabili-
dades m el modelo alcanza s3 con probabilidad 0,4 con lo cual la propiedad se cumple.
Ahora, si analizamos el modelo teniendo en cuenta la distribucidon my observamos que la
probabilidad de alcanzar ss es 0,6, por lo tanto la propiedad no se cumple. En este caso el

model checker debe reportarlo y presentar un contraejemplo.

Figura 1.3: Problema de Model Checking Cuantitativo
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1.4. Contraejemplos para Model Checkers Cuantitativos

Si bien el fin del model checker es conocer la validez de una propiedad deseada en
un modelo dado, es igualmente relevante conocer el por qué de las propiedades que no se
cumplen.

Como observamos en el ejemplo [1.1), la derivacién de contraejemplos en model checkers
cualitativos no es compleja. Pero, si analizamos la situacion en el ejemplo 1.2, un contrae-
jemplo de dicha violacién es un conjunto infinito compuesto de todas las ejecuciones en
el que el sistema evoluciona desde sy a s3 a través de la distribucién ms. En la practica,
los conjuntos de ejecuciones que conforman un contraejemplo usualmente evolucionan por
distintos sectores del sistema. Todo ello, implica que la derivacién de contraejemplos en
el caso cuantitativo no es nada sencilla. Quizas esta complejidad sea la razén por la cual

este problema casi no haya sido abordado.

1.4.1. Nuestro Enfoque: Carriles

El objetivo de los contraejemplos es brindar informacién de utilidad para corregir el
modelo del sistema, es decir, para “debuguear” el sistema. Puesto que los contraejemplos
-en el caso cuantitativo- poseen infinitas ejecuciones su derivacién dificilmente ofrezca una
pista clara de la ubicacion del error en el sistema. De alli la idea de introducir la nocién
de testigos de contraejemplos. Estos son conjuntos de ejecuciones que en combinacién
conforman el contraejemplo.

La decisién de qué conjunto de ejecuciones presentar como testigos de contraejemplos,
constituye un gran desafio y es el corazén de este trabajo.

Para que los testigos de contraejemplo resulten ttiles como herramientas a fin de iden-
tificar el error en el sistema deben ser similares entre si. Por ello introducimos la nocién de
carril, que puede ser pensado como un camino “guia” a través del cual “fluyen” cantidades
-usualmente infinitas- de ejecuciones. Al conjunto de dichas ejecuciones lo denominamos
torrente asociado al carril. A continuacion especificamos con mayor exactitud estos con-

ceptos

Definicion 1.1. Sea p una ejecucion finita sin estados repetidos, definimos el conjunto

<p> = {0 ejecucion del modelo | p estd “embebido” en o}

Intuitivamente, un carril estd embebido en una ejecucion si el mismo puede ser fragmen-
tado de forma tal que, todos sus fragmentos estén en la ejecucion y entre los mismos
encontremos ciclos (en la ejecucion). En la figura 1.4 se ilustra esta idea.

A p lo llamaremos carril y a <p> lo llamaremos torrente asociado a p. En tanto, la

probabilidad de un carril es la probabilidad de que ocurra alguna ejecucion de su torrente
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asociado.

50 S1 52 53 54
£} t + i |
l embebido
ciclo ] ciclo )
S0 S1 S1 52 53 S3 5S4
O p————mp=nccnnsenss j——|n s mme s ef—

\ /

Figura 1.4: p embebido en o

Fragmentos de p

Ejemplo 1.3. La ejecucion sgs1s3 es un carril del modelo ilustrado en la figura 1.53. El

mismo se encuentra embebido en todas las ejecuciones de la forma so(s1)'ss, con i > 1.

Nuestro enfoque consiste en presentar a los torrentes con mayor probabilidad como
testigos de contraejemplos. Muchas veces hablaremos del carril con mayor probabilidad
(también referido como mdximo) como testigo del contraejemplo pero debe quedar claro
que el testigo es su torrente asociado.

Mids adelante, indicamos detalladamente las ventajas de esta técnica por sobre la ex-

istente, pero antes veamos cudl es el enfoque del mismo.

1.4.2. Trabajos Relacionados

En la actualidad y hasta donde sabemos, sélo existe un trabajo relacionado: [1]. En el
mismo, se plantea presentar la ejecucion simple con mayor probabilidad como testigo del
contraejemplo. Seguidamente senalamos algunas desventajas inherentes a la seleccién de

ejecuciones simples como herramientas de debugueo

a) Menor precisién en la informacién reportada para el posterior debugueo: Muchas
veces la ejecucién con mayor probabilidad no refleja la transicién de estados en la

que el sistema acumula mayor masa probabilistica

b) Grandes similitudes entre resultados distintos: En general las ejecuciones parecidas

presentan idéntica informacién para la tarea de debugueo.

c) Usualmente, la probabilidad de la ejecucién con mayor probabilidad que viola la

propiedad verificada es insignificante con respecto a la cota de dicha propiedad
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d) Infinitas soluciones: Esta es una gran desventaja considerando que se deben evaluar

una por una hasta encontrar el error en la etapa de debugueo.

Otra importante carencia en [1] es que se limita a cadenas de Markov de Tiempo Con-
tinuo, consecuentemente no contempla comportamientos no deterministas en el sistema.
A continuacién presentamos un ejemplo en el que comparamos la eleccion de carriles

como testigos de contraejemplo con la eleccién de ejecuciones simples.

Ejemplo 1.4. Carriles vs Ejecuciones
La figura|1.5 ilustra una problema usual de model checking cuantitativo. El cuadro|1.1
enumera (columna Rank) las ejecuciones del modelo de la figura'1.5 segin su probabilidad

asociada. Ademas enumera los carriles de la cadena que van desde sy hasta s3 0 s4.

0,99

Figura 1.5: Ejemplo de Problema de Model Checking Cuantitativo

A continuacion, analizamos las cuatro desventajas previamente citadas.

a) Como observamos en el ejemplo, las ejecuciones con mayor probabilidad nos inducen
a pensar que el problema en el sistema original se encuentra cuando el mismo evolu-
ctona hacia el estado so. Por el contrario, en realidad la cadena acumula mayor

masa probabilista (0.6) cuando evoluciona hacia el estado s;.

b) Si analizamos las ejecuciones con mayor probabilidad observamos que poseen un
prefijo y sufijo comun; de alli la idea de agrupar este tipo de ejecuciones como un

solo resultado: torrentes asociados a un carril.

c) La cota de la probabilidad de alcanzabilidad cuantitativa es 0.99. Sin embargo la

ejecucion stmple mds probable posee probabilidad 0,2.

d) En la tabla 1.1 solo se presentan las 9 ejecuciones con mayor probabilidad pero,
dichas ejecuciones son infinitas, podriamos continuar enumerdndolas. Como resul-
tado de este proceso obtendriamos infinitas ejecuciones -de la forma so(s1)'ss y

s0(s2) s4 para i,j > N- intercaladas en la tabla segin su probabilidad.
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Testigos con Ejecuciones || Testigos con Carriles
Rank | Ejecucion | Prob Rank | Carril | Prob
1 so(s2)tsy | 0.2 1 sps1s3 | 0.6
2 so(s2)%s4 | 0.1 2 s0s254 | 0.4
3 s0(s2)3s4 | 0.05 - - -

4 so(s2)%ss | 0.025 - - -

5 s0(s2)%s4 | 0.0125 - - -

6 s0(s2)%s4 | 0.00625 || - - -

7 so(s1)ts3 | 0.006 - - -

8 so(s1)%s3 | 0.0059 || - - -

9 so(s1)3s3 | 0.0058 - - -

Cuadro 1.1: Carriles VS Ejecuciones simples

Luego, en este ejemplo, nuestra técnica reporta el testigo de contraejemplo -carril-
spS184 € indica que su probabilidad es 0,6, es decir, la probabilidad de su torrente asociado.
En tanto la técnica utilizada en [1] reporta la ejecucion sosasy con probabilidad 0,2.

Ahora, si los testigos de contraejemplos presentados por ambas técnicas no fueran
suficientes para localizar el error en el sistema original, se pueden buscar los sequndos
testigos mas probables. En este caso, nuestra técnica reportaria sysess con probabilidad
0,4. Observamos entonces que con nuestra técnica en el sequndo intento obtuvimos un
contraejemplo puesto que hemos obtenido conjuntos de ejecuciones cuya probabilidad es
1 > 0,99. Por otro lado, la técnica utilizada en [1] entregaria la ejecucion Sspsasass con
probabilidad 0,1.

1.5. Alcanzabilidad

Este trabajo se enfoca en la obtencién de testigos de contraejemplos para model check-
ers cuantitativos que verifican propiedades de alcanzabilidad cuantitativa acotadas
superiormente. Estas, indican que determinada situacién puede ser alcanzada con proba-
bilidad menor o igual que un valor probabilista dado. Como ejemplos podemos mencionar:
-Un deadlock es alcanzado con probabilidad menor o igual a 0.05 o, -Dos procesos estdn
en la region critica simultaineamente con probabilidad menor o igual a 0.01. La sintaxis de
estas propiedades es la siguiente: ¢ = P<,(F 1), esto indica que la probabilidad de alcan-
zar algin estado que satisfaga i es menor o igual que a. A ¥ la denominamos condicién

de alcanzabilidad.
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Por cada férmula de alcanzabilidad ¢ = P<q(F 1) podemos definir el conjunto de
estados que satisfacen la condicién de alcanzabilidad, es decir, G, = {s | s = ¢}. A los
elementos de G, los llamamos estados goal. Finalmente, el cdlculo de alcanzabilidad se
reduce a encontrar la ejecuciones que llevan al modelo desde su estado inicial hasta algin
estado de G,. En general omitiremos ¢.

Restringir el conjunto de propiedades a verificar a aquéllas de alcanzabilidad no con-
lleva a una perdida sustancial de generalidad. Dichas propiedades nos permiten especi-
ficar gran cantidad de caracteristicas de un sistema. Un ejemplo de la relevancia de las
propiedades de alcanzabilidad es que el problema de Model Checking cuantitativo con
propiedades expresadas en LTL se puede reducir a un problema de alcanzabilidad cuanti-
tativo [6) [14].

1.6. El Problema

El problema abordado por el presente trabajo se puede formular de la siguiente manera:

“Dado un modelo probabilista y no determinista M y una propiedad de alcan-
zabilidad cuantitativa ¢ = P<,(F 1) tal que M = ¢, derivar el carril -desde
el estado inicial del sistema hasta algin estado que satisfaga la condicién de

alcanzabilidad - con mayor probabilidad.”

1.7. Sumario

En el capitulo 2 presentamos las cadenas de Markov de tiempo discreto, hacemos un
andlisis del calculo de probabilidades sobre sus ejecuciones y formalizamos la probabilidad
de alcanzabilidad sobre las mismas.

En el capitulo 3 se analizan diversos algoritmos de biisqueda que nos resultan de
utilidad para hallar del carril mas probable.

En el capitulo 4 se desarrolla la técnica utilizada para localizar el carril con mayor
probabilidad en una cadena de Markov de tiempo discreto.

En el capitulo 5 analizamos los Procesos de Decisién de Markov y como definir prob-
abilidades sobre sus ejecuciones.

Por ultimo, en el capitulo 6 se extiende la técnica presentada en el capitulo 4/ para

obtener carriles maximos en cadenas de Markov a procesos de decisién de Markov.



Capitulo 2

Cadenas de Markov

En este capitulo presentamos las cadenas de Markov (CMTD), estructuras introducidas
por Andrei Markov en 1906, que son ttiles para modelar Sistemas Probabilistas Deter-
ministas. Luego, introducimos conceptos fundamentales de probabilidades necesarios para
asociar probabilidades a las ejecuciones de una CMTD. Finalmente definimos la probabil-

idad de alcanzabilidad y una técnica para calcularla.

2.1. Cadenas de Markov de Tiempo Discreto

Una cadena de Markov de tiempo discreto es un sistema de transiciones probabilistas
compuesto por estados y transiciones con probabilidades asociadas. Formalmente definimos

una CMTD de la siguiente manera:

Definicion 2.1. Una cadena de Markov de tiempo discreto es una tupla © =
(S, s0, M), donde:

i. S es el espacio de estados finito del sistema;
1. SgES es el estado inicial;

iii. M:S xS — [0,1] es una matriz de probabilidades que satisface ) .o M(t,5) =1
para todo t€S;

Para cada par de estados s y t, M(s,t) indica la probabilidad de que el sistema pase
del estado s al t. Puesto que en el presente trabajo solo trabajamos con cadenas de Markov
de tiempo discreto en general las referimos simplemente como cadenas de Markov.

A continuacién abordamos los conceptos de caminos y ejecuciones sobre CMTD's.

Definicién 2.2 (Paths(0)). Sea © = (5,50, M) una CMTD y so € S, un so-path o

camino de © sera una secuencia finita de estados de S, 0 =5sy81 ... Sy, donde para cada

10
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0 <i<nM(sisit1) > 0. 0; denota el estado en la i-esima posicion de o, (o 11i) el prefijo
finito de o con longitud n, |o| la longitud de o, last(o) el dltimo estado de o y, Pathss(©) el
conjunto de s-path’s de ©. Cuando s=sg podremos omitirlo, es decir Paths,(©)=Path(O)

Definicién 2.3 (Execs(0)). Sea © = (5,59, M) una CMTD y so € S, una ejecucion o
sp-exec de © sera una secuencia infinita de estados de S, w=s9s1S2 ..., donde para cada
i € Ng M(8;,8i+1) > 0. w; denota el estado en la i-esima posicion de w, (wn) el prefijo
finito de w con longitud n y, Execss(0) el conjunto de s-exec’s de ©. Al igual que para el

caso de caminos Execs,(0©)=Exec(O).

Ejemplo 2.1. La figura2.1 ilustra una CMTD © = (S, sg, M) con S={so, s1, $2, S3, S4, S5, 56 } -
La matriz de probabilidades M se encuentra a la izquierda de la figura. A la derecha ob-

servamos la representacion asociada (grafo) a ©.

0 025 05 025 0 0 O
00 0 0 08 02 0
0 0 06 0 0 04 0
M=o 0o 0o 0 0 0 1
00 0 0 1 0 0
00 0 0 05 0 05
00 0 0 0 o0 1

Figura 2.1: Cadena de Markov de tiempo discreto

Ademds, s9s28955 Y S0S282S2 ... son ejemplos de caminos y ejecuciones sobre O, re-

spectivamente.

2.2. Conceptos Fundamentales de Probabilidades

En esta seccién definimos la nocién de probabilidad asociada a las ejecuciones en una
CMTD. Para ello es necesario acudir a los principales conceptos de o-Algebras para luego
definir una o-algebra de ejecuciones cuyos elementos son conjuntos de ejecuciones a los

que es posible asignarles una probabilidad.

2.2.1. o0-Algebras

Una o-algebra sobre €2 es un conjunto F de subconjuntos de {2 cerrado bajo operaciones
contables de conjuntos, es decir, el complemento de elementos de F es un elemento de F
y la unién o interseccién de elementos contables de F se encuentra en F. Formalizamos

estos conceptos de la siguiente manera:
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Definicién 2.4 (o-Algebra). Una o-algebra sobre  es un subconjunto F de P(§) con

las siguientes propiedades:
i. Ae F=A°c F
i. Ay € Fon>1= N A, eF
El par (2, F) se denomina espacio medible.

De i. y ii. se deduce que Q y @) estan en F (puesto que F es no vacio) y que la o-algebra
es también cerrada bajo interseccién (usando las leyes de Morgan).

El concepto de o-algebras sirve principalmente para definir medidas sobre un conjunto.
Una medida en €2 es una funcién que le asigna un numero real a los subconjuntos de €.
Para ello se puede definir una nocién precisa de ”tamano” o ”volumen” para conjuntos.
En este caso nos interesan las medidas probabilistas, las cuales asignan un ntmero real

entre 0 y 1 a los subconjuntos. A continuacién formalizamos dichos conceptos:

Definicién 2.5. Sea A C P(Q) con 0 € A, llamamos medida en A, a cualquier mapeo

w: A —[0,1] con las siguientes propiedades:

i. p(0)=0
ii. A€ A A, € Ay A=WIN A, = p(A) =30 u(An)
donde |# indica que los conjuntos A, son disjuntos de a pares.

Ademas, cuando A sea una o-algebra y se satisfaga p(£2) = 1 diremos que p es una

medida de probabilidad. Formalmente

Definicion 2.6. Sea F una o-dlgebra sobre €2, llamamos medida de probabilidad en

F, a cualquier mapeo p : F — [0,1] con las siguientes propiedades:

i. w(0)=0
ii. FEF, Fye FyF=W'5F,= uF)=>" uF,)
i, p(2) =1
En este caso la estructura (2, F, ) se denomina Espacio de Probabilidad.

Dado un conjunto de subconjuntos siempre es posible obtener la menor o-algebra que

lo contenga.

Definicién 2.7. Sea A C P(f2), se denomina o-algebra generada por A, a la o-algebra
en Q, denotada o(A), igual a la interseccion de todas las o-algebras en Q que contengan

a A. En este caso diremos que A es el conjunto generador de o(A).
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Ahora veamos que existe una medida de probabilidad sobre o-algebras. Para ello in-

troducimos el concepto de semi anillos

Definicién 2.8. Sea S C P(Q), decimos que S es un semi anillo sobre Q si contiene
al vacio, es cerrado por intersecciones finitas y, todo conjunto de S puede escribirse como

una union disjunta finita de elementos de S, es decir:

i. 0 eS8
n. A BeS=ANBeS
ii. ABeS=3In>0,34,€S:A-B=;", 4

La propiedad iii. indica que cuando A,B € S, existe n > 0y A1,A2... 4, € S
disjuntos de a pares, tales que A — B = A;{ Asl4... 14 A,,. Si n = 0 se entiende que la
correspondiente unién es igual a () (en cuyo caso A C B).

Finalmente presentamos el teorema de Caratheodory, que asegura la existencia de una

medida de probabilidad sobre o-algebras.

Teorema 2.1 (Caratheodory). Sea S C P(2) un semi anillo y sea pn : S — [0, 1] una

medida de probabilidad en S. Entonces existe una unica medida i’ en o(S) tal que para

todo A € S, u(A) = u/'(A4).

Para facilitar la notacién a p' la llamaremos p.

Para més detalles de probabilidades y teoria de la medida consultar [10].
2.2.2. o0-Algebra de Ejecuciones

A continuacién definimos una o-algebra de ejecuciones de una CMTD y la medida de
probabilidad sobre ella. A tal fin, introducimos la nocién de cilindros bésicos, que designa

conjuntos de ejecuciones con un prefijo comun, formalmente:

Definicién 2.9. Dada una CMTD O y o € Paths(©), definimos el cilindro bdsico

asociado a o como

(o) ={weFEzecs(©) |w 1 |o|=0}

Ademds denotamos con Bg al conjunto de cilindros bdsicos de ©, es decir:

Bo = {{0) | 0 € Path(©)}

Ahora definimos una medida de probabilidad sobre cilindros basicos
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Definicion 2.10. Dada una CMTD © y el conjunto de sus cilindros basicos Bg, definimos
la medida de probabilidad p : Be — [0, 1] de la siguiente manera:

lo]-2

p((o) = [ M(oi 0i1)

1=0

para todo (o) € Bg.
Luego hacemos lo propio en relacién a o-algebra de ejecuciones

Definicién 2.11. Dada una CMTD © = (S, s9, M). Definimos a Fo como la c-algebra

de ejecuciones de © generada por el conjunto generador Bg.

No es dificil verificar que Bg es un semi anillo, luego -por Teorema 2.1+ 1 tiene una tinica
extensién sobre Fg. Por consiguiente, (Ezec(0©), Fo, 1) forma el espacio de probabilidades
de Ezec(0).

2.3. Alcanzabilidad

En el presente trabajo el concepto de alcanzabilidad constituye uno de los ejes centrales.

En esta seccién especificamos la probabilidad de alcanzar estados y luego como calcularla.

2.3.1. Probabilidad de Alcanzabilidad

A continuacién definimos la probabilidad de alcanzar un estado t desde otro estado s
en una CMTD

Definicién 2.12. Sea © = (S, s9, M) una CMTD, y s,t € S, entonces definimos a la
probabilidad de alcanzar t desde s en © como:
Powst = 1 ({w € Execs(©) | Ji.wi = t}) (2.1)

Ademds, definimos la probabilidad de alcanzar un conjunto de estados S" C S desde s

como:

Pog = 1 ({w € Execs(0) | Fi.w; € §'}) (2.2)

Proposicién 2.1. Sea © = (5,50, M) una CMTD, y s,t € S donde s # t, entonces la

probabilidad de alcanzar t desde s en © es

Pyt = p U <U> (23>

oeCt
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donde el conjunto C§ contendrd los caminos o entre s y t tales que t sea alcanzado solo
una vez en o, es decir C; = {o € Paths(©) |last(c) =t A MO <i<|o|—1.0i #1t)}.

Ejemplo 2.2. Ahora supongamos que ss y s satisfacen alguna condicion de alcanzabilidad
en la cadena de Markov presentada en el ejemplo|2.1.
Luego, de acuerdo a la ecuacion (2.3), la probabilidad de que la cadena alcance dichos

estados sera:

PSOWS3 = U({<SOS3>}) Psowss = N({<303135>7Ui0<30(32)i35>})
= 0,25 = 0,05+>2,0,5-(0,6)"-0,4)
= 0,55

Puesto que los conjuntos de ejecuciones (sos3), (s05185) y Ui (s0(s2)'s5) son disjuntos
de a pares, la probabilidad Py .(s, 53 = 1 ({(s083), (sos185), Uiog(s0(s2)'ss)}) de que la
cadena alcance algin estado que satisface la condicion de alcanzabilidad es 0,8

2.3.2. Calculo de Alcanzabilidad

Una vez definida la probabilidad de alcanzar un estado, procedemos al calculo de la
misma. Previamente, presentamos algunas definiciones necesarias para obtener una técnica

eficiente a tal fin.

Clasificacién de Estados

En primer lugar, definimos el concepto de alcanzabilidad entre estados en una cadena de

Markov. Un estado serd alcanzado desde otro si existe un camino entre ellos. Formalmente

Definicién 2.13. Dado © =(S, s9, M) una CMTD yt,s€ S, diremos quet es alcanzable

desde s si

{o € Paths(0©) | last(c) =t} #0

Ahora, sea S’ un subconjunto de un espacio de estados S, si no hay ninguna transicién
desde un estado de S’ a alguno fuera del mismo entonces diremos que S’ es un conjunto

cerrado.

Definicién 2.14. Dado © =(S, s9, M) una CMTD y S’ C S, si M(s,t) = 0 para cualquier

se S tZ S’ entonces diremos que S' es cerrado.

Un caso particularmente interesante de un conjunto cerrado es cuando el conjunto S’

solo posee un estado.
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Definicién 2.15. Dado © = (S, sp, M) una CMTD y s € S, si {s} es cerrado entonces

diremos que s es absorbente.

Ademds distinguimos a los conjuntos de estados mutuamente alcanzables de la siguiente

manera:

Definicién 2.16. Dado © = (S, s9, M) una CMTD y S’ C S, diremos que S’ es un
conjunto fuertemente conexo (CFC) si el estado t es alcanzable desde el estado s
para cualquier s,t € S’. Ademds, si: para todo estado u € S tal que u alcanza a todos los
estados de S’ y todos los estados de S alcanzan a u implica u € S’, diremos que S es un

conjunto fuertemente conexo mazimal (CFCM).
A continuacién definimos a los conjuntos irreducibles

Definicién 2.17 (Conjuntos Irreducibles). Dado © =(S, sg, M) una CMTD y S’ C S,

diremos que S’ es irreducible si S’ es un conjunto cerrado y fuertemente conexo.
Nétese que si s es absorbente entonces {s } es irreducible.

Definicién 2.18 (Cadenas de Markov Irreducibles y Reducibles). Dado © =
(S, 50, M) una CMTD, si S es irreducible entonces diremos que O es irreducible. Si © no

es irreducible la llamaremos reducible.

Ahora supongamos que el estado actual de una CMTD © es s, resulta interesante
preguntarse si la CMTD volverd a s en una evolucion futura del sistema; si la respuesta es
”quizés no” el estado s se denomina transitorio. Formalizamos dicha idea de la siguiente

manera:

Definicién 2.19. Dado © = (S, sp, M) una CMTD y t€ S, diremos que t es un estado

transitorio de O si
{weFzeci(0) |Vi>1.w;#t}#0

Steady State Analysis

Finalmente, estamos en condiciones de definir una técnica para el calculo de la proba-
bilidad de alcanzar estados. Para ello utilizamos los resultados enunciados en la teoria de

Steady State Analysis [11] para cadenas de Markov reducibles.

Lema 2.1. Dado © = (S, sy, M) una CMTD reducible, S; el conjunto de estados transi-
torios de ©, t€ Sy y s absorbente

Pios=M(t,5) + > M(t,0)Pyosg (2.4)

u€eSy
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en tanto, si S, C S es un conjunto de estados absorbentes

Pios,a= > M(t,s) + Y M(t,u)Pyos, (2.5)
S€Sa u€eS
Es posible demostrar que si S; es finito el conjunto de ecuaciones en (2.4) y (2.5) tienen
una unica solucién. Luego, puesto que el espacio de estados S de una CMTD © es finito
las ecuaciones (2.4) y (2.5) definen correctamente la probabilidad de alcanzar el estado s
(respectivamente S,) desde t en O .
Concluimos que para calcular la probabilidad de alcanzar un estado (o conjunto de
estados) particular en una CMTD nos basta con resolver un sistema de ecuaciones lineales.
Las variables de este sistema serdn Pg, .5 con s; € S;.

A continuacién ilustramos esta conclusién con un ejemplo.

Ejemplo 2.3. Supongamos que queremos calcular la probabilidad Pg,.s; en la CMTD del

ejemplo 2.1. Para ello debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

zg = 0,25-21+0,5-29+0,25- 23 ry = 02
ro = 0,6-2204+04 z3 = 0
x; representa la probabilidad Pg,...s; y S5 es transformado en un estado absorbente. Es-
ta técnica de hacer absorbente un estado previo a calcular la probabilidad de alcanzarlo
serd usada a lo largo del presente trabajo.
Por lo que, para calcular el valor de x¢ (y consecuentemente el de Pgy.ss, ) debemos

resolver el siguiente sistema

1 —-025 —05 —025]| 0
0 1 0 0 |02
0O 0 04 0 |04
0 0 0 1 |o

Para ello podemos usar el método de eliminaciéon Gaussiana, entre otros. El sistema

reducido es el siguiente

100 0|055
010 0|02
00101
000 1] 0

Luego Pgjsss = 0,55 tal como lo anticipamos en el ejemplo 2.2.



Capitulo 3
Algoritmos de Bisqueda

En este capitulo presentamos los algoritmos de bisqueda Depth First Search (DFS),
Breadth First Search (BFS), Best First Search (BF) y Z*. Tanto DFS como Z* seran
utilizados, posteriormente, para la obtencién de carriles sobre una CMTD.

Introducimos las ideas de cada algoritmo y analizamos un método de bisqueda iterativo
(MBI) que nos seré de gran utilidad para definir DF'S y BFS. Seguidamente estudiamos las
modificaciones necesarias para que el MBI implemente BF. Asimismo, explicamos como

derivar Z* a partir de BF. Por dltimo, damos ejemplos de todos los casos.

3.1. Presentacién

En esta seccion presentamos de manera informal el funcionamiento de los algoritmos

analizados en este capitulo.

Depth First Search: DFS es considerado uno de los mas populares algoritmos de
busqueda desinformada, cominmente usado para busquedas sobre arboles o grafos. En
nuestro caso, nos resulta 1til para las bisquedas sobre cadenas de Markov.
Intuitivamente el comportamiento del algoritmo es el siguiente: comienza en un estado
especifico s que se convierte en el estado actual, en un principio s es el estado inicial de
la cadena. Luego, selecciona un estado s’ sucesor de s; si s’ ya ha sido procesado por el
algoritmo, entonces continta eligiendo sucesores de s. Si, por el contrario, s’ atin no ha
sido procesado por el algoritmo, éste empieza a procesarlo y lo convierte en el nuevo estado
actual. Continuamos con este procedimiento hasta que, o bien alcanzamos un estado goal,
o bien alcanzamos un estado cuyos sucesores han sido procesados. En este caso, debemos
regresar por el camino mediante el cual se alcanzo el estado actual hasta encontrar el tltimo

estado visitado que no ha sido completamente procesado. Es decir, que tiene algtin hijo atin

18
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no procesado. El procedimiento termina cuando el estado inicial ha sido completamente

procesado.

Breadth First Search: Este es otro algoritmo de busqueda muy popular y, al igual
que DFS, puede realizar busquedas desinformadas sobre cadenas de Markov.
Intuitivamente el comportamiento del algoritmo es el siguiente: comienza en un estado
especifico s, que estd en el nivel 0. Al comenzar el algoritmo, s es el estado inicial de la
cadena. En la primera etapa, se visitan todos los estados en el nivel 1. Es decir, aquellos
estados sucesores de s. En la segunda etapa, se visitan todos los estados en el nivel 2, o
sea, todos los estados sucesores de algin estado en el nivel 1. Este procedimiento continiia

hasta encontrar un estado goal o hasta que todos los estados hayan sido visitados.

Best First Search: Este algoritmo optimiza el funcionamiento de DFS y BFS seleccio-
nando el estado mas promisorio para procesar en lugar de simplemente seleccionar algiin
estado sucesor (DFS) o vecino (BFS). Al igual que DFS y BFS el algoritmo concluye al
encontrar la primera solucion.

Para determinar que tan promisorio es un estado s, se utiliza una funcion de evaluacion
heuristica f(s) que -en general- no sélo depende de s, sino también de la descripcién de los
estados goal, la informacién generada por el algoritmo hasta el momento de la evaluacion
de f sobre sy, cualquier otra informacién relevante en el dominio del problema.

Muchas estrategias Best-First difieren en el tipo de funcién de evaluacién que utilizan.
El algoritmo que describimos en este capitulo es comin a todas estas estrategias, puesto

que no imponemos restricciones a f.

Z*: El algoritmo Z* es derivado de BF demorando su finalizacién hasta tanto no se haya
encontrado la solucién 6ptima, la que -en general- no es la primera en ser encontrada.
Ademids, se imponen restricciones sobre la funcién de evaluacién f. La definicion de esta
funciéon determina en gran medida el rendimiento del algoritmo y por ello resulta muy

importante.

3.2. Esquema de Método Iterativo de Busqueda

A continuacién describimos el MBI que nos servira para definir DF'S, BFS y -en parte-
BF.

En términos generales, el trabajo del algoritmo es recorrer los estados comenzando
desde el inicial -atin no especificaremos en que orden lo hace- hasta encontrar algin estado

que satisfaga una condiciéon dada, asumiendo que existe al menos uno.
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A medida que el algoritmo evoluciona en su ejecucién almacena informacién en los
estados indicando el recorrido realizado hasta alcanzarlos. De esta manera, el algoritmo
va construyendo un arbol a medida que avanza en su ejecucién. Los nodos del arbol son
los estados que han sido alcanzados y hay una arista entre s y s’ si s’ ha sido alcanzado
por el algoritmo desde el estado s. Para implementar esta caracteristica basta asignarle a
cada estado un enlace hacia su estado predecesor en la ejecucion del algoritmo. A dicho
arbol lo llamaremos drbol de recorrido.

Luego, si el algoritmo encuentra un estado s que satisfaga la condicion de finalidad, se
puede obtener a partir del drbol de recorrido -ascendiendo desde s hasta alcanzar la raiz-
un unico camino entre el estado inicial del sistema y s.

Para la implementacion de dicho método se requiere una estructura de datos que
referenciamos Struct. Esta estructura cuenta con las operaciones insert, get e is-notEmpty.
Estas operaciones agregan un estado a la estructura, quitan un estado de la estructura vy,
nos indican si la estructura esté vacia, respectivamente.

Ademds, son necesarias las operaciones sobre estados mark, not-marked y succ las que
son usadas para marcar un estado, distinguir entre estados que han sido marcados de
aquéllos que no lo han sido y, obtener la lista de sucesores de un estado; respectivamente.

El pseudo cédigo del algoritmo se encuentra en la figura 3.1

MBI(CMTD (S,sp,M), Struct struct)
1. for (all s € S) s.padre=NULL

2. insert(sg , struct)

3. while is-notEmpty(struct)

4 s=get(struct)

5. mark(s)

6 for (all t € succ(s) A not-marked(t))
7 t.padre=s

8 if (is-goal(t)) finish-succefully(t)
9 else insert(t , struct)

10. end-for

11. end-while

Figura 3.1: Pseudo cddigo del Método de Busqueda Iterativo
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3.3. Los Algoritmos

El MBI resulta interesante puesto que nos permite realizar distintos tipos de explo-
racion sobre cadenas de Markov segtn la estructura empleada. El cuadro 3.1 ilustra dichos
tipos de exploracién. En el mismo, la funcién add agrega estados a una cola con prior-
idades. En caso de que el estado a agregar se encuentre en la misma, se actualiza su

prioridad y, de ser necesario, su posicién en la cola.

Estructura (Struct) ‘ insert get Técnica de Exploracion
Pila push pop Depth First Search
Cola enqueue | dequeue Breadth First Search
Cola de Prioridades add remove ~ Best First Search

Cuadro 3.1: Técnicas de exploracién de acuerdo al tipo de estructura

De esta manera quedan definidos los algoritmos DFS y BFS.

En cuanto a BF la situacion es distinta, dado que atn usando una cola de prioridades
IBM no se comporta exactamente como BF. La diferencia radica en que BF permite
desmarcar estados y volverlos a colocar en la cola con una nueva prioridad.

En la figura 3.2 presentamos la version modificada de MBI que implementa a BF,

donde la funcién f es la funcién de evaluacién heuristica mencionada en la secciéon 3.1

El algoritmo Z*: En su forma general el algoritmo BF es s6lo un esqueleto de estrategias
y estd lejos de exhibir los detalles necesarios para su implementacion. Esto se debe a
que la funcién de evaluacién es arbitraria; de este modo el algoritmo no especifica su
funcién heuristica, como asi tampoco, de donde obtiene la informacién para decidir que
tan promisorio es un estado o como propagar esta informacion a través de la cadena.

Como dijimos anteriormente, Z* es un caso particular de BF. Una de las modificaciones
a BF necesarias para implementarlo radica en la restriccién de la funcién de evaluacion,
en tanto la segunda modificacién estd ligada a la condicién de finalizacion del algoritmo
BF. El objetivo es asegurar la obtencién de una solucién 6ptima.

Seguidamente, explicamos las condiciones necesarias para la satisfaccion de las modi-

ficaciones antedichas

Primer Condicion: f debe ser recursiva Este requerimiento nos indica que para
cada par de estados s y s, donde s es el predecesor de ', f(s) es computada por f(s') =
F(s), f(s),h(s")]. Donde F' es una funcién de combinacién arbitraria, 1(s) un conjunto

de parametros locales caracterizando a s y h es una funcién que asocia a cada estado s
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BF(CMTD (S,s0,M))

1. PQ+«— empty Priority Queue

2. for (all s € S) {s.f=0 ; s.padre=NULL}
3. add(so,PQ)

4. while is-notEmpty(PQ)

5. s=remove(PQ)

6. mark(s)

7. for (all tesucc(s))

8. if (is-goal(t)) finish-succefully(t)
9. if (not-marked(t) A tZPQ)

10. t.padre=s

11. add(t,PQ)

12. else

13. if (£(t)>t.f)

14. t.padre=s

15. if (marked(t)) unmark(t)
16. add(t,PQ)

17. end-if

18. end-if

19. end-for

20. end-while

Figura 3.2: Pseudo cddigo de Best First Search

una sobre estimacién de la maxima probabilidad entre los caminos desde s a algtin estado
que satisfaga la condicién de alcanzabilidad.

Por ultimo, F' debe satisfacer la propiedades de preservacion de orden definida por la
ecuacién (3.1). La misma nos asegura que si dos caminos o1 y o9 de s a s’ son encontrados,
donde o1 posee mayor probabilidad que o3, los procesos futuros de biisqueda no invertiran

esta situacion.

Flip(s1), f(s1), ha(s')] = Flp(s2), f(s2), ha(s)] =
Flp(s1, f(s1), ha(s')] = Flib(s2), f(s2), ha(s)]-

(3.1)
")
para todos los estados s, 2y 8" € succ(s1) N suce(s2) y todas las funciones heuristicas hy

y h2.
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Segunda condicién: Demora del test de terminacién Esta condicién nos impone
que el algoritmo demore su finalizaciéon hasta tanto encuentre la mejor solucién en lugar
de finalizar con la primer solucién encontrada como lo hace BF.

Para garantizarlo basta con asegurar que el estado que satisface la condicién deseada
y, por lo tanto, que induce una solucién, sea el que mayor prioridad posee entre los estados
que se encuentran en la cola de prioridades. Consecuentemente, es suficiente modificar el
algoritmo BF de modo tal de realizar el test de terminacion al estado obtenido por la
operacién remove (véase linea 5 del algoritmo BF- figura 3.2).

Finalmente presentamos en la figural3.3| el pseudo cédigo del algoritmo Z*. En el mismo
f es una funcion recursiva que satisface la propiedad de preservacion de orden, mientras

que h es una sobre estimacion de la solucion optima.

Z*(CMTD (S,s0,M))

1. PQ+— empty Priority Queue

2. for (all s € S) {s.f=0 ; s.padre=NULL}
3. add(so,PQ)

4. while is-notEmpty(PQ)

5. s=remove(PQ)

6. if (is-goal(t)) finish-succefully(t)
7. mark(s)

8. for (all tesucc(s))

9. if (not-marked(t) A t¢PQ)
10. t.padre=s

11. add(t,PQ)

12. else

13. if (f(t)>t.f)

14. t.padre=s

15. if (marked(t)) unmark(t)
16. add(t,PQ)

17. end-if

18. end-if

19. end-for

20. end-while

Figura 3.3: Pseudo Cdédigo de Z*

Notese que DFS es un caso particular de Z* configurando a f de la siguiente manera:
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£(s) 0, si s es el estado inicial
S) =
f(s.padre) + 1, cc

3.4. Ejemplo

En la figura 3.4 es posible observar la exploracién de estados de una cadena de Markov
segin los distintos algoritmos de busqueda presentados en el capitulo. Los estados con
doble linea son considerados goal. En tanto los estados s7, sg, sg ¥ s19 son considerados
absorbentes. Se encuentran marcados en azul los estados involucrados en las soluciones
entregadas por los distintos algoritmos.

Cabe destacar que los algoritmos concluyen una vez encontrada la primer solucién
(DFS, BFS y, BF) o la solucién éptima (Z*). Aun asi, indicamos el orden en que los
restantes estados son explorados con el objetivo de clarificar el funcionamiento de cada
algoritmo.

Es importante aclarar que el orden en que hemos decidido procesar estados suce-
sores estd impuesto por la gréafica, dicho orden se define descendentemente de izquierda a
derecha.

La funcién de evaluacion utilizada por BF y Z* en este ejemplo es la siguiente:

£(s) 1, si s es el estado inicial
S) =
f(s.padre) - M(s.padre,s) - h(s), cc

donde -en este caso- h(s) = 1 para todo s en S.
Como se puede observar en la figura 3.4 (e) el algoritmo Z* es el que encuentra la

solucion éptima sgsasssig cuya probabilidad es 0,504.
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(b) Busqueda DFS (c) Busqueda BFS

(d) Busqueda BF (e) Busqueda Z*

Figura 3.4: Técnicas de bisqueda sobre Cadenas de Markov



Capitulo 4

Derivacion de Carriles

En este capitulo presentamos la técnica utilizada para obtener el carril con mayor
probabilidad en una cadena de Markov. Para ello, formalizamos los conceptos asociados
a carriles. Luego, presentamos la técnica empleada para localizar carriles maximos, la
misma se divide dos etapas. En la primera, se realiza un preprocesamiento de la cadena
de Markov obteniendo una cadena reducida y, en la segunda, se procede a la busqueda
del carril maximo sobre la cadena reducida. Seguidamente, estudiamos dos técnicas para
optimizar el rendimiento del algoritmo. Por ltimo, presentamos un esquema ilustrando

el uso de la técnica propuesta.

4.1. Carriles

A continuacién formalizamos las nociones asociadas a carriles introducidas en el capitu-
lo 1.

Un camino r es denominado carril si es aciclico, es decir:

Definicién 4.1. Dada una CMTD © y r € Path(©), diremos que r es un carril de © si
ri 71 para todo 17 7.

Ahora podemos pensar en este carril como conductor de un conjunto de ejecuciones,

formalmente:

Definicion 4.2. Dada una CMTD © y un carril v de ©, definimos el torrente asociado

ar en® como

<r> = {(0) | 0 € Path(©) yr estd “embebido” en o}

donde r esta embebido en o si existen ng,...,ng, 0=ng <n; <ng <...<n,=|rl—1,

!/ / / / .
0=mg,...,mp_1 ymy,...my =|o| =1 con m; <m; < mj, tales que:

26
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(VO<i<k.r[ni...niga]=o[mi...mi )ANVO0<i<k.om=0m,)

Ademids, Carrils(©) es el conjunto de todos los carriles que van desde s hasta algin

estado goal de una cadena.

Ejemplo 4.1. Analicemos la CMTD de la figura|{.2(a), en la misma r = s0S154555¢ €S
un carril Y 01 = S50515455525051545586, 02 — S05153545552505154555¢6 SOT caminos. AhOTCL
veamos que r esta embebido en o1 y en oo. Para ello debemos identificar los valores n;,

m; y my que lo atestiguan. Los mismos se ilustran en el cuadro 4.1

‘ Camino ‘ ng ‘ np ‘ no ‘ mg ‘ my | my ‘ My
o1 013|410 3 8 9

lop) 0111140 1 7 10

Cuadro 4.1: Valores que atestiguan r embebido en o1 y 09

Dado que Path(©) es un conjunto numerable, <r> puede escribirse como una unién
numerable de cilindros bésicos. Por consiguiente, <r> es medible en Fg. Luego p (<r>), la
probabilidad de que ocurra alguna ejecucién del torrente definido por el carril r, estd bien
definida.

4.2. Primer Etapa: Preprocesamiento

En esta seccién desarrollamos la técnica utilizada para -a partir de una cadena de
Markov ©- obtener una cadena de Markov ©’ aciclica con determinadas propiedades que
describiremos a lo largo de la seccién. A esta cadena la llamamos cadena reducida asociada
a O y la denotamos [0]. La busqueda de carriles maximos se hara sobre [0] y, a partir de
los mismos, derivamos los carriles maximos de ©.

La derivacién de [O] a partir de © se obtiene mediante un proceso de dos fases. En la
primera, se identifican todos los carriles desde el estado inicial de © a algiin estado goal y
todos los conjuntos fuertemente conexos maximales de ©.

Formalmente, debemos obtener el conjunto de carriles —Rgo (©)- y de componentes

fuertemente conexas maximales -CFCM(O)- de O:

R (©) = {0 € Carrily,(0) |last(0) € GA (VO <i< |o| - 1.0y ¢ G)} (4.1)

CFCM(©) ={S" C S| S5 es un conjunto fuertemente conexo maximal de ©}  (4.2)
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Cuando sy y G quedan claros por el contexto podemos omitirlos. En tal caso denotamos
RSQO(@) con R(©). Ademsds, con frecuencia usaremos el término carril para referirnos al
carril entre sy y algin estado en G.

En la segunda fase, nos encargamos de obtener una cadena aciclica -a partir de ©-
cuyo espacio de estados posea sélo los estados necesarios para el célculo de p (<r>), para
todo r € R(©).

4.2.1. Primer Fase: DFS Extendido

Con el objetivo de obtener todos los elementos de R(©) y CFCM(O) exploramos la
cadena O desde su estado inicial en busca de estados goal y de ciclos. Para ello utilizaremos
una técnica Depth First Search.

El pseudo cédigo del algoritmo utilizado con este fin es el de la figura 4.1, al mismo
lo llamaremos DFS Extendido (DFS-E). Entre las principales diferencias con la versién

original de DFS (véase figura [3.1)) encontramos las siguientes:

1. El algoritmo no concluye hasta no procesar todos los estados.

2. Cada estado s tiene asociado un flag que indica si s esta involucrado en algtin carril,

o ciclo, en ambos o ninguno de ellos.

3. A cada estado se le asocia el estatus no-alcanzado, alcanzado o procesado segin su

condicion en la evolucion del algoritmo.

4. En el cuerpo del for -linea 6 del algoritmo- no sélo se tienen en cuenta los estados
sucesores que el algoritmo aiin no ha alcanzado, sino que los evalia, cualquiera sea

su estatus.

Para poder identificar todos los carriles y ciclos almacenamos informacién en cada uno
de los estados explorados por el algoritmo. Cada estado s tiene un campo llamado flag
que nos indica si s € [States(R(©)) — States(CFCM(0O))], es decir, que s estd involucrado
en algun carril; s € [States(CFCM(0)) — States(R(0))], es decir, que s estd involucrado
en algin ciclo; s € [States(R(©)) N States(CFCM(O))], es decir, que s estd involucrado
en algin carril y algin ciclo; o s ¢ [States(R(©)) U States(CFCM(©))], es decir, que s no
estd involucrado en ningun carril, ni ciclo. Estas situaciones se identifican con s.flag=1,
s.flag=2, s.flag=3 y s.flag=0, respectivamente.

Asimismo, para poder reconstruir los carriles y ciclos a partir de la informacién sum-
inistrada por el flag de cada estado, éstos almacenan informacion que permite identificar
cada uno de los carriles y ciclos a los que pertenecen. La informacién inherente a los carriles

de cada estado s es almacenada en una 4-uplas, una por cada carril en el que se encuentre
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involucrado. Esta 4-upla consta de un identificador id de carril, el predecesor de s en el
carril id, el sucesor de s en el carril id y la distancia (cantidad de estados intermedios) al
estado goal del carril ¢d. En tanto, la informacién inherente a ciclos de s, es almacenada en
una lista que contiene los sucesores de s en su componente fuertemente conexa maximal
(Véase ejemplo [4.2)).

Ademas, durante la ejecucién de DFS-E cada estado s de la cadena de Markov ten-
dra uno de los siguientes tres estatus asociados: no-alcanzado que indica que el estado
aun no ha sido alcanzado por el algoritmo; alcanzado que indica que el estado ha sido
alcanzado por el algoritmo, pero alguno de sus sucesores ain no; y, procesado que indica
que el estado ha sido alcanzado por el algoritmo y todos sus sucesores también. En este
caso, decimos que el estado ha sido completamente procesado. Cabe destacar que en su
versién original DFS sélo distingue entre estados alcanzados -los estados marcados- y no
alcanzados -los estados que no estan marcados.

Finalmente, veamos como localiza los carriles y ciclos DFS-E. Para ello supongamos
que el algoritmo estd procesando un estado s. Es decir que s acaba de extraerse de la
pila. La clave esta en analizar el estatus de cada uno de los estados ¢ sucesores de s. Las

posibilidades son las siguientes:

1. El estatus de t es no-alcanzado: En este caso el algoritmo se comporta como lo hacia
en su versién original, marcando los estados t, t.padre, (t.padre).padre, - - -, sy como
miembros de un mismo carril si ¢ es un estado goal -esta tarea es realizada por la
funcién marcar-carril- o, en caso contrario, agregandolo a la pila. Dicha situacion se

ilustra en la figura [4.2! (b).

2. El estatus de t es alcanzado: En este caso, s es un predecesor de t, ante lo cual
estamos en presencia de un ciclo. Por consiguiente, el algoritmo marca los estados
t,t.padre, - - - , s como estados pertenecientes a un ciclo. Dicha tarea es realizada por

la funcién marcar-ciclo. Ls situacién se ilustra en la figura 4.2/ (c).
3. El estatus de t es procesado: En este caso se debe verificar lo siguiente:

= Si ¢ estd involucrado en uno o més carriles -segtin la informacién obtenida por el
algoritmo hasta el momento- estamos en presencia de uno o més nuevos carriles
(dependiendo de la cantidad de carriles en los cuales se encuentre involucrado t).
Consecuentemente se deben marcar los estados ¢, t.padre, (t.padre).padre, - - -,
sg como miembros de uno o mas carriles y actualizar los sufijos de los carriles de
t adecuadamente. Esta tarea es realizada por la funciéon p-marcar-carril. Dicha
situacién se ilustra en la figura 4.2/ (d).

» Si alguno de los estados s’ predecesores de t forma parte -segtin la informacién

obtenida por el algoritmo hasta el momento- de la componente fuertemente
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conexa maximal de ¢ se deben marcar los estados s, s.padre, (s.padre).padre,
.-+, 8’ como estados involucrados en un ciclo. Esta situacién se ve reflejada en

la figura 4.2/ (d). Dicha tarea es realizada por la funcién p-marcar-ciclo.

Ejemplo 4.2. A continuacion indicamos la informacion obtenida por DFS-E de la CMTD
© de la figura 4.2 (a).

Como ya mencionamos cada estado s posee informacion de los carriles y ciclos en los
que se encuentra involucrado. En el cuadrol|4.2.1 se resume dicha informacion.

A partir de la informacion suministrada por la ejecucion de DFS-E, podemos identificar
los carriles y CFCM de una cadena de Markov. En este caso la informacion derivada es:
RiiG} (©) ={s051545556, S0515354555¢}, CFCM(O©)={{so, s1, s2, 83,54, S5} }

Estado | Flag | Carriles(id,suc,pred,dist) | Ciclos(suc)

50 3 [(1,4,0,51),(2,5,0,51)] [s1]

s1 3 [(1,3,50,84),(2,4,80,83)] [$4,83]

$2 2 [ [so]

83 3 [(2,3,51,54)] [s4]

S4 3 [(1,2,51,85),(2,2,53,55)] [s5]

S5 3 [(1,1,54,86),(2,1,84,86)] [s2]

86 1 [(1,0,55,0),(2,0,55,0)] [

Cuadro 4.2: Informacién suministrada por DFS-E

4.2.2. Segunda Fase: Reduccion de CFCM's

Una vez obtenidos los conjuntos R(0©) y CFCM(©) nos centramos en obtener una
cadena de Markov aciclica [©] a partir de ©.

La cadena reducida contendra todos los estados aciclicos involucrados en algin carril
de la cadena, esto es, los estados s € States(R(©)) — States(CFCM(©)). Ademés, con-
tendra un subconjunto de todos los estados involucrados en carriles y ciclos; dicho subcon-
junto esta definido como {s € S | 3r € R(©),c € CFCM(0O).s = min,(States(r) Nc)},
donde r; = min,(A) sir; € Ay s antecede a todos los estados de A en r, es decir para todo
J tal que r; esta en A se tiene que i < j. Por tltimo, [©] contiene un estado distinguido
utilizado para direccionar toda la masa probabilistica “perdida” en la reduccién, a dicho
estado lo denominamos sink.

Formalizamos, entonces, la nociéon de cadena reducida de © como:
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DFS-E(CMTD (8, s9, M))

17. end-for
18. s.estatus=procesado
19. end-while

1. for (all s € S) {s.estatus=no-alcanzado;s.padre=NULL}
2. push(sg , Stack)

3. while is-notEmpty(Stack)

4 s=pop(Stack)

5. s.estatus=alcanzado

6 for (all t € succ(s))

7 switch (t.estatus)

8 case no-alcanzado

9. t.padre=s

10. if (es-goal(t)) marcar-carril(t)
11. else push(t , Stack)

12. case alcanzado

13. marcar-ciclo(s,t)

14. case procesado

15. if (es-carril(t)) p-marcar-carril(t)
16. if (is-ciclo(t)) p-marcar-ciclo(s,t)

marcar-carril(state s)

1. depth=0

2.  r=new-rail

3. srailer

4.  s.pred(r)=s.pred

5.  s.depth(r)=depth

6. mark s as rail

7. depth++

8. while(s#s0)

9. t=s.pred

10. t.raile— r

11. t.pred(r)=t.pred
12. t.suc(r)=s

13. t.depth(r)=depth
14. mark t as rail
15. depth+-+

16. s=s.pred

17. end-while

p-marcar-carril(state t)

1. for (all ret.rail)

2 r’=new-rail

3 assign(r’,lasts; gepen(r) (1))
4. depth=t.depth(r)+1

5. s=t

6 while(s#s0)

7 s'=s.pred

8 s’ rail« 1’

9 s’.pred(r’)=s’.pred
10. s’ .suc(r’)=s

11. s’.depth(r’)=depth
12. mark s’ as rail

13. depth++

14. s=s.pred

15. end-while

16. end-for

marcar-ciclo(state t, state s)
marcar s como ciclo
s.cycle-sun«t
while (s#t)
s’ =s.pred
mark s’ as cycle
s’.cycle-sun« s
s=s.pred

© N R W

end-while

p-marcar-ciclo(state t, state s)

1. T=CompFuertConexa(t)
2. flag=0

3. u=s

4. while (u#so/Aflag==0)
5. if(ueT){flag=1}

6. else {u=u.pred}

7. end-while

8. if(flag==1)

9. mark s as cycle

10. s.cycle-sun«—t

11. while(s#u)

12. v=s.pred

13. mark v as cycle
14. v.cycle-sun«—s
15. s=s.pred

16. end-while

17. end-if

Figura 4.1: DFS Extendido

31
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(¢) Nuevo ciclo encontrado (d) Nuevo carril y ciclo encontrado

Figura 4.2: Situaciones en las que DFS-E encuentra carriles o ciclos. Los estados no alcan-
zados por el algoritmo se encuentran en blanco, los alcanzados en rojo y los completamente

procesados en azul

Definicién 4.3. Dada una CMTD © = (S, so, M), definimos la cadena reducida de ©
como [©] = ([5], s, [M]) donde

SCDm
- [9] = (States(RSgO(G)) — States(CFCM (©))) U
Sabs
f[SGS | EITERSQO(@), ceCFCM(O).s =min,(States(r)Ne)} Y
{sink}
(1 st s =t = sink
0 si s = sink At # sink
M(s,t) 81 8 € Seom Nt # sink
- M(s,t) = § PXues—s) M(s:u) $i 8 € Seom Nt = sink
Pst si 8 € Saps Nt € sUCE((5)°)
0 51 5 € Saps Nt & SUCE((5)O) At # sink
L 1— ZUE(W((S)O)) PS‘V‘)U si s € Sabs At = sink

Donde (5)© denota el conjunto de estados involucrados en la componente fuertemente
conexa mazimal de s y suce((s)°) = {u € [S] | 3t € (5)°O. M(t,u) > 0}

A la cadena [O] la llamamos cadena reducida de ©.
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A continuacién corroboramos que a partir de la informacién suministrada por DFS-E
es posible obtener [O].

En primer lugar, analizamos como obtener el espacio de estados [S] de la cadena
reducida a partir de la original. El conjunto Scom es el conjunto de estados con flag igual
a 1, es decir, Seom = {s € S| s.flag = 1}. En tanto el conjunto Syps se obtiene analizando
los estados con flag igual a 3. Formalmente Sgs = {s € S| s.flag =3 A 3r.s.depth(r) =
MAaX¢ flag—3ns~t t-depth(r)}. Con s ~» t significamos que ¢ es alcanzable desde s.

Por dltimo, [M](s,t) puede ser facilmente computada haciendo un andlisis por casos

sobre s y t. (Notar que (s)° y 3uce((s)©)) son computables)

Ejemplo 4.3. Veamos como reducir la CMTD © de la figura 4.5 (a). Para ello identifi-
camos el conjunto [S]={so, s¢, S9, 511} U {s1, s2} U {sink}. En tanto [M](s,t) se obtiene
segun la definicion 4.3 haciendo un andlisis por casos sobre s y t.

Es posible derivar a partir de DFS-FE los conjuntos R§§6’39’8“}(@) = {5051555859, S05155511,
508286, Ss2511} y CFCM(©)={{s1, s5, 8,54}, {s2}}.

La cadena de Markov reducida resultante de ©, es decir [©], es la de la figura|{.3(b).
En rojo indicamos las probabilidad de transiciones que han cambiado, en tanto con lineas
de puntos indicamos las transiciones nuevas. Hemos eliminado las transiciones desde y

hacia estados que no pertenecen a [S], dichos estados se encuentran sombreados.

Puentes: Un truco para evitar la pérdida de informacién

Como resultado de la reduccion de cadenas se pierden datos con respecto a los carriles
de la cadena original, puesto que los estados que integran las componentes fuertemente
conexas maximales son descartados en la cadena reducida y, consecuentemente, en sus
carriles. Dicha informacién nos resulta imprescindible para la obtencién del carril con
mayor probabilidad y, por lo tanto, debemos almacenarla. Para ello introducimos la nocién
de puente. Un puente es un camino de la cadena original que conecta los estados s de Sy
con sus sucesores en la cadena reducida (es decir, suce((s)©)). Para formalizar la nocién
de puentes introducimos la funcién bridge, la que, dado un estado s y un carril r indica

cual es el puente en r desde s hasta su sucesor en la cadena reducida.

Definicién 4.4. Dada una CMTD ©, s € S yr € R(O) definimos

bridge(s,r) =0

0

5 € Saps A (s - 0 es subpalabra de v) A (Yt € States(r) .t € (5)© =t € (States(o) U {s}))
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(b) CMTD obtenida luego de la reduccién

Figura 4.3: Preprocesamiento

Nétese que dicha funcién se encuentra bien definida puesto que no puede haber puentes

distintos de un carril asociados a un mismo estado.

Ejemplo 4.4. Los puentes de la CMTD de la figura|{.5. En este caso los elementos de
R(@) S0M Ty = $0S51555889, T2 = 505155511, T3 = S0S286 Y T4 = S0S2511- Por consiguiente
se obtiene bridge(s1,r1) = sssg,bridge(s1,m2) = s5 en tanto bridge(s,r) = € para los

restantes s y r.

Es importante destacar que, localizando el carril 7 con mayor probabilidad y sus re-
spectivos puentes en la cadena [©] podemos derivar el carril 7 con mayor probabilidad en

O. En la siguiente seccién nos enfocamos en la obtencién de 7.

4.3. Segunda Etapa: Obtencién del Carril Maximo

El objetivo de esta etapa es localizar el carril méximo en la cadena reducida [©].
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Puesto que [O] es aciclico, el torrente de cada carril r de [O] sélo contiene una tnica
ejecucién, es decir <r> = {r}.

Luego, el calculo de la probabilidad de los carriles r en una cadena aciclica resulta muy
sencillo y eficiente, puesto que se reduce al calculo de p ({r)).

La forma maés sencilla de obtener el carril méximo de [O] es calcular p, = p ({r)) para
todo r € R([©]). Luego el carril r tal que p, =max,cp(je)) Pe(r) es el mdximo de la cadena
reducida. Esta técnica podria ser facilmente implementada realizando una exploracién
DFS en busqueda de todos los carriles y calculando sus probabilidades asociadas a medida
que se los va encontrado.

En el presente trabajo se emplea una técnica mas eficiente que la descrita en el parrafo
anterior. La misma consiste en guiar el recorrido del grafo de acuerdo a las probabilidades
de los prefijos de los carriles. Para clarificar esta idea supongamos una cadena de Markov
con tres carriles %, ¥ y ¢. Inicialmente, se calculan las probabilidad p,a =M(r§,r{),ppo=
M(r§,18) v pre = M(r§,75). Luego supongamos que pra =max(pra, p,b, Pre), €N CUYO €asO
supondremos que r® es el carril maximo y, consecuentemente, calculamos la probabilidad
de la extension de su prefijo, es decir, pra = M(r§, r{) - M(r{,r$). El mismo procedimiento
empleamos con p,» i s =MAX(Pra, Ppb, Pre) ¥ €ON Pre Si pre =MAEX(Pra, Ppb, pre ). Continu-
amos con este procedimiento hasta calcular la probabilidad de un carril completo r* (para
x € {a,b,c}), en cuyo caso r* sera el carril maximo de la cadena y la biisqueda termina.

Para implementar eficientemente este procedimiento utilizamos el algoritmo Z*. A

continuacién, indicamos su configuracion para que se comporte de este modo.

4.3.1. Configuracion de Z*

El corazén del algoritmo Z* es su funcién de evaluacién f(s) = F[i(s.padre), f(s.padre), h(s)]
que indica cudn promisorios son los estados de la cadena.

En nuestro caso, la funcién f indica precisamente la probabilidad de los prefijos de los
carriles de la cadena. De este modo, la funcién f asigna a cada estado s la probabilidad
del tnico camino existente entre sg y s en el drbol de recorrido (véase capitulo 3, seccién
3.2) asociado a la evolucién de Z*. Asi, cuando el algoritmo extrae un estado goal de la
cola de prioridades habremos encontrado el carril maximo.

La funcién f que define dicho comportamiento es la siguiente:

1 si s = sg

J(s) = Fly(s-padre), f(s.padre), h(s)] = { f(s.padre) - [M](s.padre, s) - h(s) cc

donde h(s) = 1. En la seccién [4.4.1 redefinimos a la funcién h, de modo tal que provea

una sobre estimacién mas precisa y asi incrementar el rendimiento del algoritmo.
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Ahora debemos verificar que la funcién f satisface las condiciones para ser la funcién
de evaluacién de Z*, es decir: f es recursiva, I’ satisface la propiedad de preservacion de
orden y h es una sobreestimacion de la solucion éptima.

La funcién f es recursiva por definiciéon, en tanto h es una sobreestimacion de la
solucién éptima ya que p({o)) < 1 para cualquier solucién o. Finalmente, veamos que

preserva orden:

Flp(s1), f(s1), ha(s')] = Flo(s2), f(s2), ha(s')]

= f(s1) - M(s1,8) - hi(s') > f(s2) M(s2,5") - hi(s)
= f(s1) - M(s1,8') = f(s2) - M(s2,5")

= f(s1) - M(s1,8) ha(s') > f(s2) - M(s2,5) - ha(s")
= FY(s1), f(s1), ha(s")] = FY(s2), f(s2), ha(s')]

esto se cumple para todos los estados s1, s2y ' € suce(s1) Nsuce(s2) y todas las funciones
heuristicas h1 y ho. Luego, I’ preserva orden y, consecuentemente, la funcién f puede ser

utilizada como funcién de evaluacion de Z*.

Ejemplo 4.5. Ilustramos el comportamiento de Z* para la cadena de Markov de la figura
4.3 (b) mediante snapshots con los valores de sus variables al comenzar el cuerpo del while
-linea 4 del algoritmo (véase figura!3.5).

Antes de ejecutarse el primer bucle del while el algoritmo sdlo posee el estado sy en la
cola con prioridad asociada 1. Ademds no posee estados marcados ni predecesores asigna-
dos. Este situacion se ve reflejada en la primera linea de la tabla|4.5.

Luego, el primer bucle comienza a ejecutarse y se procesa el estado sy, se agregan s1 y
s a la cola y se actualizan sus predecesores y prioridades asociadas. Dichas modificaciones
se observan en la seqgunda linea del cuadro|4.5.

El algoritmo continia evolucionando hasta remover de la cola de prioridades un estado
goal. En este caso, el algoritmo encuentra el carril mdazrimo sgs1S11 y su probabilidad aso-
ciada f(s11) = M(so,s1) - M(s1,s11) = p({(sos1s11)) = 0,284. Esta informacion también
se puede inducir del cuadro 4.5,

Luego, con la informacion aportada el carril mdzimo r = sos1511 de [O] y la funcion
bridge, es posible identificar al carril ' =sgs1s5511, el cual es mdzimo en © y posee igual
probabilidad que r.

Por dltimo, destacamos que el estado sink no es procesado por el algoritmo. El mismo se
emplea sdlo para que [O] satisfaga las propiedades caracteristicas de cadenas de Markov.
Este comportamiento se implementa de manera sencilla restringiendo los sucesores del
estado que el algoritmo esta procesando -succ(s)- a aquellos estados sucesores de s que

sean distintos de sink.



CAPITULO 4. DERIVACION DE CARRILES 37

’ Cola de Prioridades ‘ mark padre
[(1730)] - -
[(0.4,52),(0.4,s1)] S0 s1.padre — s, so.padre — sg
[(0.4,51),(0.1,811), (0,052, s6)] 50, 52 sg.padre — s9, s11.padre — so
[(0.284,s11), (0,056, s9)(0,052, s6)] | so,s2,51 | S9.padre — s1, s11.padre — $1

Cuadro 4.3: Evolucién del Algoritmo Z*

4.4. Optimizacién

El objetivo de esta seccién es optimizar la técnica empleada a fin de hallar el carril
maximo. En primer lugar, redefinimos la funciéon h utilizada por Z* de modo tal que
sea una sobre estimacién mas proxima de la probabilidad del camino éptimo asociado a
cada estado. De ésta forma incrementamos en gran medida el rendimiento del algoritmo,
va que la eleccién de los estados mas promisorios resulta mas precisa. En segundo lugar,
planteamos una técnica alternativa a la reduccién de todas las CFCM previo a la busqueda
del carril maximo (segunda fase del preprocesamiento). Esta técnica alternativa optimiza
en gran medida el costo del preprocesamiento, en virtud de que la reduccién de cada

CFCM implica la resolucion de al menos un sistema de ecuaciones lineales.

4.4.1. La Funcién h

Como ya mencionamos h es una funcién que asocia a cada estado s una sobre estimacién
de la maxima probabilidad entre los caminos desde s a algin estado que satisfaga la

condicién de alcanzabilidad. Formalmente

he(s) > hg(s)=méx{u ((o)) | o € Paths(O) Alast(o) € G} (4.3)

A los caminos 0 € {0’ € Pathy(0) | last(c’) € G} tales que pu({0)) = hg(s) los
denominamos caminos dptimos asociados al estado s. Ademds diremos que h§(s) es el
valor h-asociado a s. Por ultimo, como es usual, cuando la cadena © sea clara en el
contexto podremos omitirla.

En la seccién 4.3.1] se utilizé hg(s) = 1 como parte de la configuraciéon de Z*. Ahora
estudiamos como mejorar esta definicién, es decir, encontrar una sobre estimacién mas
cercana a la probabilidad asociada al camino 6ptimo de cada estado.

Una forma natural de calcular la probabilidad asociada al camino 6ptimo de cada
estado es analizar cada carril r desde atras hacia adelante. Es decir desde last(r) hasta
first(r)) asignando a cada estado intermedio r; el valor p (< (r T1)>), en caso de que, (r14)

sea un camino 6ptimo de s o, en caso contrario, no modificar el valor h-asociado a s.
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Para ejecutar dicho procedimiento necesitamos identificar todos los carriles de la ca-
dena, por lo que, en primer lugar, debemos ejecutar DFS-E sobre la misma. En la figura
4.4] presentamos el algoritmo compute-h* utilizado para computar dichos valores en una

cadena de Markov.

compute-h*(CMTD ©)
DFS-E(O)

for (all s € S){s.h=0}
for (all r € sg.carril)

compute-h*(r)

AR RN

end-for

compute-h*(carril r)
last(r).h=1
s=last(r)
while (s#sg)
u=s.padre
w.h=max (u.h, M(u,s)*s.h)

s=s.padre

NSOt W=

end-while

Figura 4.4: Algoritmo para asociar el valor h-asociado a los estados de una cadena

Noétese que:

hiey(s) = misc{p (<r>) | 7 € RE(©)}

Por lo que, desafortunadamente, si © posee algin ciclo existen estados s € [S] tales que
s.h < hf‘e] (s), consecuentemente, no podemos utilizar esta técnica para definir una funcién
h véalida para el algoritmo Z* utilizado en la seccién 4.3.1 (recordemos que el mismo se
ejecuta sobre [O]).

A continuacién vemos un ejemplo en el que se refleja este problema y brindamos una

solucion.

Ejemplo 4.6. En la figura|4.5 se presenta una cadena de Markov © con ciclos; las lineas
de punto representan un camino. Observamos que, luego de ejecutar compute-h sobre O,
s0-h = 1 ((50515486)) < Pgynssg * 86.h = hig, (so). Esto se debe a que en [O] consideramos

las probabilidades aportadas por la componente fuertemente conera maximal de sg.

A fin de asegurar s.h > h’[*@](s) asumimos que los ciclos asociados a estados en el

carril no pierden masa probabilistica. Por ejemplo, si consideramos s; en la CMTD de la



CAPITULO 4. DERIVACION DE CARRILES 39

. M(s1,52) 1 1 M(s1,53) 1 1
figura 4.5, debemos asumir que s1 = — " S9 — -+ — §1, 8] — 83 — - — S1 ¥

M(s4,55 1 1 L T .
S4 (—> ) s5 — - -+ — 84. Siguiendo estas hipdtesis los valores h-asociados a sg, s1 vy s4 se
obtienen de acuerdo a las ecuaciones presentadas a la izquierda de © en la figura 4.5

Consecuentemente, es posible definir una cota superior de h[*@} de la siguiente manera:

hie)(s) = méx{P*(<r>) | r € R¢(0)}
donde

(riuri-‘rl)
<I’>
H = 2t (()O—{ripap M1 1)

Por consiguiente, hjgj(s) > [@](s) para todo s € [5].

_ M(S4,86)*86.h
se.h = 1—M(s4,55)

_ M((81,84)%54.h
Sl h o 1—(./\/[(31,52)4'./\/1(81,53))

so-h = M(sg, $1) * s1.h

Figura 4.5: CMTD © con ciclos

Finalmente, hemos encontrado una técnica para computar una sobre estimacion de los
valores h-asociados a los estados de una cadena una vez reducida. La misma se presenta
en el algoritmo de la figura 4.6.

Es posible implementar esta técnica sin necesidad de procesar todos los carriles. Para
ello modificamos DFS-E de forma tal que, calcule los valores hjg). En la figura 4.7/ se
ilustran las modificaciones que presentan las distintas rutinas del algoritmo original para

calcular dichos valores.

4.4.2. Reduccién de CFCM'‘s por Demanda

En esta seccién presentamos una nueva técnica de optimizacién. Anteriormente (ver
seccién 4.2.2) reducimos todas las CFCM de la cadena. Dicha reduccién resulta extremada-
mente costosa, puesto que se deben resolver uno o mas sistemas de ecuaciones lineales por
cada CFCM que se reduce de la cadena. No obstante, analizando detenidamente la técnica
usada para la obtencién del carril maximo, concluimos que no es necesario reducir todas

las CFCM de ©. Consecuentemente, nos centramos en identificar al subconjunto de CFCM
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compute-h(CMTD 0)
DFS-E(©)

for (all s € S){s.h=0}
for(all r € sg.carril)

compute-h(r)

BT e

end-for

compute-h(carril r)
last(r).h=1
s=last(r)
while (s#s0)
u=s.padre
if (u es ciclo)

o M(u,c)xs.h
u.himax (Uh’ 1— ZtE(u.cycle,sunf{s}))

else

wh=méx (u.h, M(u, c)*s.h)
s=s.padre
10. end-while

© 0N oW

Figura 4.6: Algoritmo para asociar una sobre estimacién del valor h-asociado a los estados

de una cadena reducida

que es necesario reducir. Luego, presentamos una version modificada de Z* que se ejecuta
sobre cadenas no necesariamente aciclicas y reduce solo las CFCM que sean necesarias
reducir para la obtencién del carril maximo. Dichas reducciones se realizan durante la
ejecucion del algoritmo. Ademas, calcula los puentes cuando ello resulte necesario. De este
modo evitamos la segunda fase del preprocesamiento y asi optimizamos en gran medida
el rendimiento de la técnica de obtencién de carriles maximos.

A continuacion definimos la cadena de Markov sobre la cual se ejecuta la version
modificada de Z*.

Definicién 4.5. Dada una CMTD © = (5, soM), definimos la cadena semi-reducida
de © como [O] = (|S], s, [M]) donde

Scom
- 151 :(States(ngo (©)) U States(CFCM(©))) U{sink}
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DFS-h-E(CMTD (S, s0, M))
1. for (all s € S) {s.estatus=no-alcanzado;s.padre=NULL}
2. push(sg , Stack)
3. while is-notEmpty(Stack)
4. s=pop(Stack)
5. s.estatus=alcanzado
6. for (all t € succ(s))
7. switch (t.estatus)
8. case no-alcanzado
9. t.padre=s
10. if (is-goal(t)) marcar-carril-h(t)
11. else push(t , Stack)
12. case alcanzado
13. marcar-ciclo-h(s,t)
14. case procesado
15. if (es-carril(t)) p-marcar-carril-h(t)
16. if (es-ciclo(t)) p-marcar-ciclo-h(s,t)
17. end-for
18. s.estatus=procesado
19. end-while

marcar-carril-h(state s) p-marcar-carril-h(state t)
1. depth=0 1. for (all r&t.rail)
2.  r=new-rail 2. r'=new-rail
3. srailer 3. assign(r’,lasts; gepen(r) (r))
4. s.pred(r)=s.pred 4. depth=t.depth(r)+1
5.  s.depth(r)=depth 5. s=t
6. mark s as rail 6. while(s# so)
7. depth++ 7. s’ =s.pred
8. s.h=1 8. s’.rail« 1’
9. while(s#so) 9. s’.pred(r’)=s’.pred
10. t=s.pred 10. s’.suc(r’)=s
11. t.rail«— r 11. s’.depth(r’)=depth
12. t.pred(r)=t.pred 12. mark s’ as rail
13. t.suc(r)=s 13. depth++
14. t.depth(r)=depth 14. if (t.h<h(t,s))
15 mark t as rail 15. t.h=h(t,s)
16. depth++ 16. t.next=s
17. if (t.h<h(t,s)) 17. end-if
18. t.h=h(t,s) 18. s=s.pred
19. t.next=s 19. end-while
20. end-if 20. end-for
21. s=s.pred
22. end-while

marcar-ciclo-h-E(state t, state s) p-marcar-ciclo(state t, state s)
1. flag=0 1. T=CompFuertConexa(t)
2. mark s as cycle 2.  flag=0
3. s.cycle-sun« t 3. u=s
4. while (s#t) 4. while (u#soAflag==0)
5. s’=s.pred 5. if (ueT){flag=1}
6. mark s’ as cycle 6. else {u=u.pred}
7. s’.cycle-sun« s 7. end-while
8. if (s’ is rail A flag==0) 8. if(flag==1)
9. e:m 9. mark s as cycle
10. flag=1 10 s.cycle-sun«—t
11. end-if 11. while(s#u)
12. if(lag==1) {s’.h=s".h * e} 12. v=s.pred
13. s=s.pred 13. mark v as cycle
14. end-while 14. v.cycle-sun«—s
15. if(flag=1) 15. if (v==u){e=M(u,s)}
16. while(t#so) 16. s=s.pred
17. t=t.pred 17. end-while
18. t.h=t.h * e 18. if (u is rail)
19. end-while 19. while(u#sg){ u.h=u.h * e}
20. end-if 20. end-if

h(state t, state s)
1. if(t is cycle)
2. h=méx (t.h, M(t, s)*s.h)
3. else

2 M(t,s)xs.h

4. h=max { .h, 1=t e(t.cycle—sun—{s}) M(t»t/)>
5. end-if
6. returnh

Figura 4.7: DFS h Extendido

41
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1 st s =t = sink

0 si s =sink ANt € Seom
- HM”(Sat): .

M(S7 t) St S7t G SCOTTL

Zue(S—ﬂSﬂ) M(s,u) $i S8 E Seom Nt = sink
A la cadena |O] la llamamos cadena semi-reducida de ©.

Puesto que en las cadenas semi reducidas no se eliminan las CFCM, la derivacién de
las mismas a partir de una CMTD resulta mucho mas econémica -en términos de costos
de procesamiento- que la derivacion de las cadenas reducidas.

Ahora vemos cuales son las CFCM de © que precisamos absorber. Para ello, definimos
por cada CMTD O y carril r de la misma, el conjunto de los prefijos de carriles de © tal
que el torrente asociado a dichos prefijos poseen mayor probabilidad que la del torrente

asociado a r. Formalmente:

Definicién 4.6. Dada una CMTD ©, definimos para cada r € R(©) los conjuntos

r={feS* | 3 €R(O).F es prefijo de v’ A p(<i>) > p(<r>)}

Sabs(}/j) = States(T) N Sgps

donde Sy es el conjunto de estados introducidos en la definicion 4.3l

En la figura 4.8 presentamos el algoritmo Z*-E el cual se comporta como Z* si el
estado que se estd procesando no posee CFCM vy, en caso contrario, lo reduce. Se puede
demostrar que si r es el carril maximo, Z*-E lo encuentra reduciendo solo los estados en
Sabs(?). Luego, como Sabs(;?) C Sups, hemos conseguido obtener el carril méaximo de una
CMTD sin necesidad de reducir todas sus CFCM.

El algoritmo Z*-E utiliza la funcién Pathc (s, t) que devuelve un camino o de la cadena
tal que o9 = s, tail(c) = ty, 0 € C para i = 1,2,---,|o| — 2. Ademds la funcién
succ se define como lo hicimos anteriormente (véase definicién 4.3). La funcién f que
utilizamos para configurar Z*-E se define de acuerdo al estado evaluado, si el mismo no
posee CFCM entonces la funcién se comporta como lo hacia anteriormente (ecuacién [4.4).
Por el contrario, si el estado evaluado posee CFCM entonces f se comporta segun la funcién

fr definida en la ecuacién 4.5. En tanto addg(s) agrega s a la cola con probabilidad fg(s).

- L sl s = So
f(s) = { f(s.padre) - [M](s.padre, s) - h(s) cc (4.4)
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1 si s = sg

fe(s) = (4.5)

f(s.padre) - Pg padre~ss - h(s) cc
Noétese que como fg no es una funcién recursiva, no podemos considerar a Z*-E como

miembro de la familia de algoritmos Z*.

Z*-E(CMTD (S,s0,M))

1. PQ+<— empty Priority Queue

2. for (all s € S) {s.f=0 ; s.padre=NULL}

3. add(so,PQ)

4. while is-notEmpty(PQ)

5. s=remove(PQ)

6. if (is-goal(t)) finish-succefully(t)

7. mark(s)

8. if (s¢CFCM(( S,s0,M)))

9. for (all tesucc(s))

10. if (not-marked(t) A tZPQ)

11. t.padre=s

12. add(t,PQ)

13. else

14. if (f(t)>t.f)

15. t.padre=s

16. if (marked(t)) unmark(t)
17. add(t,PQ)

18. end-if

19. end-if

20. end-for

21. else

22. for (all tesuce(CFCM(s)))

23. if (not-marked(t) A tZPQ)

24. s.bridge=tail(Pathc pong(s) (s,t))
25. t.padre=s

2. addp (t,PQ)

27. else

28. if (fp(t)>t.f)

29. s.bridge=tail(Pathc pons(s) (s,t))
30. t.padre=s

31. if (marked(t)) unmark(t)
32. addg (t,PQ)

33. end-if

34. end-if

35. end-for

36. end-if

37. end-while

Figura 4.8: Pseudo cédigo de Z*-Extendido
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4.5. Esquema de uso de la Herramienta

Por 1ltimo presentamos un esquema en el cual resumimos el procedimiento a llevar a

cabo en caso de la no satisfaccién de una propiedad de alcanzabilidad.

1. La técnica resulta necesaria cuando una CMTD © no satisface una formula de al-

canzabilidad cuantitativa acotada superiormente .

2. En dicho caso se ejecuta el algoritmo DFS-h-E (véase figura 4.7) sobre © asumiendo
como estados goal a los elementos de G,,. De este modo obtenemos:
» Una CMTD semi reducida O] (véase seccién 4.4.2).

= Todos los carriles de © que van desde su estado inicial hasta algin estado en

G, (véase seccién 4.2.1)).
» Todas las componenters fuertemente conexas maximales de © (véase seccién

4.2.1).

3. Luego, ejecutamos Z*-E (véase 4.8) sobre la cadena semi reducida previamente
derivada. El algoritmo reporta el carril » con mayor probabilidad de [©], a par-

tir del cual derivamos el carril méximo 7’ de ©

4. Luego, analizamos el sistema original en busca del error guidndonos con la informa-
cién aportada por 7/, en este caso hay dos posibilidades:
= Si encontramos el error entonces el proceso termina.

= De lo contrario, continuamos la ejecuciéon de Z*-E en busca del segundo carril

con mayor probabilidad (ir al paso 3).

Este proceso continta hasta localizar el error en el sistema.

En la figura 4.9 se ilustra el esquema previamente referido.
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INICIO
OF ¢
(o0
DFS-h-E

(Pre-Procesamiento)

li’_l] O.6,)
Z*-E

—— | (Busqueda del Carril
Maximo)

Otro Carril

(¢Error
Encontrado?)

Figura 4.9: Esquema de uso de la Herramienta



Capitulo 5

Procesos de Decision de Markov

En este capitulo presentamos los Procesos de decision de Markov (PDM), estructuras
introducidas por Ronald Howard en 1960 y de gran utilidad para modelar sistemas en los
cuales coexisten comportamientos probabilistas y no deterministas. Al igual que lo hecho
con cadenas de Markov, definimos la g-algebra de ejecuciones para PDM, ademads de la

nocion de schedulers probabilistas y la medida de probabilidad que ésta define.

5.1. Procesos de Decision de Markov

Un PDM funciona como una cadena de Markov con la diferencia que, en lugar de
asociar una distribucién de probabilidades a cada estado, le asocia un conjunto -no vacio-

de distribuciones de probabilidades. Formalmente

Definicién 5.1. Un Proceso de decision de Markov es una terna II = (S, sg, ),
donde:

1. S es el espacio de estados finito del sistema;
2. so€S es el estado inicial;

3. T es una funcion que asocia a cada s€ S un conjunto Dy C P(Distr(S))

Distr(£2) es el conjunto de todas las distribuciones de probabilidad discretas sobre el
espacio 2.

El sucesor de un estado s€ S es elegido de acuerdo a un proceso de dos fases. Primero,
una distribucién de probabilidad asociada a s, d € 7(s), es seleccionada no deterministi-
camente entre los elementos de 7(s); segundo, un estado sucesor t € S es seleccionado de
acuerdo a la distribucién de probabilidades d.

Este modelo, permite una codificacién simple de los sistemas de composicion paralela.

Para ver como modelamos el paralelismo a través de un PDM, consideramos como ejemplo

46
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la composicién paralela de m cadenas de Markov O, ..., 0,,. Es posible construir un PDM
IT representando 01|03 ... ||©,,. Para ello asociamos a cada estado s€ .S el conjunto de
distribuciones de probabilidad 7(s) ={d,...d,,}, donde la distribucién d; corresponde a
un movimiento hecho por la cadena ©;, para 1 < ¢ < m. De esta forma, la informacién
probabilista en el comportamiento de cada cadena es preservada en II y, la eleccion de la

cadena de Markov que realiza la transicién es no determinista.

Definicién 5.2 (Path,(I)). Sea II=(S, so,7) un PDM y sy €S, un so-path o camino de
IT sera una secuencia finita de estados de S, 0 =s5¢$1...5y, donde para cada 0 < i < n
existe d; € 7(s;) tal que di(si+1) > 0. o; denota el estado en la i-esima posicion de o,
(0 114) el prefijo finito de o con longitud n, |o| la longitud de o, last(o) el dltimo estado

de o y, Pathss(IT) el conjunto de s-path’s de I1. Cuando s= sy podremos omitirlo, es decir
Paths, (IT) =Path(I1)

De manera similar definimos las ejecuciones sobre un PDM

Definicién 5.3 (Exec,(I1)). Sea II=(S, so,7) un PDM y so €S, una ejecucion o so-exec
de I1 sera una secuencia infinita de estados de S, w=s0s152 ..., donde para cada i € Ny
existe d; € 7(s;) tal que d;(s;+1) > 0. w; denota el estado en la i-esima posicion de w,
(wTn) el prefijo finito de w con longitud n y, Execss(Il) el conjunto de s-exec’s de II. Al

igual que para el caso de caminos Execs,(11) =Ezec(II).

Ejemplo 5.1. La figural5.1 ilustra un PDMI1=(S, sg, 7) donde S={sq, $1, S2, 3, S4, S5, S6 },
7(s0)={d1,d2,ds} y 7(s;)={di13} parai=1,...,6.
Ademds sgs9S184 Y S0S3S58585 - -+ son ejemplos de un camino y una ejecucion sobre 11,

respectivamente.

5.2. Probabilidades sobre un PDM

A continuacién analizamos -al igual que lo hicimos para el caso de Cadenas de Markov-
como asociar probabilidades a ejecuciones de un PDM. Inicialmente presentamos la o-

algebra para luego definir una medida de probabilidad sobre la misma.

5.2.1. o-Algebra de Ejecuciones sobre PDM

Dado que el conjunto de ejecuciones €2 de un PDM es un conjunto de secuencias de
estados al igual que para el caso de CMTD, la o-dlgebra Fi1 de ejecuciones sobre un

PDM es exactamente la misma definida en el capitulo 2 (véase seccién 2.11). Es decir
f]‘[ =0 (BH)
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Figura 5.1: Proceso de Decisiéon de Markov

5.2.2. Medida de Probabilidad para el caso No Determinista

Dada la presencia de no determinismo en un PDM II no es posible definir una me-
dida de probabilidad en la o-algebra de ejecuciones Fy1. Sin embargo, dado un conjunto
de ejecuciones A € Fy, podemos definir su probabilidad mdzima pu*(A) y su probabilidad
minima = (A). Intuitivamente, put(A)(respectivamente p~(A)) representa la probabili-
dad de que el sistema siga alguna ejecuciéon de A suponiendo elecciones no deterministas
tan favorables (respectivamente desfavorables) como sea posible.

Para formalizar la idea de elecciones favorables y desfavorables introducimos el con-
cepto de Schedulers Probabilistas (similares a los schedulers en [8, [5]). Basicamente, un
scheduler probabilista se encarga de ”romper el no determinismo” asociando a cada camino
o de un PDM una distribucién de probabilidades. De esta manera el PDM queda comple-
tamente determinado y, consecuentemente, se puede definir una medida de probabilidad

en la o-Algebra de ejecuciones.

Schedulers Probabilistas

Seguidamente formalizamos el concepto de Schedulers Probabilistas.

Definicién 5.4. Dado un PDM I1= (S, sg,T), un scheduler probabilista de I es una
funcién n : Path(IT) — Distr(Distr(S)) que satisface
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m(o)=p) = > pld=1

det(last( o))
Con frecuencia escribimos 7, en lugar de n( o) para facilitar la notacién. A lo largo del

presente capitulo usamos el término scheduler para referirnos a un scheduler probabilista.

Ejemplo 5.2. La siguiente funcion es un scheduler del PDM del ejemplo 5.1

n(0) = { (@19, (@, 3). (o, D)} si last(o)=s0
{diy3} si last(o)=s; conie{l,2,...,6}

Cabe destacar que en este ejemplo un scheduler solo debe caracterizar las distribuciones
asociadas a sg, puesto que el resto de los estados no poseen no determinismo, es decir, sélo
tienen una distribucion de probabilidades asociada.

Cuando un sistema se comporta de acuerdo a una scheduler probabilista 7 en la evolu-
cién desde oy, y alcanza last( o) siguiendo el camino o, elegira la distribucién de proba-
bilidades d asociada a last( o) con probabilidad 7,(d). La probabilidad P, (o, t) asociada a
un scheduler probabilista 17 de que una vez que el PDM ha seguido la secuencia de estados
o, ocurra una transicién directa a t es igual a Zdeﬂast( o) Ne(d) - d(t).

Luego podemos asociar a cada cilindro basico de un PDM una medida de probabilidad

de la siguiente forma:

Definicién 5.5 (Probabilidad asociada a Cilindros Basicos de un PDM). Dada un
PDM 11, By y un scheduler n de I1. Definimos la medida de probabilidad p,, : Fi — [0, 1]

como la unica medida de probabilidad (por teorema2.1) tal que

lo]-2

()= 1] Py((c71),0541) (5.1)
=0

para todo (o) € Biy.

Luego, dado un scheduler n de II, (Exec(II), F, 1) es un espacio de probabilidades
sobre Exec(II)

Ejemplo 5.3. Para clarificar la ecuacion (5.1) calculemos ji,(s0s0s154) para el PDM del
ejemplo [5.1 y donde n es el scheduler definido en el ejemplo 5.2

pn(sososisa) = TLoPy((014),0i11)

P, (50, 50) - Py (s0s0, 51) - Py (sososi, s4)
02-4)-(04-2405-3+0-3)-(1-1)
0,05-0,35- 1

= 0,0175
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Finalmente, es posible definir las probabilidades méximas y minimas como sigue.

Probabilidades Maximas y Minimas

Las probabilidades u™(A) y u~ (A) representan la probabilidad con la cual el sistema
sigue una ejecucién ssyss . ..€ A cuando las elecciones no deterministas son tan favorables
o tan desfavorables como sea posible, respectivamente.

Formalmente definimos a p*(A) y p~(A) de la siguiente manera

Definicién 5.6. Dado un PDM II = (S,s0,7), s € S y un conjunto de ejecuciones
A € o(Fn1), la probabilidad mdzima " (A) y la probabilidad minima p=(A) estdn

definidas como:

P (A) =mix oy () p7(A) =min oy (A) (5.2)

Ejemplo 5.4. Ahora calculemos la mdzrima y minima probabilidad de que el PDM del
ejemplo 6.1 siga el camino spsos184. Para ello debemos calcular p*({ s0sos154)) y

1 ({s0808184)). Este ultimo cdlculo es mds sencillo, puesto que seleccionando un scheduler
n tal que ns,(ds) =0 obtenemos pu~ ((spsos154)) =0. En tanto pu*({sosps154)) =0,1 y se
obtiene con algin scheduler n de II que satisfaga ns,(ds) =1 y 1sys,(d2) = 1.

Luca de Alfaro demuestra en [13] que para el cdlculo de alcanzabilidad (es decir cuando
A ={w € Exec(Il) | i > 0.w; € G} en (5.2)) existen n y 7’ deterministas tales que
pn(A) = pt(A) y py (A) = p=(A), donde un scheduler n es determinista si, para todo o
y o' tal que last(o) = last(c’), se tiene n(o) = n(o’), es decir que la eleccién dada por n
solo depende del ultimo estado. En el capitulo siguiente formalizamos adecuadamente los

schedulers deterministas.



Capitulo 6

Extraccion de la Cadena de
Markov

En este capitulo extendemos la técnica utilizada para obtener el carril maximo en
CMTD a Procesos de Decision de Markov. Para ello derivamos a partir de un PDM una
CMTD de forma tal que la probabilidad maxima de alcanzar un estado goal en el PDM
sea igual a la probabilidad de alcanzar un estado goal en la CMTD derivada. De esta
forma, es posible utilizar los resultados obtenidos para identificar el carril maximo (véase
Capitulo 4) sobre la cadena derivada y asi obtener testigos de contraejemplo en el PDM.

Formalmente, debemos derivar -a partir de un PDM II- una CMTD ©7 tal que:

pt({w € Ezec(Il) [ 3i > 0.w; € G}) = p ({w € Exec(®©) [Fi>0.w; €G})  (6.1)

6.1. ;Qué cadena extraer?

En esta seccién definimos la cadena de Markov ©%1 de la ecuacién (6.1). Para ello
comenzamos presentando la nociéon de schedulers deterministas, los cuales seleccionan

siempre la misma distribucién para cada estado. Formalmente:

Definicién 6.1. Dado un PDM 1= (S, sg, ), y un scheduler probabilista n de I1, diremos
que n es un scheduler determinista de 11, si para todo o € Path(Il) y s € S

» n(0) = n(last(o)) {propiedad memoryless}
w existe p € 7(s) tal que ns(p) =1

Para facilitar la notacion escribiremos 1, en lugar de n(o).

ol
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El conjunto de ejecuciones validas dado un scheduler determinista se definen de la

siguiente manera:

Definicién 6.2. Dado un PDM 11 = (S, so,7) y n un scheduler determinista de 11, defin-

1mos las n-ejecuctones de II como

Ezec,(Il) = {w € Exec(Il) | Vi > 0.Py(wT4,wit1) > 0}

A partir de un scheduler determinista es posible definir una Cadena de Markov de la

siguiente manera:

Definicién 6.3. Sea I1=(S, so, 7) un PDM y n un scheduler determinista de I1, definimos
la cadena de Markov I1,,=(S,, so, M) donde

» S, = States(Exec(Il))
» M, (s,t) = ns(t) para todo s,t € Sy.
En este caso decimos que 11, es una cadena de Markov n-asociada a II.

Noétese que, 75 representa la distribucién asociada al camino con un tnico estado s.
Ahora presentamos algunas definiciones que nos serdn de gran utilidad para la ex-
traccién de la cadena de Markov. En primer lugar, definimos el conjunto de estados que

alcanzan algin estado en S’ C S de la siguiente manera:

A(S")y={se S|3w e Exec(ll).w; € S’ para algun i > 0}

y al conjunto de estados que alcanzan algiin estado de S’ respetando un scheduler 7

como

A, (8" ={s€ S| 3w € Execy(Il) .w; € S’ para algun i > 0}

y la restriccién del conjunto S” a i como

S; = 5 N States(Exec,(I1))

!
n
Ademés abreviamos pf (') £ ut({w € Evecs(I1) | 37 > 0.w; € S'})

Lema 6.1. [3] Dado un PDM II = (S, s0,7) y S’ C S

pd(8) = mix | Y p(t)u(S) + Y p(t)

Per(s) | 1 eas) tes’

Finalmente estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema:
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Teorema 6.1 (Schedulers Maximos). Dado un PDM I1=(S,s9,7) y G el conjunto de

estados goal, existe un scheduler determinista n asociado a Il tal que:

i) 1H(G) = e ae) 1O (G) + Xieg s (1)

i) pi(G) = p({w € Execs(Il)) | 3i > 0.w; € G})
para todo s € Ay(G). En tal caso diremos que n es un scheduler mdximo de II.

Demostracion. Sea 1 un scheduler determinista de II tal que para todo s € S

(s =ps) & ({ > ps(t)uf(g)ﬂszs(t)] = méx [ > p(t)uf(g)ﬂsz(t)]) (6.2)

teA(G) teg teA(G) teg

i) Sea s € A,(G), entonces

pHE) = (Por lema 61} misyer o [Sieaoy P O (0) + Lreg /(1)
{Por definicién py es la distribucién méxima}

= ZteA(g) ps(t)u (G) + >teg Ps(t)
{Por definicién de n}

zteA(g) YE (t)/‘;_ (@) + zteg ns(t)

i (G) = {Por )} Tyeag) (D (G) + Tregns(t)
{45(9) € A(G) AVt € (A(G) — An(G)) - 1 (G) = 0;
G CGynVte(G—Gy).nst) =0}
= ZteAn(g) st (G) + Ztegn 1s(t)
{Definicién de M, }
= ZteAn(g) M) (s, t)ﬂj_(g) + Zteg,, My (s,)
[A4(G) C Si AV € (S — Ay(G). i (G) = 0;
donde S; es el conjunto de estados transitorios de II, }
= Yies, M5, )1 (G) + Xieg, Mu(s,t)
= {Los p; (G) son solucién del sistema de ecuaciones lineales
asociado a II, (véase lema 2.1)}
— Pswg
{Definicién 2.12/}
= pu({w € Ezecs(Il,) | 31 > 0.w; € G})
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Luego, dado que sg € A,(G), el teorema 6.1 asegura que si 7 es un scheduler maximo

de II, entonces II,, satisface la ecuacién 6.1

6.2. ;Como extraer la cadena?

Una vez convencidos de que si 7 es un scheduler méximo de 1I entonces II,, satisface

6.1 nos enfocamos en el calculo de 7. Para ello enunciamos el siguiente lema:

Lema 6.2. [13] Para determinar uf (G) para todo s € A(G) es suficiente encontrar el
conjunto de valores {zs : s € A(G)} que minimiza } . sy @s sujeto a las siguientes

restricciones

T2 Y pi(t)ee+ ) pi(t) (6.3)

tEA(G) teG

para todo s € A(G) y p’ € 7(s). Ademds, uf (G) = x5 para todo s € A(G).
Estos valores estan bien definidos, pues el problema admite una tinica solucién.

Teorema 6.2. Dado un PDM 11 y el conjunto de estados G, es posible calcular un scheduler

mdximo de 1I.

Demostracion. A través de un método de resolucién de problemas lineales, tal como Sim-
plex, es posible resolver el problema de minimizacién lineal planteado por la ecuacion 6.3

y, a partir de alli, definir un scheduler 1 que satisface:

n(s) =p € 7(s) tal que x5 = Z p(t)z: + Zp(t)

te A(G) teg

Por lema 6.2/ tenemos que

n(s) =p € 7(s) tal que puf (G) = D p(t) (G) + > p(t)

teA(G) teg

Luego por lema 6.1

n(s)=p € 7(s) tal que i (9)= 3 pu G+ pt)=mix | SO pO)uf (5) + 3 plt)

teAG) teg Per(s) |, Cacsn tes’

Pero entonces 7 satisface la ecuacién 6.2, luego 1 es un scheduler maximo de II. O
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Conclusion y trabajos futuros

7.1.

Lo Aportado

Los principales aportes del presente trabajo son:

7.2.

CARRILES: El aporte mas destacado del presente trabajo es la presentacién del
concepto de carriles. Gracias a ello, estamos en condiciones de proveer informacién
relevante para debuguear sistemas donde las componentes probabilistas y no de-
terministas se combinan. Dicho aporte se complementa con la presentacion de una

técnica para la derivacion de los carriles con mayor probabilidad de un PDM.

CADENAS DE MARKOV A PARTIR DE PDM: Se defini6 una técnica para
derivar a partir de un PDM una cadena de Markov que contiene un contraejemplo

de una propiedad de alcanzabilidad acotada superiormente violada en el PDM.

HERRAMIENTA PROTOTIPICA: Se implement6 una herramienta prototipi-
ca, la cual extrae carriles de una Cadena de Markov de tiempo discreto. La misma
no cuenta con la optimizacién planteada en la seccion 4.4.1. Su principal objeti-
vo ha sido probar los resultados obtenidos. De ninguna manera pretende ser una

herramienta de uso practico y real.

Trabajos Futuros

Es nuestra intencién continuar con el desarrollo del presente trabajo. Los principales

puntos a desarrollar son:

Implementar una herramienta de visualizacion de carriles.

Extender la herramienta prototipica a una de uso real.

95
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= Mejorar las técnicas de uso de memoria, por ejemplo, a través del uso de Binary
Decision Diagrams (BDD's).

= Estudiar el uso de algoritmos alternativos a Z* para la obtencién del carril con mayor
probabilidad.

= Estudiar el aporte de carriles como testigos de contraejemplo en model checkers cuan-
titativos sobre propiedades de alcanzabilidad cuantitativa acotadas inferiormente, es

decir, aquéllas de la forma ¢ = P>q(F 1)
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