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Resumen

Un aspecto fundamental en sistemas computacionales es poder di-
señar mecanismos automáticos de detección de fallas. Debido al in-
cremento en los requerimientos de confiabilidad (particularmente en
sistemas cŕıticos), muchos métodos han sido propuestos para realizar
un análisis exhaustivo de las fallas. Dado un modelo de un sistema con
observabilidad parcial, la propiedad de diagnosticabilidad garantiza
que toda falla pueda ser ineqúıvocamente detectada basado solamente
en una serie de observaciones. Esto se hace a partir de un monitoreo
sistemático del sistema (información de sensores o logs del sistema).
Cabe destacar que nos referimos a fallas inherentes al sistema que no
pueden ser excluidas en la etapa de diseño (ej. un corte de electri-
cidad o un defecto de hardware). Se han realizados muchos intentos
para determinar la verificación formal de diagnosticabilidad, pero la
mayoŕıa de los trabajos asumen sistemas sin probabilidades, lo cual
motiva la presente propuesta. En este trabajo nos focalizamos en el
análisis de diagnosticabilidad en sistemas probabiĺısticos. En primer
lugar presentamos el problema para sistemas discretos, luego introdu-
cimos probabilidades en los sistemas y finalmente analizamos el caso
de sistemas probabilistas no deterministas.
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4.1.1. Representación gráfica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.1.2. Caminos, trazas y lenguajes en MDP . . . . . . . . . . 38
4.1.3. Estrategias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.1.4. pLTS derivado de un MDP con una estrategia sin me-

moria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.1.5. Probabilidad de caminos y trazas en un MDP . . . . . 41

4.2. Diagnosticabilidad sobre MDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2.1. Diagnosticador de decisión . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2.2. Utilidad del Diagnosticador de decisión . . . . . . . . . 44
4.2.3. Diagnosticabilidad usando el Diagnosticador de decisión 45
4.2.4. Extracción de la cadena de Markov . . . . . . . . . . . 46
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A.2. Identificación de vértices, aristas y caras . . . . . . . . . . . . 78
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1. Introducción

Los sistemas complejos a menudo exhiben fallas que son intŕınsecas al
sistema, es decir, fallas que no pueden ser excluidas desde la etapa de diseño.
Existen dos áreas complementarias que nos permiten trabajar sobre este tipo
de fallas. La primera es la diagnosis, la cual intenta bajo observaciones del
sistema saber si una falla ocurrió o va a ocurrir. El proceso de diagnosis se
realiza en forma paralela a la ejecución del sistema, es decir, se aplica en
una etapa post entrega. La segunda es el análisis de la diagnosticabilidad, en
el cual un modelo del sistema se analiza para intentar que toda falla quede
uńıvocamente asociada a una serie de observaciones en particular, de tal
manera de asegurar que el futuro proceso de diagnosis sea consistente.

Un modelo es diagnosticable si cumple con la propiedad de diagnosticabi-
lidad, es decir, si la ocurrencia de cada falla puede ser determinada ineqúıvo-
camente usando sólo información del comportamiento observable del mismo.
Las observaciones del sistema están dadas por información de sensores, los
cuales permiten al observador saber una parte de los eventos que ocurren
en el sistema. En general, la utilización de estos sensores no es suficiente
como para entender todo el comportamiento del sistema, ya sea por la im-
posibilidad de detectar algunos eventos o por el costo que pueda implicar su
instalación. El uso de sensores divide los eventos de los sistemas en observa-
bles e inobservables. Las fallas dentro de los sistemas son eventos especiales,
los cuales son modelados como presuntas transiciones que pueden llegar a
ocurrir dentro del sistema, sin embargo no pueden ser detectadas mediante
el uso de sensores. Ejemplos t́ıpicos incluyen sistemas complejos como plan-
tas de enerǵıa, sistemas de control de aeronaves, equipamientos de desarrollo
industrial, etc.

Claramente, la existencia de métodos automatizables para determinar la
ocurrencia de estas fallas es importante en sistemas complejos. La propiedad
de diagnosticabilidad ha sido estudiada por bastante tiempo y existen va-
rios algoritmos para su verificación en sistemas discretos. El método inicial
para la verificación de diagnosticablidad está dado en [16] y se basa en la
construcción de un Diagnosticador, el cual es una máquina de estados con
transiciones observables que permite estimar el estado actual del sistema y la
posible ocurrencia de fallas, siguiendo sus trazas observables, lo cual permite
realizar diagnosis del sistema aparte de la verificación de diagnosticabilidad.
Más adelante, otros algoritmos fueron desarrollados, siendo el método “Twin-
Plant” [12] uno de los más conocidos debido a su complejidad polinomial en el
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número de estados del sistema. El método “Twin-Plant” consiste en la cons-
trucción de un verificador del sistema, el cual consiste en una composición en
paralelo del sistema consigo mismo sincronizándose en eventos observables.
Este verificador compara cada par de caminos con el mismo comportamiento
observable en el sistema, buscando posibles trazas que evidencien la no diag-
nosticabilidad del sistema, es decir, una serie de observaciones que puedan
ser de una traza fallida como también de otra traza sin fallas. Como con-
trapartida, con este método se pierde la posibilidad de realizar diagnosis del
sistema.

Muchos trabajos se han enfocado en la verificación de diagnosticabili-
dad sobre sistemas discretos, ya sea buscando algoritmos más eficientes [20],
tomando distintos formalismos para el modelado de los sistemas [13, 4], ana-
lizando el problema sobre sistemas distribuidos [17, 7, 4, 14], analizando el
problema mediante model checking [6], etc. Sin embargo, el interés por sis-
temas que presentan información probabilista sobre el comportamiento del
sistema es bastante reciente. La información probabilista resulta muy valio-
sa en términos de la diagnosticabilidad de un sistema, ya que nos permite
distinguir cuáles trazas son más probables de ocurrir, sobre otras trazas cu-
ya probabilidad de ocurrencia es muy baja. Un posible comportamiento del
sistema que viola la propiedad de diagnosticabilidad alcanza para catalogar
a todo un sistema como no diagnosticable, a pesar de que tal comporta-
miento sea quizás muy poco probable. En [19, 11] se definen nuevas nociones
de diagnosticabilidad basadas en la probabilidad de ocurrencia de trazas no
diagnosticables. En [15] se cuantifica el grado de diagnosticabiliad del siste-
ma, basado en la probabilidad de ocurrencia de trazas no diagnosticables. La
importancia práctica de este tipo de respuesta es que si el costo de incremen-
tar la observabilidad [5] es demasiado alto, se posibilita tolerar sistemas con
una baja probabilidad de trazas no diagnosticables.

Otro tipo de sistemas combinan elecciones no deterministas con proba-
bilidades. Este tipo de sistemas también admite un análisis sobre su diag-
nosticabilidad, aunque el no determinismo de las acciones no permite dar el
mismo tipo de respuestas sobre la diagnosticabilidad obtenidas sobre siste-
mas solamente probabilistas. El análisis de diagnosticabilidad sobre sistemas
no deterministas con probabilidades necesita también de una estrategia que
resuelva el no determinismo presente en el modelo. El único trabajo, de nues-
tro conocimiento, que hemos encontrado que trata con probabilidades y no
determinsimo de eventos es [2], en donde se hace un análisis de diagnostica-
bilidad sobre sistemas con acciones controlables y se analiza la existencia de
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al menos una posible estrategia que garantice la diagnosticabilidad del sis-
tema. Por el contrario, el enfoque de diagnosticabilidad que presentamos en
este trabajo consiste en derivar una estrategia que sirva de referencia como
el peor caso que pueda llegar a darse con respecto a la elección de eventos en
términos de diagnosticabilidad. Esta forma de encarar el problema se justifica
al modelar comportamientos de un sistema que no pueden ser controlados,
en los cuales se desea conocer el caso más desfavorable que puede darse para
decidir si el sistema debe o no replantearse para obtener mejores resultados.

En este trabajo hacemos un resumen sobre los métodos utilizados para
determinar si un sistema es o no diagnosticable y para cuantificar el nivel
de diagnosticabilidad de sistemas completamente probabilistas. Luego, inten-
tamos trasladar ese mismo análisis a sistemas probabilistas que añaden no
determinismo.

La organización de este trabajo es la siguiente: en la Sección 2 analiza-
mos diagnosticabilidad de sistemas representados como sistemas de transi-
ciones etiquetados (LTS) para introducir los aspectos claves sobre diagnosti-
cabilidad. Presentamos el método ‘Twin-Plant” introducido en [12] para la
verificación de diagnosticabilidad sobre LTS. En la Sección 3 comenzamos
introduciendo probabilidades en los sistemas, modelándolos como sistemas
de transiciones etiquetadas probabiĺısticos (pLTS). Sobre estos sistemas ha-
cemos un análisis de diagnosticabilidad construyendo un Diagnosticador es-
tocástico, y a partir de él extraemos una cadena de Markov para analizar
su comportamiento asintótico, es decir cuando es sistema se estabiliza. El
contenido de esta sección está basado en los trabajos [19, 11] y [15]. En la
Sección 4 introducimos el aporte original de este trabajo, combinando pro-
babilidades con no determinismo en las transiciones para analizar sistemas
modelados como procesos de decisión de Markov (MDP). A partir del análi-
sis de diagnosticabilidad presentado obtenemos una estrategia que resuelve
el no determinismo del sistema de manera tal que el sistema probabilista
resultante toma el comportamiento más desfavorable posible en términos de
diagnosticabildad, lo cual permite decidir si es necesaria o no la reformu-
lación del sistema. Conluyendo, en la Sección 5 hacemos un análisis sobre
la complejidad de los algoritmos empleados y finalizamos con un ejemplo
ilustrativo.
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2. LTS

2.1. Introducción a LTS

Usamos para el modelado de sistemas los Sistemas de Transiciones
Etiquetadas (o LTS por sus iniciales en inglés). Partiendo desde un estado
inicial, una secuencia de eventos permite evolucionar al LTS, y el conjunto de
todas las secuencias de eventos permitidas por el sistema (llamado el lenguaje
del sistema) capturan por completo su comportamiento. Formalmente, un
LTS se define de la siguiente manera.

Definición (LTS). Definimos un Sistema de Transiciones Etiquetado o LTS
como la 4-upla N = 〈S,Σ, δ, s0〉 donde:

• S es un conjunto finito de estados,

• Σ es un conjunto finito de eventos,

• δ ⊆ S × Σ× S es la relación de transición,

• s0∈S es el estado inicial.

Debido a la naturaleza de los problemas con los que tratamos, nos en-
focamos en sistemas con observabilidad parcial, en los cuales el conjunto
de eventos se encuentra particionado en dos partes: la primera compuesta
por eventos observables y la segunda por eventos inobservables, denotadas
con Σo y Σu respectivamente. También hay un grupo de eventos particulares
que representan las fallas que puede tener un sistema, denotado con Σf , y
asumimos que están incluidas dentro del conjunto de eventos inobservables
(Σf ⊆ Σu), ya que en caso contrario su detección seŕıa trivial (la falla es
detectada en el momento en el que es observada). La Figura 1 muestra un
esquema ilustrativo sobre la división del conjunto de eventos.

Una de las ventajas de utilizar LTS para modelar sistemas es su simple
representación gráfica. Sea N = 〈S,Σ, δ, s0〉 un LTS, representamos gráfica-
mente cada estado con un ćırculo, y cada transición con una flecha que une a
dos ćırculos etiquetada con una acción. El estado inicial estará apuntado por
una flecha sin origen. Para mayor comodidad, las flechas punteadas indicarán
transiciones dadas por eventos inobservables, y las flechas zigzagueantes por
fallas.
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Σf

Σo Σu

Σ

Figura 1: Conjunto de eventos

Ejemplo: La Figura 2 contiene la representación gráfica del LTS N da-
do por N = 〈{0, 1, 2}, {a, f, u}, {(0, u, 1), (0, f, 2), (1, a, 1), (2, a, 2)}, 0〉, con
Σo = {a}, Σu = {u, f} y Σf = {f}.

0

1

2

u

f

a

a

Figura 2

2.1.1. Trazas, caminos y lenguajes

Sea N = 〈S,Σ, δ, s0〉 un LTS, entonces:

• con Σ∗ y con Σω denotamos al conjunto de todas las secuencias finitas
e infinitas de elementos de Σ respectivamente, donde cada elemento de
Σ∗∪Σω es llamado una traza, y la traza vaćıa se representa con la letra
griega ε (epsilon)

• un camino finito sobre el LTS N es una secuencia ρ = s0·a1·s1· · ·an·sn
finalizada siempre en algún estado, donde si∈S, ai∈Σ y ∀i∈{0, . . . , n−
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1}, (si, ai+1, si+1)∈δ, y con Path∗N denotamos todos los caminos finitos
sobre N

• un camino infinito sobre el LTS N es una secuencia % = s0 ·a1 ·s1· · ·
donde si∈S, ai∈Σ y ∀i∈N, (si, ai+1, si+1)∈δ, y con PathωN denotamos
todos los caminos infinitos sobre N

• la función de extracción de traza tr : Path∗N ∪PathωN → Σ∗∪Σω extrae
los eventos de un camino dado y está dada por tr(s) = ε, tr(s·a·ρ) =
a·tr(ρ)

• un estado s ∈ S es alcanzable a partir del estado inicial si existe ρ ∈
Path∗N que finalice en el estado s y denotamos s0

w⇒ s cuando s sea
alcanzable mediante algún camino ρ tal que tr(ρ) = w

• el lenguaje finito L∗(N ) y el lenguaje infinito Lω(N ) asociados a N se
definen como

L∗(N ) = {w∈Σ∗ | ∃ρ∈Path∗N : tr(ρ) = w}
Lω(N ) = {σ∈Σω | ∃%∈PathωN : tr(%) = σ}

• el lenguaje asociado al LTS N se define como

L(N ) = L∗(N ) ∪ Lω(N )

Sea w∈Σ∗, σ∈Σω, entonces:

• |w| es la longitud de la traza

• sea a ∈ Σ entonces a ∈ w śı y sólo si w ∈ Σ∗aΣ∗ y a ∈ σ śı y sólo si
σ∈Σ∗aΣω

• sea i∈{1, . . . , |w|}, wi es el i-ésimo evento de la cadena w

• la proyección observable de w está dada por la función obs : Σ∗ → Σ∗o
definida como

obs(w) =


ε si w = ε
a·obs(w′) si w = a·w′ ∧ a∈Σo

obs(w′) si w = a·w′ ∧ a /∈Σo
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2.1.2. Restricciones sobre los modelos

Los LTS con los que trabajamos deben cumplir con algunas restricciones.
Sea N = 〈S,Σ, δ, s0〉 un LTS, entonces N debe cumplir:

1. ∀s∈S, (s, a, s′)∈δ, para algunos s′∈S, a∈Σ

2. Lω(N ) ∩ Σ∗Σω
u = ∅

La primera condición indica que el sistema no puede llegar a un punto
donde le sea imposible evolucionar, es decir, asumimos un sistema sin dead-
locks. La segunda condición indica que el sistema no puede aceptar trazas
que contengan ciclos compuestos únicamente por eventos inobservables.

Observación: La proyección observable definida en Sección 2.1.1 también
se extiende a trazas infinitas, tomando el ĺımite de sus prefijos finitos. Notar
que el resultado de esta operación sobre trazas infinitas siempre resulta en
una traza observable infinita, ya que exigimos que no haya ciclos de eventos
inobservables en los modelos.

2.2. Diagnosticabilidad sobre LTS

La propiedad de diagnosticabilidad garantiza que toda ocurrencia de
una falla en un sistema pueda ser detectada, ya que la continuación de cada
traza que contenga una falla será en algún momento distinguible de otra
traza que no tenga un evento de falla. Tanto las secuencias de estados como
los eventos inobservables no están disponibles a la hora de decidir sobre la
ocurrencia de una falla, lo cual debe inferirse únicamente mediante el análisis
de las proyecciones observables de los eventos que ocurren en el sistema. La
propiedad de diagnosticabilidad es una propiedad deseable para un sistema,
ya que un sistema diagnosticable puede anticiparse o actuar en consecuencia
a la ocurrencia de una falla, corrigiéndose o tomar medidas necesarias para
mitigar los daños que la falla pueda llegar a ocasionar.

Un sistema se dice no diagnosticable si la ocurrencia de algún evento de
falla no puede garantizarse a partir de ninguna serie de observaciones sobre el
sistema, es decir, si existen dos trazas infinitas en el sistema cuya proyección
observable es la misma, pero una de las trazas presenta una falla mientras
que la otra no presenta eventos de falla.
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Definición (Diagnosticabilidad). Sea N un LTS, decimos que N es diag-
nosticable śı y sólo si ∀f ∈Σf se cumple

∀σ1, σ2∈Lω(N ) : obs(σ1) = obs(σ2), si f ∈σ1 entonces f ∈σ2

Ejemplo: Volviendo a la Figura 2, el lenguaje infinito asociado al LTS es
Lω(M) = (u + f)aω. Si tomamos las trazas σ1 = uaω y σ2 = faω, tenemos
que obs(σ1) = obs(σ2) = aω, f ∈ σ2 pero f /∈ σ1, por lo tanto N no es
diagnosticable.

2.2.1. Método “Twin-Plant”

Se han desarrollado distintos algoritmos para el chequeo de diagnosticabi-
lidad de un sistema. A continuación detallamos el método “Twin-Plant” [12],
el cual tiene la ventaja de tener una complejidad polinomial, en comparación
a métodos previos con complejidad exponencial. Consiste en correr en parale-
lo dos LTS derivados a partir del LTS original, y verificar si existe un camino
finalizado en algún ciclo que haga que uno de los LTS presente una falla que
no se da en el otro LTS siguiendo un camino con las mismas observaciones.

El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 1: Sea N = 〈S,Σ, δ, s0〉 un LTS:

1. Construir el LTS No = 〈So,Σo, δo, s
o
0〉 de la siguiente manera:

• So = {(s, l) | s ∈ S1 ∪ {s0}, l ∈ {N,F}} es el conjunto finito de
estados, donde S1 = {s∈S | ∃(s′, a, s)∈ δ : a∈Σo} es el conjunto
de estados de N alcanzables por transiciones observables, y l es
una etiqueta que indica si ha ocurrido un evento de falla entre s0

y s,

• Σo es el conjunto de eventos observables,

• δo ⊆ So×Σo×So es el conjunto de transiciones. ((s, l), a, (s′, l′))∈δo
śı y sólo si s

w⇒ s′ para algún w∈Σ∗ua y

l′ =

{
F si f ∈w para algún f ∈Σf

l c.c.
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• so0 = (s0, N)∈So es el estado inicial.

2. Computar Nd = No ‖ No, es decir, la composición de No consigo
mismo. Nd es un LTS dado por la 4-úpla 〈Sd,Σo, δd, s

d
0〉, donde:

• Sd = {(so1, so2) | so1, so2∈So} es el conjunto de estados.

• Σo es el conjunto de eventos.

• δd ⊆ Sd × Σo × Sd es el conjunto de transiciones. En donde se
cumple que ((so1, s

o
2), a, (to1, t

o
2))∈δd śı y sólo si (so1, a, t

o
1) y (so2, a, t

o
2)

están en δo.

• sd0 = (so0, s
o
0)∈Sd es el estado inicial.

3. Verificar si en Nd se da que s
w⇒ s, para w 6= ε y para algún estado

s = ((s1, l1), (s2, l2)) tal que l1 6= l2. Si esto ocurre, el sistema es no
diagnosticable. En caso contrario el sistema es diagnosticable.

Notar que la presencia de dicho ciclo implica que existen dos trazas infini-
tas con la misma proyección observable en N tales que una de ellas presenta
una falla que no ha ocurrido en la otra traza.

Ejemplo: Tomando nuevamente el LTS de la Figura 2, podemos aplicar el
algoritmo presentado para ver por qué el sistema no es diagnosticable.

Siguiendo el primer paso del algoritmo, obtenemos No, el cual se muestra
en la Figura 3 y acepta solamente la traza a∗.

0,N1,N 2,F
a a

a a

Figura 3: No

18



La composición de No consigo mismo, Nd = No ‖ No es derivada en el
segundo paso del algoritmo, y se muestra en la Figura 4.

0,N

0,N

1,N

1,N

1,N

2,F

2,F

1,N

2,F

2,F

a

a

a

a

a

a

a

a

Figura 4: Nd

Puede verse que existe un ciclo ((1, N), (2, F ))
a⇒ ((1, N), (2, F )) y otro

ciclo ((2, F ), (1, N))
a⇒ ((2, F ), (1, N)), por lo tanto el sistema N no es diag-

nosticable.

Observación: El último paso del algoritmo puede optimizarse eliminando
los estados que contienen etiquetas idénticas, y verificar si en el sistema re-
sultante hay ciclos. En la Figura 5 se observa la optimización del sistema de
la Figura 4, con los estados y transiciones desvanecidas.

0,N

0,N

1,N

1,N

1,N

2,F

2,F

1,N

2,F

2,F

a

a

a

a

a

a

a

a

Figura 5: Nd optimizado
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3. pLTS

3.1. Introducción a pLTS

El formalismo de sistemas de transiciones etiquetados ha sido aceptado
como base para la especificación formal y verificación de sistemas. Depen-
diendo del tipo de información que se tenga sobre el sistema, el modelado
del mismo se puede hacer más detallado para permitir un mejor análisis.
La introducción de probabilidades es una de las posibles adiciones que se
pueden incorporar a un modelo. En esta sección trabajamos sobre sistemas
de transiciones etiquetados probabilistas, los cuales añaden a los sistemas de
transiciones etiquetados la probabilidad de ocurrencia de las transiciones.

Definición (pLTS). Un Sistema de Transiciones Etiquetado Probabiĺıstico
(o pLTS por sus siglas en inglés) es una 4-úpla Q = 〈S,Σ, δ, s0〉 donde:

• S es un conjunto finito de estados,

• Σ es un conjunto finito de eventos,

• δ : S × Σ× S → [0, 1] es la función de transición probabĺıstica,

• s0 es el estado inicial.

La función de transición debe cumplir que ∀s ∈ S,
∑

s′∈S,a∈Σ

δ(s, a, s′) = 1, es

decir, que las transiciones originadas en cada estado definan una distribución
de probabilidad sobre el conjunto de estados.

Puede verse que un pLTS es un LTS cuyas transiciones están acom-
pañadas por la probabilidad de ser ejecutadas en el siguiente paso.

Ejemplo: En la Figura 6 podemos observar un pLTS, el cual se representa
de la misma manera que un LTS, con el agregado de la probabilidad de
ocurrencia de cada transición, graficándose únicamente las transiciones con
probabilidades mayores a 0.

3.1.1. Probabilidades de trazas y caminos en un pLTS

Dado un pLTS, podemos obtener un LTS redefiniendo δ como todas las
triplas (s, a, s′) tales que δ(s, a, s′) > 0. De esta manera, podemos redefinir
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Figura 6: pLTS

todos los operadores vistos en la Sección 2.1.1 sobre pLTS utilizando su LTS
asociado. Por lo tanto una traza será aceptada por un pLTS si es aceptada
por su LTS asociado.

Al igual que para LTS, también requerimos que los pLTS cumplan con
las restricciones de ausencia de ciclos inobservables y deadlocks definidas en
la Sección 2.1.2.

La información sobre las probabilidades de las transiciones en un pLTS
nos permite calcular qué tan probable es la ocurrencia de alguna traza o
camino en particular. Sea Q = 〈S,Σ, δ, s0〉 un pLTS, entonces

• la probabilidad de ocurrencia del camino ρ = s0·a1·s1 · · · an·sn ∈ Path∗Q
está dada por

Pr(ρ) =
n−1∏
i=0

δ(si, ai+1, si+1)

• la probabilidad de ocurrencia de la traza w ∈ L∗(Q) está dada por

Pr(w) =
∑

{ρ∈Path∗Q|tr(ρ)=w}

Pr(ρ)

3.2. Diagnosticabilidad y Diagnosis en pLTS

Aprovechando el hecho de que en un pLTS las transiciones vienen acom-
pañadas de su probabilidad de ocurrencia, el chequeo de diagnosticabilidad
puede refinarse para dar más información: ahora podemos saber “qué tan no
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diagnosticable” es un modelo dado. En particular, para una traza observable
infinita, podemos obtener la probabilidad de que la misma sea una traza no
diagnosticable (una traza en la cual no podemos decir si una falla ocurrió o
no); o podemos calcular la probabilidad de que en una traza no diagnosticable
ocurra una falla; entre otras cosas.

El análisis que hacemos en esta sección se basa en la construcción de un
Diagnosticador, el cual es una máquina que captura el comportamiento obser-
vable del sistema y lleva información en sus estados sobre posibles ocurrencias
de fallas, permitiendo también hacer un diagnóstico sobre la ocurrencia de
dichas fallas. Aqúı usamos la máquina con información sobre probabilida-
des en las transiciones presentada en [19], la cual se basa en el concepto del
Diagnosticador introducido en [16].

3.2.1. Diagnosticador estocástico

El Diagnosticador estocástico es una máquina construida a partir de
un pLTS que puede ser usada dinámica o estáticamente para describir el
comportamiento de un sistema.

• Estáticamente usamos el Diagnosticador estocástico para analizar el
grado de diagnosticabilidad del sistema, calculando algunos valores im-
portantes como la probabilidad de ocurrencia de trazas no diagnosti-
cables, la probabilidad de ocurrencia de fallas, la probabilidad de fallas
dentro de trazas no diagnosticables, etc.

• Dinámicamente usamos el Diagnosticador estocástico para realizar diag-
nosis sobre el sistema, es decir, para conocer las siguientes informacio-
nes:

1. estimar el estado actual del sistema luego de observar cada evento,

2. estimar la ocurrencia de fallas en el camino,

3. calcular la probabilidad de cada una de las estimaciones anteriores.

3.2.2. Construcción del Diagnosticador estocástico

El Diagnosticador estocástico se construye en base a un pLTS, donde cada
estado del Diagnosticador está compuesto por uno o más pares de elementos
llamados componentes, formados cada uno por un estado del pLTS y una
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etiqueta F o N para representar si ha ocurrido o no una falla en el sistema
respectivamente.

Las transiciones entre dos estados se originan a través de un evento obser-
vable del sistema, y cada transición lleva información sobre las probabilidades
de evolucionar entre cada componente de los estados de origen y destino.

Definición (Diagnosticador estocástico). Un Diagnosticador estocástico aso-
ciado a un pLTS Q = 〈S,Σ, δ, s0〉 es una 5-úpla D = 〈Qd,Σd, δd, q0,Φ〉, donde

• Qd ⊆ P(S × {N,F}) es el conjunto de estados, donde N y F son
etiquetas que representan la ausencia u ocurrencia de fallas a lo largo
del camino.

• Σd = Σo es el conjunto de eventos, formado por los eventos observables
de Q.

• δd : Qd × Σd → Qd es la función de transición entre estados, definida
luego.

• q0 = {(s0, N)} es el estado inicial.

• Φ : Qd × Σd → [0, 1]n×m es la función de probabilidad de transiciones
para los componentes de cada estado, definida luego.

Aqúı [0, 1]n×m representa al conjunto de matrices finitas cuyos elementos
están en el intervalo [0, 1].

2N
3N
8F

6F
8F

estado

componentes

Figura 7: Diferencia entre estados y componentes

Llamamos estados ambiguos a aquellos estados que contienen al menos
una componente etiquetada con N y otra etiquetada con F . En la Figura 7,
el estado de la izquierda es ambiguo mientras que el de la derecha no lo es.
También diremos que una componente es ambigua si está dentro de un estado
ambiguo. La cantidad de componentes de un estado q se denota con |q|.
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Para poder definir δd, definimos primero la función de propagación de
etiquetas LP : Σ∗ × {N,F} → {N,F}, la cual está dada por

LP (w, l) =

{
N si l = N ∧ ∀f ∈ Σf , f 6∈ w
F c.c.

Esta función etiqueta con F cuando se ejecuta una traza que contiene
una falla o propaga una F ya existente. Notar que una vez que la función LP
añade la etiqueta F , la misma no puede ser removida por futuras aplicaciones
de la misma función.

Usando esta función, definimos la función de transición del Diagnosticador
estocástico de la siguiente manera:

δd(q, a) =
⋃

(s,l)∈q

{(s′, l′) | ∃w ∈ Σ∗ua : s
w⇒ s′ ∧ l′ = LP (w, l)}

Para construir el conjunto de matrices asociadas a Φ es necesario imponer
un orden a las componentes de cada estado. Este orden puede ser elegido
arbitrariamente, pero por convención denotamos con compq,i a la i-ésima
componente de un estado q.

Sean (si, li) = compq,i y (sj, lj) = compδd(q,a),j para algún q ∈ Qd y a ∈ Σd

entonces definimos al elemento i, j de la matriz asociada a Φ(q, a) como

Φi,j(q, a) =
∑

{w∈Σ∗ua | si
w⇒sj ∧ lj=LP (w,li)}

Pr(w)

El tamaño de la matriz asociada a Φ(q, a) es |q|×|δd(q, a)|. El elemento i, j
de la matriz asociada a Φ(q, a) representa la probabilidad de que al observarse
un evento a el sistema evolucione desde la componente i-ésima del estado q
hacia la componente j-ésima del estado dado por δd(q, a).

Gráficamente representamos al Diagnosticador como un LTS cuyos esta-
dos son rectangulares para diferenciarlos de los del modelo. Por cada transi-
ción, hay un evento observable y una matriz de probabilidades asociadas a
ella.

Ejemplo: En la Figura 8 vemos el Diagnosticador estocástico asociado al
pLTS de la Figura 6. El mismo se compone de los estados q0 = {(0, N)},
q1 = {(1, N), (2, F )} y q2 = {(3, F )}. Si el Diagnosticador se encuentra en
su estado inicial y se observa un evento a, entonces el estado actual del
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Diagnosticador pasa a ser q1. Esta transición se traduce en el sistema original
de la Figura 6 como que a partir del estado inicial han ocurrido una serie de
eventos no observables seguidos de un evento a, y a partir de ello el sistema
puede evolucionar tanto al estado 1 sin que ocurra ninguna falla en el camino,
como aśı también al estado 2 con la ocurrencia de alguna falla en el camino.
En ese momento no puede saberse exactamente si una falla ha ocurrido o no
en el sistema, por eso decimos que el estado q1 es ambiguo.

0N
1N
2F

3Fa

[
0,5 0,45

]
b[

0,05
]

a

[
1 0
0 0,9

]

b

[
0

0,1

] c

[
1
]

Figura 8: Diagnosticador estocástico asociado al pLTS de la Figura 6

Como dijimos previamente, el ejercicio de determinar si una falla ha ocu-
rrido en el sistema a partir de observaciones sobre el mismo se conoce como
diagnosis del sistema, y lo detallamos en la Sección 3.2.5.

3.2.3. Diagnosticabilidad usando el Diagnosticador estocástico

Al igual que en un LTS, un pLTS es diagnosticable cuando no existen dos
trazas infinitas con la misma proyección observable tal que sólo una de ellas
presenta una falla, es decir, cuando cumple que

∀σ1, σ2 ∈ Lω(Q) : obs(σ1) = obs(σ2), si f ∈ σ1 entonces f ∈ σ2

Para chequear si se cumple esta propiedad basta con considerar al LTS
asociado al pLTS en cuestión y aplicar el método “Twin-Plant”. Sin em-
bargo, de esta manera obtenemos una respuesta afirmativa o negativa con
respecto a la diagnosticabilidad del sistema, desaprovechando por completo
la información que nos brindan las probabilidades introducidas al modelo.
Si el sistema es diagnosticable, el método “Twin-Plant” asegura que toda
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falla será diagnosticada correctamente en algún momento. Sin embargo si el
sistema resulta no diagnosticable, una única traza alcanza como contraejem-
plo para catalogar a todo el sistema como no diagnosticable, por más que la
probabilidad de ocurrencia de dicha traza sea casi nula. Intentando no dar
una respuesta tan taxativa, en esta sección presentamos un análisis sobre
sistemas no diagnosticables que aprovecha la información de las probabilida-
des en las transiciones del modelo para analizar “que tan no diagnosticable”
es el sistema. Para ello nos enfocamos en algunas probabilidades referidas a
observaciones infinitas sobre el sistema.

Sea Q = 〈S,Σ, δ, s0〉 un pLTS, sea f ∈ Σf y sea β = obs(α0) para algún
α0 ∈ Lω(Q), queremos analizar el resultado de los siguientes valores:

p¬d la probabilidad de que exista una traza infinita no diagnosticable
cuya proyección observable sea β, es decir

p¬d = Pr(∃α1, α2∈L(Q) : obs(α1)=obs(α2)=β ∧ (f ∈α1 Y f ∈α2))1

pF la probabilidad de que exista una traza cuya proyección observable
sea β y presente una falla, es decir

pF = Pr(∃α1∈L(Q) : obs(α1)=β ∧ f ∈α1)

pF |Nd la probabilidad de que ocurra una falla en una traza cuya proyección
observable es β, dado que es una traza no diagnosticable, es decir

pF |Nd=Pr(∃α1∈L(Q) :f ∈α1∧obs(α1)=β | ∃α2∈L(Q) :obs(α2)=β∧f /∈α2)

El Diagnosticador estocástico puede utilizarse para calcular estos valores:
en el trabajo de [15] se parte de un Diagnosticador parecido al desarrollado
aqúı (difiriendo en la representación de sus estados), y a partir de él se extrae
una cadena de Markov para realizar un análisis asintótico sobre las trazas
infinitas que recorren la cadena. A continuación desarrollamos un método
similar aplicado al Diagnosticador estocástico.

Una cadena de Markov [10] es un tipo especial de proceso estocástico dis-
creto en el que la probabilidad de que ocurra un evento depende únicamente
del evento inmediatamente anterior. Esta caracteŕıstica de falta de memoria
recibe el nombre de propiedad de Markov.

1El śımbolo Y hace referencia al operador lógico de disyunción exclusiva.
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Definición (DTMC). Una Cadena de Markov de Tiempo Discreto
(DTMC por sus iniciales en inglés) es una 3-úpla C = 〈S, δ, s0〉, donde:

• S es un conjunto numerable de estados,

• s0 ∈ S es el estado inicial,

• δ : S × S → [0, 1] es una función de transición probabilista.

Estas cadenas pueden pensarse como procesos que se mueven a través
de un conjunto de estados s1, s2, . . . en el cual, si el proceso se encuentra
en el estado si, puede moverse al estado sj con probabilidad pij. Cuando el
número de estados es finito, la función de transición probabilista suele ser
expresada como una matriz de transiciones, donde cada fila es la distribución
de probabilidad de cada estado. Una cadena de Markov finita puede verse
también como un pLTS sin etiquetas en sus transiciones.

A pesar de que el Diagnosticador estocástico tiene matrices de proba-
bilidades asociadas a cada transición, su estructura esconde una cadena de
Markov cuyos estados son cada una de las componentes de cada estado del
Diagnosticador. La existencia de esta cadena de Markov nos permite hacer
uso de las técnicas existentes para hacer un análisis sobre la diagnosticabili-
dad del sistema.

Para describir esta cadena, hacemos uso de la función Ω : Qd × Qd →
[0, 1]n×m que se aplica a dos estados de un Diagnosticador y está dada por

Ω(qi, qj) =
∑

{a∈Σd | δd(qi,a)=qj}

Φ(qi, a)

La matriz que resulta de la operación Ω(qi, qj) es la matriz dada por la
suma de todas las matrices asociadas a las transiciones entre los estados qi
y qj del Diagnosticador. En caso de que no exista ninguna transición entre
dichos estados, el resultado de Ω(qi, qj) será la matriz compuesta de ceros de
tamaño |qi| × |qj|.

Definición (DTMC asociada a un Diagnosticador estocástico). Sea Q =
〈S,Σ, δ, s0〉 un pLTS y D = 〈Qd,Σd, δd, q0,Φ〉 el Diagnosticador estocásti-
co asociado a Q, entonces la cadena de Markov asociada a D es Π(D) =
〈SΠ, δΠ, sΠ

0 〉, donde:

• SΠ ⊆ Qd × S × {N,F} es el conjunto de todas las componentes de D,
donde si (q, s, l) ∈ SΠ entonces (s, l) ∈ q
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• δΠ está dada por la siguiente matriz de transiciones:

tr =

Ω(q0, q0) · · · Ω(q0, qn)
...

. . .
...

Ω(qn, q0) · · · Ω(qn, qn)


• sΠ

0 = (q0, s0, N) es el estado inicial.

Inferimos un órden sobre el conjunto de estados de la cadena, y usamos
estados como ı́ndices de la matriz de transiciones.

Ejemplo: En nuestro Diagnosticador de ejemplo de la Figura 8, la cadena
de Markov asociada Π(D) tiene un conjunto de estados {(q0, 0, N), (q1, 1, N),
(q1, 2, F ), (q2, 3, F )}, su estado inicial es (q0, 0, N) y cuyas transiciones entre
estados están dadas por la siguiente matriz:

tr =

(q0, 0, N)
(q1, 1, N)
(q1, 2, F )
(q2, 3, F )


0 0,5 0,45 0,05
0 1 0 0
0 0 0,9 0,1
0 0 0 1


3.2.4. Comportamiento asintótico de la cadena de Markov

El hecho de utilizar cadenas de Markov para nuestro análisis de diag-
nosticabilidad nos permite aprovechar algunas de sus propiedades [10]. Sea
C = 〈S, δ, s0〉 un DTMC, y sean x, y ∈ S, entonces:

• denotamos con ρxy a la probabilidad de que a partir del estado x, en
algún momento en el futuro se alcance el estado y,

• un estado x ∈ S es llamado recurrente si ρxx = 1, y en caso contrario
es llamado transitorio,

• todo estado transitorio deja de ser visitado en algún momento en el
futuro,

• si un estado recurrente es visitado una vez, entonces será visitado infi-
nitas veces en el futuro,
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• si el DTMC es finito, entonces debe haber al menos un estado recu-
rrente,

• si ρxy > 0, entonces y es alcanzable a partir de x, y lo denotamos con
x→ y,

• si x es un estado recurrente y x→ y, entonces y también es recurrente
y y → x,

• un conjunto de estados recurrentes {x1, x2, . . . , xn} tal que xi → xj y
xj → xi ∀i, j ∈ {1, . . . , n} es llamado una clase de recurrencia,

• C es llamado irreducible si contiene solo una clase de recurrencia.

Notar que si el sistema tiene al menos una transición etiquetada con un
elemento de Σf , entonces Π(D) no puede ser irreducible, ya que desde el
estado inicial se puede alcanzar algún estado que tenga alguna componente
etiquetada con F , pero a partir de ese estado nunca se puede volver al estado
inicial, ya que el mismo no posee ninguna componente etiquetada con F .

Estudiando el comportamiento asintótico de la cadena (i.e., cuando el
sistema se estabiliza) podemos calcular probabilidades relevantes a las trazas
observables infinitas del sistema. El hecho de considerar trazas infinitas no es
un problema en la práctica, puesto que también calculamos el valor avgsteps,
el cual representa el número promedio de observaciones necesarias para que
el sistema converja a una etapa donde la diagnosticabilidad de la traza ya
está definida.

Para calcular los valores para p¬d, pF , pF |Nd, p¬F |Nd y avgsteps procedemos
de la siguiente manera:

1. Clasificar los estados de Π(D), extrayendo el conjunto de estados recu-
rrentes {λ1, . . . , λk} agrupados en las clases de recurrencia {ζ1, . . . , ζh},
y el conjunto de estados transitorios {ν1, . . . , νr}.

2. Reorganizar las filas y columnas de la matriz de transiciones de Π(D)
en su forma canónica, es decir, reorganizar la matriz de tal forma que
los estados transitorios están en las primeras posiciones y los estados
de cada clase de recurrencia están juntos. Obtenemos aśı una matriz
de transiciones de la forma:
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tr =

[
Q R
0 C

]
, C =

trζ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · trζh


donde cada trζi es una matriz de transiciones de la clase de recurrencia
ζi. La matriz C ∈ [0, 1]k×k contiene probabilidades de transiciones entre
estados recurrentes, la matriz R ∈ [0, 1]r×k contiene probabilidades
de transiciones desde estados transitorios hacia estados recurrentes, y
la matriz Q ∈ [0, 1]r×r contiene probabilidades de transiciones entre
estados transitorios.

3. Computamos la matriz fundamental de la cadena de Markov, dada por
N =

∑∞
k=0Q

k = (I −Q)−1, donde I es la matriz identidad de tamaño
r × r. Sumando la i-ésima fila de esta matriz obtenemos el número
promedio de pasos posibles antes de alcanzar una clase de recurrencia,
comenzando desde el estado transitorio i. Usando esta matriz, podemos
computar la matriz B = N · R. El elemento (i,j)-ésimo de esta matriz
contiene la probabilidad de ser absorbido en el estado recurrente j a
partir del estado transitorio i.

4. Sea ζ¬d el subconjunto de clases de recurrencia que contienen solo esta-
dos asociados a componentes ambiguos del Diagnosticador, y sea ζF el
subconjunto de clases de recurrencia que contienen solo estados asocia-
dos a componentes marcados con F en el Diagnosticador, entonces con
ayuda de las matrices N y B podemos calcular los siguientes valores:

• p¬d es la probabilidad de ser absorbido en una de las clases de ζ¬d
a partir del estado inicial. Está dada por

p¬d =
∑
ζ∈ζNd

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ

• pF es la probabilidad de ser absorbido en una de las clases de ζF
a partir del estado inicial. Está dada por

pF =
∑
ζ∈ζF

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ
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• pF∧¬d es la probabilidad de ser absorbido en una de las clases
pertenecientes tanto a ζ¬d como a ζF a partir del estado inicial.
Usando la fórmula de Bayes calculamos el valor de pF |¬d como

pF |¬d =
pF∧¬d
p¬d

=

∑
ζ∈(ζ¬d∩ζF )

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ∑
ζ∈ζ¬d

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ

• p¬F |¬d se obtiene de manera similar, sólo que ahora nos interesan
las clases pertenecientes a ζ¬d pero no a ζF , es decir

p¬F |¬d =

∑
ζ∈(ζ¬d−ζF )

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ∑
ζ∈ζ¬d

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ

= 1− pF |¬d

• avgstep es la cantidad promedio de pasos necesarias para llegar a
alguna clase de recurrencia a partir del estado inicial. Está dada
por

avgstep =
r∑
i=1

NsΠ0 ,νi

Ejemplo: Procedemos a aplicar este algoritmo al DTMC extráıdo del Diag-
nosticador de la Figura 8:

1. Los estados transitorios son {(q0, 0, N), (q1, 2, F )}, y las clases de recu-
rrencia son {(q1, 1, N)} y {(q2, 3, F )}

2. La matriz de transiciones en forma canónica resulta:

tr =

(q0, 0, N)
(q1, 2, F )
(q1, 1, N)
(q2, 3, F )


0 0,45 0,5 0,05
0 0,9 0 0,1
0 0 1 0
0 0 0 1


3. Las matrices N = (I −Q)−1 y B = N ·R resultan:

N =

[
1 4,5
0 10

]
, B =

[
0,5 0,5
0 1

]
4. ζ¬d = {(q1, 1, N)} y ζF = {(q2, 3, F )}, por lo que los valores sobre la

diagnosticabilidad del pLTS de la Figura 6 resultan:
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• p¬d = 0,5

• pF = 0,5

• pF | ¬d = 0

• p¬F | ¬d = 1

• avgstep = 5,5

Esto significa que luego de observar 6 eventos del sistema, hay un 50 % de
probabilidad que la traza observada sea no diagnosticable. Sin embargo, to-
das las trazas no diagnosticables están libres de ocurrencias de fallas cuando
consideramos trazas infinitas (dado que pF | ¬d = 0). Estos resultados pueden
verse a simple vista en el sistema original, ya que el modelo sólo está com-
puesto de pocos estados y transiciones. La utilidad de este análisis se hace
más evidente a medida que el modelo crece en tamaño.

3.2.5. Diagnosis usando el Diagnosticador estocástico

Aparte del análisis sobre diagnosticabilidad, podemos utilizar el Diag-
nosticador para realizar diagnosis sobre el sistema. La diagnosis del sistema
consiste en estimar en todo momento valores para el estado actual del siste-
ma, la ocurrencia de fallas en el camino y la probabilidad de que la estimación
sea correcta, a medida que se van observando nuevos eventos en el sistema.

Pueden existir varias trazas cuyas proyecciones observables coinciden. Por
cada una de estas trazas, el estado inicial del sistema puede llegar a evolucio-
nar hacia distintos estados. El Diagnosticador estocástico representa esto evo-
lucionando hacia un estado con (posiblemente) varias componentes siguiendo
una traza observable. Cada una de estas componentes se corresponden con
un posible estado actual del sistema original y una etiqueta que informa la
posible ocurrencia de fallas en el camino.

Como el lenguaje asociado a cada pLTS es infinito (debido a las res-
tricciones presentadas en la Sección 2.1.2), es imposible listar mediante el
Diagnosticador estocástico todos las triplas (estado actual, etiqueta, proba-
bilidad) para todas las proyecciones observables de trazas de un pLTS. Sin
embargo, el Diagnosticador estocástico nos permite calcular estos valores a
pesar de ser una máquina finita.

Supongamos que w = a1 . . . an ∈ Σ∗o es el comportamiento observado
del sistema, y que (qi)0≤i≤n es la secuencia de estados del Diagnosticador
asociada a w. Entonces, el vector de ocurrencia de cada componente del
estado qn alcanzado por w está dado por

φ(w) =
φun(w)

‖φun(w)‖
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donde φun(w) se obtiene del producto de matrices

φun(w) =
n−1∏
i=0

Φ(qi, ai+1)

y ‖φun(w)‖ es la suma de todos los elementos del vector φun(w) (es de-
cir, normalizamos el vector, para que el resultado sea una distribución de
probabilidad).

Este resultado nos brinda un método para realizar la diagnosis del sistema
calculando los vectores de probabilidad a partir de las matrices de probabi-
lidad del Diagnosticador estocástico.

Ejemplo: Si en nuestro Diagnosticador de la Figura 8 observamos la cadena
aaa, entonces el conjunto de componentes alcanzado es {(1N), (2F )}. Para
obtener las probabilidades de cada componente, calculamos primero el vector
sin normalizar:

φun(aaa) =
[
0,5 0,45

]
·
[
1 0
0 0,9

]
·
[
1 0
0 0,9

]
=
[
0,5 0,3645

]
luego lo normalizamos, obteniendo:

φ(aaa) =
[0,5 0,3645]

0,5 + 0,3645
= [

1N︷ ︸︸ ︷
0,5784

2F︷ ︸︸ ︷
0,4216]

por lo que luego de observar la cadena aaa, los posibles estados actuales son
1 y 2, la probabilidad de estar en el estado 1 y que no haya ocurrido una
falla en el camino es de 0,5784 y la probabilidad de estar en el estado 2 y que
haya ocurrido alguna falla en el camino es de 0,4216.

3.2.6. Análisis de los valores de Diagnosticabilidad calculados

A diferencia de los métodos tradicionales, los cuales se enfocan en brin-
dar una respuesta binaria al problema de diagnosticabilidad, mediante el
método que acabamos de presentar podemos cuantificar el grado de diagnos-
ticabilidad de un sistema. Un sistema puramente diagnosticable debe tener
una probabilidad nula de ocurrencia de trazas no diagnosticables. En caso
contrario será no diagnosticable, y su nivel de no diagnosticabilidad estará
dado por la probabilidad de la ocurrencia de las trazas no diagnosticables.
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Además de eso, podemos también obtener otros valores interesantes, como
la probabilidad de ocurrencia de fallas y la cantidad de observaciones nece-
sarias para converger a un estado en el cual las trazas del sistema sean o no
diagnosticables.

En la práctica, estos valores son útiles para la toma de decisiones sobre
posibles adaptaciones a realizarse en sistemas no diagnosticables, o tolerar
sistemas no diagnosticables en los cuales las trazas suficientemente largas
tienden a una certeza de poseer o no una falla.

En sistemas cŕıticos podŕıa ser inaceptable la ocurrencia de trazas no
diagnosticables, por más que esta probabilidad sea baja, mientras que en
sistemas más flexibles podŕıa llegar a aceptarse la ocurrencia de trazas no
diagnosticables, siempre que su probabilidad sea baja. Por lo cual el tipo de
sistema analizado tiene mucho que ver con el análisis de los valores calculados.

Podŕıa darse el caso en que la probabilidad de ocurrencia de fallas en
trazas no diagnosticables sea muy alta, pudiendo inferirse con alta certeza
la ocurrencia de fallas en estas trazas. De manera similar, cuando la proba-
bilidad de ocurrencia de fallas en trazas no diagnosticables es muy baja, la
ocurrencia de una traza no diagnosticable implica una poca probabilidad de
ocurrencia de una falla.

Entonces el peor caso posible se presenta cuando la ocurrencia de una
traza no diagnosticable brinda el mayor grado de incertidumbre, es decir,
cuando la probabilidad de ocurrencia de una falla en una traza no diag-
nosticable toma valores cercanos al 50 %. Un sistema que evidencie este caso
debeŕıa ser reformulado para optimizar el nivel de certeza sobre la ocurrencia
de fallas.
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4. MDP

4.1. Introducción a MDP

Otro tipo de sistemas probabiĺısticos están dados por sistemas que ex-
hiben comportamientos probabiĺısticos y no determińısticos, en los cuales la
evolución entre dos estados se da en dos etapas: primero se elige no deter-
mińısticamente un evento a ejecutar sobre un conjunto de eventos disponibles,
y luego ese evento provoca la evolución del estado actual hacia el siguiente
estado conforme a una distribución de probabilidad. El no determinismo en
los sistemas sirve para modelar varias situaciones, entre ellas:

− entorno desconocido: si el sistema interactúa con otros componentes
cuyo comportamiento es desconocido, ésto puede ser modelado con el
no determinismo.

− concurrencia: en un sistema distribuido compuesto por varias partes
operando en paralelo, el no determinismo se usa para representar como
se pueden intercalar las ejecuciones de cada parte del sistema.

− subespecificación: si ciertas partes de un sistema son desconocidas o
muy complejas como para ser modeladas de manera eficiente, éstas
puedes ser abstráıdas usando no determinismo.

A su vez, podemos utilizar el no determinismo para capturar las formas
posibles en las que un controlador puede influenciar el comportamiento del
sistema. Por ende, las técnicas desarrolladas más adelante pueden verse co-
mo una śıntesis de controladores sobre el sistema para que cumpla con las
especificaciones requeridas.

Estos sistemas suelen representarse con Procesos de decisión de Mar-
kov [8], los cuales son muy estudiados y utilizados en áreas que van desde la
robótica hasta la economı́a.

Definición (MDP). Un Proceso de Decisión de Markov (o MDP por sus
iniciales en inglés) es una 4-úpla M = 〈S,Σ, δ, s0〉 donde:

• S es un conjunto finito de estados,

• Σ es un conjunto finito de eventos,

• δ : S×Σ→ Dist(S) es una función parcial de transiciones probabilista,
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• s0 es el estado inicial.

En la definición, Dist(S) denota al conjunto de todas las distribuciones de
probabilidad sobre S, donde una distribución de probabilidad (discreta) sobre
un conjunto enumerable S es una función µ : S → [0, 1] tal que

∑
s∈S µ(s) =

1. Con [s0 7→ p0, . . . , sn 7→ pn] representamos a la distribución que elige al
elemento si con probabilidad pi, y a todo otro elemento no incluido entre
los si con probabilidad 0. Una distribución de la forma [si 7→ 1] es llamada
distribución de punto.

Tal como sucede en sistemas modelados con LTSs y pLTSs, el conjunto
de eventos de los sistemas modelados con MDP también está particionado
en eventos observables e inobservables, con eventos de fallas entre los eventos
inobservables.

Las transiciones entre estados ocurren en dos pasos: primero se hace una
elección entre alguno de los eventos de Σ. El conjunto de eventos habilitados
para un estado s ∈ S se define como A(s)

def
= {a ∈ Σ | δ(s, a) está definido}.

La elección de algún a ∈ A(s) es no determinista. Luego, un estado sucesor
s′ se elige al azar, siguiendo la distribución de probabilidad dada por δ(s, a).

4.1.1. Representación gráfica

La representación gráfica de un MDP es parecida a la de los modelos
vistos previamente, salvo que ahora las transiciones están divididas en dos
partes: por un lado está el evento que origina la transición y por otro lado está
el conjunto de estados a los que la distribución de probabilidad asociada nos
permite llegar. Para representar estas transiciones, las flechas se ramifican
a la mitad del trayecto hacia cada uno de los estados alcanzables por la
transición, y cada rama está acompañada de sus probabilidad de ocurrencia
(las ramas de probabilidad nula no se grafican). La Figura 9 ejemplifica la
representación de un MDP.

4.1.2. Caminos, trazas y lenguajes en MDP

Sea M = 〈S,Σ, δ, s0〉 un MDP, entonces:

• un camino finito sobre el MDPM es una secuencia ρ = s0 ·a1 ·s1 · · · an ·
sn finalizada siempre en algún estado, donde si ∈ S, ai ∈ A(si−1)
y ∀i ∈ {0, . . . , n − 1}, δ(si, ai+1)(si+1) > 0, y con Path∗M denotamos
todos los caminos finitos sobre M,
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• un camino infinito sobre el MDPM es una secuencia % = s0 ·a1 · s1 · · ·
donde si ∈ S, ai ∈ A(si−1) y ∀i ∈ N, δ(si, ai+1)(si+1) > 0, y con PathωM
denotamos todos los caminos infinitos sobre M,

• sea ρ = s0a1s1 . . . ansn ∈ Path∗M, entonces last(ρ) = sn,

• la función de extracción de traza tr, el concepto estado alcanzable y
los lenguajes L∗(M), Lω(M) y L(M) se definen de manera similar a
como fueron definidas en la Sección 2.1.1.

Al igual que LTS y pLTS, los modelos con los cuales trabajamos tienen
restricciones similares a las de la Sección 2.1.2: pedimos que Lω(M)∩Σ∗Σω

u =
∅ (i.e., no existen ciclos de eventos inobservables en M) y asumimos que
∀s ∈ S,A(s) 6= ∅ para prevenir deadlocks.

4.1.3. Estrategias

El no determinismo puede ser muy útil para representar distintos com-
portamientos de los sistemas. Sin embargo, si queremos hacer un análisis
probabilista sobre las propiedades del MDP necesitamos alguna forma de de-
terminizar el modelo. Una estrategia es la encargada de realizar esta tarea,
y para lograrlo elige un evento en cada estado del MDP basándose (o no) en
las decisiones tomadas hasta el momento.

Definimos entonces una estrategia asociada a un MDP M = 〈S,Σ, δ, s0〉
como una función π : Path∗M → Dist(Σ) tal que π(ρ)(a) > 0 sólo si a ∈
A(last(ρ)).
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Por lo general, la elección de un evento puede ser hecha al azar y depender
del historial completo de un MDP, pero siempre tiene que estar limitada a
eventos disponibles en el estado actual. El conjunto de todas las estrategias
posibles para un MDP M se denota con StrM.

Hay muchas clases de estrategias [8] incluidas en StrM. Una estrategia es
determinista si π(ρ) es una distribución de punto, para todo ρ ∈ PathM, y
una estrategia es aleatoria en caso contrario. Una estrategia tiene memoria
finita si sólo hace uso de tramos finitos de los caminos para tomar decisiones.
En particular, si la estrategia solamente tiene en cuenta el estado actual para
la toma de decisiones, se dice que es una estrategia sin memoria, y está
dada por π : S → Dist(Σ).

Bajo una estrategia definida, el comportamiento de un MDP es totalmen-
te probabilista, y puede ser capturado por una cadena de Markov posible-
mente infinita. En los casos en que la estrategia elegida es una estrategia sin
memoria, al aplicar la estrategia a un MDP podemos obtener un pLTS que
respeta la estructura del MDP que determiniza. El análisis que hacemos en
este trabajo se enfoca en obtener únicamente estrategias sin memoria. Esta
decisión fue tomada por los siguientes motivos:

• Mediante una estrategia sin memoria podemos determinizar un MDP
de tal manera que obtenemos un pLTS que respeta fielmente la estruc-
tura original del MDP, ya que no necesitamos agregar nuevos estados.

• Creemos que debido al tipo de análisis que realizamos, el uso de cual-
quier estrategia puede reducirse a una estrategia sin memoria que otor-
gue resultados similares. En la Sección 4.2.7 presentamos un esquema
de la prueba.

4.1.4. pLTS derivado de un MDP con una estrategia sin memoria

Definición (pLTS derivado). SeaM = 〈S,Σ, δ, s0〉 un MDP y π ∈ StrM una
estrategia sin memoria, entonces podemos derivar un pLTSMπ = 〈Sπ,Σπ, δπ, s

π
0 〉,

donde:

• Sπ = S,

• Σπ = Σ,

• sπ0 = s0,

• δπ(s, a, s′) = π(s)(a) · δ(s, a)(s′).
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Figura 10: pLTS Mπ derivado del MDP de la Figura 9.

Ejemplo: Volviendo al MDP de la Figura 9, supongamos que nuestra es-
trategia sin memoria es π ∈ StrM, donde

π =


0 7→ [u 7→ 0,8; f 7→ 0,2]
1 7→ [a 7→ 1]
2 7→ [b 7→ 1]
3 7→ [c 7→ 1]

El pLTSMπ derivado a partir de la estrategia puede verse en la Figura 10.

4.1.5. Probabilidad de caminos y trazas en un MDP

En un pLTS Q, dada una traza w ∈ L∗(Q), podemos calcular su proba-
bilidad de ocurrencia sumando las probabilidades de todos los caminos que
recorren dicha traza, obteniendo aśı una probabilidad entre 0 y 1. En cambio,
si trabajamos con MDP, la probabilidad de cada camino no puede ser calcu-
lada hasta que no se defina una estrategia que resuelva el no determinismo
del MDP, ya que dicha probabilidad depende de los valores asignados por la
estrategia a cada evento disponible en cada estado del camino. Por lo tanto,
si M es un MDP, entonces las probabilidades de ocurrencia de caminos y
trazas enM se dejan expresadas en términos de los valores asignados por la
estrategia, y se calculan de la siguiente manera:

• la probabilidad de ocurrencia del camino ρ = s0·a1·s1 · · · an·sn ∈ Path∗M
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está dada por

Pr(ρ) =
n−1∏
i=0

π(si)(ai+1) · δ(si, ai+1)(si+1)

• la probabilidad de ocurrencia de la traza w ∈ L∗(M) está dada por

Pr(w) =
∑

{ρ∈Path∗M|tr(ρ)=w}

Pr(ρ)

Ejemplo: Para calcular la probabilidad de la traza abc en el MDP de la
Figura 11, hay que tener en consideración dos caminos distintos que siguen
esta traza: 0a2b0c0 y 0a1b4c4

Pr(abc) = Pr(0a2b0c0) + Pr(0a1b4c4)

= π(0)(a) ·
=0,7︷ ︸︸ ︷

δ(0, a)(2) ·
=1︷ ︸︸ ︷

π(2)(b) ·
=1︷ ︸︸ ︷

δ(2, b)(0) ·π(0)(c) ·
=1︷ ︸︸ ︷

δ(0, c)(0)

+ π(0)(a) · δ(0, a)(1)︸ ︷︷ ︸
=0,3

·π(1)(b)︸ ︷︷ ︸
=1

· δ(1, b)(4)︸ ︷︷ ︸
=0,6

·π(4)(c) · δ(4, c)(4)︸ ︷︷ ︸
=1

= π(0)(a) · 0,7 · π(0)(c) + π(0)(a) · 0,3 · 0,6 · π(4)(c)

Como puede verse, la probabilidad de la traza abc se expresa en término
de los valores que la estrategia debe determinar.
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4.2. Diagnosticabilidad sobre MDP

La verificación de diagnosticabilidad sobre sistemas discretos consiste en
determinar la existencia de un par de trazas indistinguibles observacional-
mente en las cuales solamente una de ellas presenta una falla. Sobre pLTS
planteamos un análisis sobre sistemas no diagnosticables mediante el cálcu-
lo de algunas probabilidades sobre la no diagnosticabilidad y la ocurrencia
de fallas en el sistema. En MDP este mismo análisis no puede realizarse de
manera similar, ya que el no determinismo del sistema no lo permite. Para
lograr resultados parecidos a los que se plantean en el análisis sobre pLTS,
nosotros proponemos un enfoque que consiste en tomar como referencia para
el análisis al pLTS derivado de la estrategia que determiniza al MDP en el
“peor caso posible”, y a partir de éste determinar si es necesario modificar
el sistema para reducir la probabilidad de ocurrencia de trazas problemáti-
cas. Como dijimos en la Sección 3.2.6 cuando analizamos diagnosticabilidad
sobre pLTS, consideramos al “peor caso posible” como aquel en el cual la
probabilidad de ocurrencia de una traza no diagnosticable con una falla es
idéntica a la probabilidad de ocurrencia de una traza no diagnosticable sin
ninguna falla. Entonces dado un MDP, nuestro objetivo es calcular los va-
lores de no diagnosticabilidad del peor pLTS que pueda derivarse mediante
alguna estrategia. En esta sección presentamos nuestro principal aporte.

4.2.1. Diagnosticador de decisión

De manera similar al análisis de diagnosticabilidad realizado sobre pLTS,
utilizamos un Diagnosticador construido a partir de la especificación del
MDP, llamado Diagnosticador de decisión. Su construcción es similar
a la del Diagnosticador estocástico, pero difiere solamente en los elementos
de las matrices de transiciones entre estados, los cuales ahora contienen infor-
mación sobre posibles elecciones no deterministas que una estrategia necesita
resolver.

Definición (Diagnosticador de decisión). Un Diagnosticador de decisión
asociado a un MDP M = 〈S,Σ, δ, s0〉 es una 5-úpla D = 〈Qd,Σd, δd, q0,Φ〉,
donde:

• Qd ⊆ P(S × {N,F}) es el conjunto de estados,

• Σd es el conjunto de eventos,
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• δd : Qd × Σd → Qd es la función de transición entre estados,

• q0 es el estado inicial,

• Φ : Qd × Σd → [0, 1]n×m es la función de probabilidad de transiciones
para los componentes de cada estado.

El Diagnosticador de decisión se construye de manera similar al Diagnos-
ticador estocástico de la Sección 3.2.2, salvo por la función Φ, cuya diferencia
radica en que las probabilidades de los elementos de las matrices ahora pue-
den estar expresadas en base a decisiones que una estrategia debe resolver. De
esta manera el Diagnosticador de decisión es un Diagnosticador estocástico
paramétrico, cuyo parámetro es la estrategia que resuelve el no determinis-
mo. Sean (si, li) = compq,i y (sj, lj) = compδd(q,a),j para algún estado q ∈ Qd

y a ∈ Σd, entonces

Φi,j(q, a) =
∑

{w∈Σ∗ua | si
w⇒sj ∧ lj=LP (w,li)}

Pr(w)

donde Pr(w) es la función de probabilidad de ocurrencia de trazas en
MDP definida en la Sección 4.1.5 y LP es la función definida en la Sec-
ción 3.2.2

Ejemplo: A partir del MDP de la Figura 9, podemos construir el Diagnos-
ticador de decisión de la Figura 12, en el cual podemos ver que las matrices de
transiciones están formadas por probabilidades que dependen de la elección
de una estrategia.

4.2.2. Utilidad del Diagnosticador de decisión

A diferencia del Diagnosticador estocástico, el Diagnosticador de decisión
tiene una utilidad limitada a la hora de realizar diagnosis del sistema. Esto
se debe a que el no determinismo presente en MDP no permite estimar la
probabilidad de estar en cada una de las componentes alcanzadas por una
traza observable de eventos. La diagnosis en MDP se limita entonces a seguir
los estados alcanzados por cada observación en el sistema, donde cada estado
contiene las componentes con los posibles estados actuales del sistema y una
etiqueta que marca si ha ocurrido una falla en el camino.
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Figura 12: Diagnosticador asociado al MDP de la Figura 9

Debido a las limitaciones para realizar diagnosis, la principal utilidad del
Diagnosticador de decisión es para hacer un análisis de la diagnosticabilidad
del sistema, calculando valores sobre su diagnosticabilidad considerando la
estrategia que resulte más desfavorable. Este análisis es bastante similar al
análisis realizado sobre el Diagnosticador estocástico en la Sección 3.2.3, pero
a diferencia de aquel análisis, aqúı se procede transformando el problema en
un problema de optimización que concluye con la elección de una de las
estrategias más desfavorables para el MDP analizado.

4.2.3. Diagnosticabilidad usando el Diagnosticador de decisión

Analizar si un MDP es o no diagnosticable se reduce nuevamente a veri-
ficar si el LTS obtenido de quitar las probabilidades del MDP cumple con la
propiedad de diagnosticabilidad:

∀σ1, σ2 ∈ Lω(Q) : obs(σ1) = obs(σ2), si f ∈ σ1 entonces f ∈ σ2

Esta verificación puede llevarse a cabo mediante el método “Twin-Plant”
de la Sección 2.2.1. Si tras aplicar este método llegamos a la conclusión de
que el sistema es no diagnosticable, entonces nos gustaŕıa cuantificar el grado
de no diagnosticabilidad del sistema, tal como lo hicimos en la Sección 3.2.3,
donde analizamos los valores para p¬d, pF y pF |¬d, entre otros, para deter-
minar si es o no necesario introducir cambios en el sistema que mejoren los
resultados obtenidos. Como dijimos anteriormente, estos valores no pueden
ser calculados directamente a partir de un MDP debido al no determinismo
presente en estos modelos. Suponiendo que este no determinismo se debe
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a acciones que no pueden ser controladas, quisiéramos analizar el caso que
arroja los resultados más desfavorables en términos de diagnosticabilidad del
sistema. En la Sección 3.2.6 comentamos que el peor caso posible se da cuan-
do existe el mayor nivel de incertidumbre con respecto a la ocurrencia de una
falla al momento de observar una traza no diagnosticable, es decir, cuando
el resultado de

∣∣pF |¬d − p¬F |¬d∣∣ es igual o muy cercano a 0.
El análisis de diagnosticabilidad sobre MDP consiste entonces en anali-

zar qué tan malo puede llegar a ser un pLTS derivado de alguna estrategia
aplicada al MDP.

Para obtener la estrategia que derive un pLTS a partir del MDP, obtene-
mos ecuaciones para los valores de p¬d, pF , pF |¬d, etc. a partir de la cadena
de Markov extráıda del Diagnosticador de decisión, y luego minimizamos el
valor de

∣∣pF |¬d − p¬F |¬d∣∣ mediante técnicas de optimización.

4.2.4. Extracción de la cadena de Markov

Para comenzar con el cálculo de las ecuaciones para los valores de diag-
nosticabilidad, es necesario extraer la cadena de Markov asociada al conjunto
de todas las transiciones del Diagnosticador. Esta cadena nos permite hacer
un análisis del comportamiento asintótico de las trazas aceptadas por el sis-
tema, y para obtenerla utilizamos la función Ω : Qd×Qd → [0, 1]n×m definida
de la misma manera que en la Sección 3.2.3:

Ω(qi, qj) =
∑

{a∈Σd|δd(qi,a)=qj}

Φ(qi, a)

Entonces, si M = 〈S,Σ, δ, s0〉 es un MDP y D = 〈Qd,Σd, δd, q0,Φ〉 es el
Diagnosticador de decisión asociado a M, la cadena de Markov asociada a
D es Π(D) = 〈SΠ, δΠ, sΠ

0 〉, donde

• SΠ ⊆ Qd×S×{N,F} es el conjunto de todas las componentes de D,
donde si (q, s, l) ∈ SΠ entonces (s, l) ∈ q

• δΠ está dada por la siguiente matriz de transiciones:

tr =

Ω(q0, q0) · · · Ω(q0, qn)
...

. . .
...

Ω(qn, q0) · · · Ω(qn, qn)


• sΠ

0 = (q0, s0, N) es el estado inicial
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Ejemplo: A partir del Diagnosticador de decisión de la Figura 12 calculado
a partir del MDP de la Figura 9, podemos extraer un DTMC Π(D) cuyos
estados son {(q0, 0, N), (q1, 1, N), (q1, 1, F ), (q2, 2, N), (q2, 2, F ), (q3, 3, N)}, el
estado inicial es (q0, 0, N) y cuyas transiciones entre estados están dadas por
la siguiente matriz:

tr =


0 π(0)(u)·0,3 π(0)(f)·0,6 π(0)(u)·0,2 π(0)(f)·0,4 π(0)(u)·0,5
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


donde cada valor se corresponde con la probabilidad de ir de un estado a

otro, siguiendo el orden en el que los estados fueron listados.

4.2.5. Comportamiento asintótico de la cadena de Markov

En el caso de pLTS, el análisis del comportamiento asintótico de la cadena
de Markov extráıda del Diagnosticador estocástico permit́ıa extraer valores
sobre la diagnosticabilidad del pLTS. A diferencia de aquel análisis, cuando
analizamos la cadena de Markov extráıda de un Diagnosticador de decisión
nos encontramos con que sus elementos están expresados en términos de
una estrategia que resuelve las elecciones no deterministas. Esta diferencia
hace que el análisis asintótico de la cadena de Markov para el cálculo de la
diagnosticabilidad de un MDP no nos otorgue valores concretos, como sucede
en el caso de los pLTS. Estos valores ahora son paramétricos, cuyo parámetro
es la estrategia que resuelva la decisiones no deterministas.

Para obtener las ecuaciones para los valores p¬d, pF , pF |¬d, p¬F |¬d y avgstep,
introducidos en la Sección 3.2.3, procedemos de manera similar a como hici-
mos en la Sección 3.2.4, es decir:

1. Clasificamos los estados de Π(D): extraemos el conjunto de estados re-
currentes {λ1, . . . , λk} agrupados en clases de recurrencia {ζ1, . . . , ζh},
y el conjunto de estados transitorios {ν1, . . . , νr}. Para hacer esta cla-
sificación necesitamos conocer bien las probabilidades de transiciones
entre estados. La cadena de Markov extráıda de un Diagnosticador de
decisión puede no tener valores concretos en algunas de sus transicio-
nes, y dependiendo de los valores que asigne una estrategia a distintos
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eventos, la clasificación de estados realizada en este paso puede variar
drásticamente. Para evitar problemas asumimos que las transiciones
del modelo cumplen con un requisito de fairness, con lo cual las estra-
tegias que resuelven el no determinismo sobre un MDP nunca deben
truncar transiciones asignándoles una probabilidad nula.

2. Reorganizamos las filas y columnas de la matriz de transiciones de Π(D)
en su forma canónica, obteniendo aśı una matriz de transiciones de la
forma:

tr =

[
Q R
0 C

]
, C =

trζ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · trζh


donde trζi es la matriz de transiciones de la clase de recurrencia ζi.

3. Computamos la matriz fundamental de la cadena de Markov, dada por
N = (I −Q)−1, y la matriz de absorción, dada por B = N ·R.

4. Sea ζ¬d el subconjunto de clases de recurrencia que contienen solo esta-
dos asociados a componentes ambiguos del Diagnosticador, y sea ζF el
subconjunto de clases de recurrencia que contienen solo estados asocia-
dos a componentes marcados con F en el Diagnosticador, entonces con
ayuda de las matrices N y B podemos calcular los siguientes valores:

• p¬d es la probabilidad de ser absorbido en una de las clases de ζ¬d
a partir del estado inicial. Está dada por

p¬d =
∑
ζ∈ζ¬d

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ

• pF es la probabilidad de ser absorbido en una de las clases de ζF
a partir del estado inicial. Está dada por

pF =
∑
ζ∈ζF

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ
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• pF∧¬d es la probabilidad de ser absorbido en una de las clases
pertenecientes tanto a ζ¬d como a ζF a partir del estado inicial.
Usando la fórmula de Bayes calculamos el valor de pF |¬d como

pF |¬d =
pF∧¬d
p¬d

=

∑
ζ∈(ζ¬d∩ζF )

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ∑
ζ∈ζ¬d

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ

• p¬F |¬d se obtiene de manera similar, sólo que ahora nos interesan
las clases pertenecientes a ζ¬d pero no a ζF , es decir

p¬F |¬d =

∑
ζ∈(ζ¬d−ζF )

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ∑
ζ∈ζ¬d

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ

= 1− pF |¬d

• avgstep es la cantidad promedio de pasos necesarias para llegar a
alguna clase de recurrencia a partir del estado inicial. Está dada
por

avgstep =
r∑
i=1

NsΠ0 ,νi

Ejemplo: En el ejemplo anterior, la matriz de transiciones ya está en for-
ma canónica:
R =

[
π(0)(u)·0,3 π(0)(f)·0,6 π(0)(u)·0,2 π(0)(f)·0,4 π(0)(u)·0,5

]
,

Q = [0] y C = I.
Por lo tanto N = (I −Q)−1 = I y B = N ·R = I ·R = R. Las clases de recu-
rrencia con componentes ambiguas son {(q1, 1, N)}, {(q1, 1, F )}, {(q2, 2, N)}
y {(q2, 2, F )}, mientras que las clases de recurrencia etiquetadas con fallas son
{(q1, 1, F )} y {(q2, 2, F )}. Usando esta información obtenemos las siguientes
ecuaciones, cuyos valores dependen únicamente de la asignación de valores a
π(0)(u) y π(0)(f):
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p¬d = 0,5·π(0)(u) + π(0)(f)

pF = π(0)(f)

pF |¬d =
π(0)(f)

0,5·π(0)(u) + π(0)(f)

p¬F |¬d =
0,5·π(0)(u)

0,5·π(0)(u) + π(0)(f)

avgstep = 1

A partir de estas ecuaciones, solo resta obtener una estrategia que mi-
nimice el valor de

∣∣pF |¬d − p¬F |¬d∣∣. Para lograrlo, formulamos este problema
como un problema de optimización.

4.2.6. Problema de optimización

Un problema de optimización [3] consiste en encontrar la mejor solución
dentro de un conjunto posible de soluciones que satisfacen ciertas restriccio-
nes para un problema. La mejor solución posible es aquella que maximiza
o minimiza el valor de una función. La forma estándar de un problema de
optimización es la siguiente:

minimizar
X

f(X)

sujeto a gi(X) ≤ bi, i = 1, . . . ,m

hi(X) = ci, i = 1, . . . , p

donde:

• la función f : Rn → R es la función objetivo a ser minimizada,

• gi(X) ≤ bi son restricciones de inigualdad sobre X,

• hi(X) = ci son restricciones de igualdad sobre X.

La definición estándar describe un problema de minimización. Sin embar-
go, un problema de maximización se consigue negando la función objetivo.

Los problemas de optimización son categorizados dependiendo de la for-
ma y de la complejidad que presenten la función objetivo y las funciones de
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restricciones, y de acuerdo al tipo de problema se aplican diferentes algorit-
mos que resuelven de manera eficiente cada uno de ellos. Dado que nuestro
problema genera siempre restricciones lineales, en esta sección nos enfoca-
mos solamente en la resolución de problemas con restricciones de este tipo.
En el Apéndice A se explica de manera resumida como se resuelven estos
problemas.

En resumen, para describir un problema de optimización debemos:

1. definir el conjunto de variables del problema,

2. dar restricciones sobre los valores que pueden tomar estas variables,

3. expresar la función objetivo en base a estas variables.

Como dijimos en la sección anterior, queremos obtener una estrategia que
minimice el valor de

∣∣pF |¬d − p¬F |¬d∣∣. Éste es un problema de optimización
en el cual:

1. las variables del problema están dadas por los valores que la estrategia
asigna a cada evento disponible en cada estado del MDP, es decir, sea
M = 〈S,Σ, δ, s0〉 un MDP, podemos representar a una estrategia π ∈
StrM como un conjunto de variables X = {π(s)(a) | s ∈ S, a ∈ A(s)}

2. las restricciones sobre los valores de las variables están dadas por el
hecho de tratarse de probabilidades, es decir,

• ∀s ∈ S,∀a ∈ A(s), 0 ≤ π(s)(a) ≤ 1 (restricciones de inigualdad)2

• ∀s ∈ S,
∑

a∈A(s) π(s)(a) = 1 (restricciones de igualdad)

las cuales son restricciones lineales sobre las variables en X y definen
regiones acotadas donde buscar posibles soluciones,

3. la función objetivo a minimizar es f(X) =
∣∣pF |¬d − p¬F |¬d∣∣, la cual hace

uso de decisiones tomadas por la estrategia, es decir, de variables en
X.

2Inclúımos el valor 0 a pesar de que en la Sección 4.2.5 requerimos no truncar transi-
ciones del modelo debido a que los algoritmos de resolución de problemas de optimización
no admiten la utilización de los operadores “>” y “<”. Soluciones que utilicen el valor 0
representarán en verdad valores tan cercanos a 0 como se requiera.
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Resolver este problema de optimización resulta en una estrategia π∗, lla-
mada estrategia óptima, puesto que optimiza el valor de la función obje-
tivo. Aplicar esta estrategia al MDPM resulta en un pLTSMπ∗ que repre-
senta el comportamiento más desfavorable en términos de diagnosticabilidad
que puede tomar el sistema.

Ejemplo: Para obtener la estrategia óptima para el MDP de nuestro ejem-
plo, expresamos el problema como un problema de optimización:

1. El conjunto de variables es X = {π(0)(u), π(0)(f), π(1)(a), π(2)(b),
π(3)(c)}

2. Las restricciones son:

• 0 ≤ π(0)(u) ≤ 1

• 0 ≤ π(0)(f) ≤ 1

• 0 ≤ π(1)(a) ≤ 1

• 0 ≤ π(2)(b) ≤ 1

• 0 ≤ π(3)(c) ≤ 1

• π(0)(u) + π(0)(f) = 1

• π(1)(a) = 1

• π(2)(b) = 1

• π(3)(c) = 1

3. la función objetivo a minimizar es

f(X) =
∣∣pF | ¬d − p¬F | ¬d∣∣

=

∣∣∣∣ π(0)(f)

0,5 · π(0)(u) + π(0)(f)
− 0,5 · π(0)(u)

0,5 · π(0)(u) + π(0)(f)

∣∣∣∣
=
|π(0)(f)− 0,5 · π(0)(u)|
0,5 · π(0)(u) + π(0)(f)

Al optimizar el valor de la función objetivo obtenemos una asignación a
las variables de X que se corresponde con la siguiente estrategia óptima:

π∗ =


0 7→ [u 7→ 2

3
; f 7→ 1

3
]

1 7→ [a 7→ 1]
2 7→ [b 7→ 1]
3 7→ [c 7→ 1]

Esta estrategia lleva el valor de
∣∣pF | ¬d − p¬F | ¬d∣∣ a 0, es decir, la estrategia

aplicada al MDP genera un pLTS en el cual la probabilidad de ocurrencia de
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fallas en trazas no diagnosticables es idéntica a la probabilidad de ausencia
de fallas en trazas no diagnosticables. Aplicando esta estrategia obtenemos
los siguientes resultados:

• p¬d = 2
3

• pF = 1
3

• pF |¬d = 1
2

• p¬F |¬d = 1
2

• avgstep = 1

A partir de estos valores concluimos que el sistema es altamente no diag-
nosticable y su observabilidad debeŕıa ser incrementada.

4.2.7. Observaciones finales sobre el algoritmo

1. El algoritmo presentado deriva una estrategia sin memoria, ya que a
partir de este tipo de estrategias se obtiene directamente un pLTS con
una estructura similar a la del MDP. Consideramos únicamente estra-
tegias sin memoria porque creemos que todo otro tipo de estrategia
puede reducirse a una sin memoria cuyos resultados sean similares.

Un esquema de cómo reducir una estrategia con memoria a una estra-
tegia sin memoria seŕıa el siguiente:

a) Dado un MDP M = 〈S,Σ, δ, s0〉, supongamos que tenemos una
estrategia con memoria π1 ∈ StrM que asigna a elementos ρ ∈
Path∗M una distribución de probabilidad sobre A(last(ρ)).

b) La estrategia sin memoria π2∈StrM que emula el comportamien-
to de π1 se define de la siguiente manera: Sea s ∈ S, π2(s) es la
distribución de probabilidad que resulta de promediar cada dis-
tribución asignada por la estrategia π1 a todos los caminos que
terminen en el estado s.

2. La estrategia obtenida mediante este algoritmo es aquella que represen-
ta el peor comportamiento que puede darse en un MDP respetando su
estructura original. Este algoritmo no contempla comportamientos que
consisten en truncar transiciones del modelo, pues cada una de estos
truncamientos puede resultar en un Diagnosticador diferente del mo-
delo, y analizar por separado cada uno de ellos implica un incremento
exponencial en la complejidad del método.

3. Considerar a la estrategia óptima como aquella que minimice el valor de∣∣pF | ¬d − p¬F | ¬d∣∣ es subjetivo, y basta con cambiar la función objetivo
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en el problema de optimización para considerar otras posibles interpre-
taciones del caso más desfavorable con respecto a la diagnosticabilidad
del sistema (por ejemplo, la estrategia que minimice p¬d). Si se con-
sidera que las acciones del sistema son controlables, se puede derivar
una estrategia que trate de evitar la ocurrencia de fallas al minimizar
el valor de pF .
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5. Análisis de Complejidad

En esta sección repasamos los algoritmos utilizados para el análisis de
diagnosticabilidad y analizamos brevemente sus complejidades.

5.1. Algoritmo presentado para LTS

El algoritmo que utilizamos para la verificación de diagnosticabilidad so-
bre LTS es el “Twin-Plant”, introducido en la Sección 2.2.1. Dado un LTS
N = 〈S,Σ, δ, s0〉, este método consiste en:

1. construir el LTS No = 〈So,Σo, δo, s
o
0〉,

2. computar Nd = No ‖ No,

3. verificar si en Nd (o en su versión optimizada) se da que s
w⇒ s, para

w 6= ε y para algún estado s = ((s1, l1), (s2, l2)) tal que l1 6= l2.

A partir del algoritmo, podemos saber que el número de estados en No es
a lo sumo 2 |S| y el número de transiciones en No es a lo sumo (2 |S|)2×|Σo|.
Como Nd = No ‖ No, el número de estados en Nd es a lo sumo (2 |S|)2, y el
número de transiciones en Nd es a lo sumo (2 |S|)4 × |Σo|.

La complejidad de ejecutar el primer paso del algoritmo, en el cual se
construye No, es O(|S|2 × |Σo|), mientras que la del segundo paso, en el
cual Nd es construido, es O(|S|4 × |Σo|). La complejidad del tercer paso del
algoritmo, el cual detecta la presencia de ciertos ciclos en Nd, es lineal en el
número de estados y transiciones, es decir, su complejidad es O(|S|4× |Σo|).
Notar que las etiquetas de las transiciones son irrelevantes al momento de
detectar la presencia de ciclos. Por lo tanto, la complejidad del algoritmo es
polinomial en el número de estados y lineal en la cantidad de eventos en N .

5.2. Algoritmo presentado para pLTS

El algoritmo presentado para el análisis de diagnosticabilidad se basa en
la construcción de un Diagnosticador, el cual permite un análisis estático y
dinámico sobre la ocurrencia de fallas en el sistema. Dado un pLTS Q =
〈S,Σ, δ, s0〉, el algoritmo consiste en:

1. construir el Diagnosticador estocástico D = 〈Qd,Σd, δd, q0,Φ〉,

56



2. extraer la cadena de Markov Π(D) = 〈SΠ, δΠ, sΠ
0 〉,

3. clasificar los estados de Π(D),

4. computar la matriz fundamental y la matriz de absorción.

Al construir el Diagnosticador, el número de estados es a lo sumo 22|S|,
pues Qd ⊆ P(S × {N,F}), y las transiciones del Diagnosticador son a lo
sumo 22|S| × |Σo|.

Cuando extraemos la cadena de Markov, obtenemos una cadena con un
estado por cada componente del Diagnosticador (SΠ ⊆ Qd × S × {N,F}),
es decir que a lo sumo la cadena tiene 22|S| × |S| × 2 estados, y es necesario
definir a lo sumo (22|S| × |S| × 2)2 transiciones. Luego es necesario clasificar
los estados de la cadena, lo cual es lineal en la cantidad de estados y transi-
ciones de la cadena. Finalmente es necesario calcular la matriz fundamental
y la de absorción para obtener los valores de diagnosticabilidad del siste-
ma. Este último paso requiere la inversión de una matriz, lo cual tiene una
complejidad cúbica aplicando eliminación de Gauss–Jordan (aunque existen
también algoritmos cuya complejidad es polinomial de grado ≈ 2, 373).

Por lo tanto, la complejidad de ejecutar el primer paso del algoritmo,
en el cual se construye D, es O(22|S| × |Σo|), la complejidad de ejecutar el
segundo paso, en el cual se obtiene Π(D), es O(24|S|) y la complejidad de
ejecutar los dos últimos pasos del algoritmo, a partir de los cuales obtenemos
los valores de diagnosticabilidad, es aproximadamente O(26|S|). Entonces, la
complejidad total del algoritmo es O(22|S|×|Σo|+26|S|), es decir, exponencial
en la cantidad de estados.

5.3. Algoritmo presentado para MDP

El algoritmo utilizado para MDP es similar al utilizado para pLTS, agre-
gando un nuevo paso que consiste en resolver el problema de optimización.
Dado un MDP M = 〈S,Σ, δ, s0〉, el algoritmo consiste en:

1. construir el Diagnosticador de decisión D = 〈Qd,Σd, δd, q0,Φ〉,

2. extraer la cadena de Markov Π(D) = 〈SΠ, δΠ, sΠ
0 〉,

3. clasificar los estados de Π(D),

4. computar la matriz fundamental y la matriz de absorción,
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5. resolver el problema de optimización.

El análisis de la complejidad de los primeros cuatro pasos no presenta
diferencias con respecto al algoritmo utilizado sobre pLTS. El problema de
optimización se compone a lo sumo de |S| × |Σ| variables, cuyos valores se
ven acotados por restricciones que obligan a cada variable a tomar un valor
entre 0 y 1 y que la suma de los valores de las variables que se correspondan
con cada estado sumen 1.

A diferencia de los algoritmos utilizados para resolver problemas de op-
timización lineal, los algoritmos utilizados para resolver problemas de opti-
mización no lineales son raramente analizados en términos de complejidad.
Los principales métodos utilizados para la resolución de estos problemas son
numéricos e iterativos, en los cuales el análisis de complejidad es sustituido
por un análisis sobre el grado de convergencia hacia la solución óptima [9].

En nuestro caso, la complejidad de la función a minimizar en el análisis
de diagnosticabilidad varia dependiendo del modelo. Por esto, la estructura
de dicha función puede ser de muchas maneras: constante, lineal fraccional
(en los mejores casos), y hasta compuesta por un gran número de variables
multiplicadas entre si.
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6. Ejemplo ilustrativo

En esta sección presentamos un ejemplo ilustrativo en el cual aplicamos el
algoritmo para el análisis de diagnosticabilidad en sistemas modelados como
MDP.

6.1. Presentación

Una fábrica se dedica a la elaboración de productos derivados de la man-
zana. Tiene en stock una gran cantidad de las mismas y las utiliza como
materia prima en la elaboración de dos productos: sidra y jugo de manzana.
Para la elaboración de una sidra de excelente calidad, las manzanas utiliza-
das deben cumplir ciertos niveles de calidad (correcto tamaño, maduración
justa, niveles de acidez adecuados, etc.), mientras que para la elaboración de
jugo no es necesario que las manzanas cumplan con requisitos tan estrictos,
es decir, se puede utilizar cualquier manzana para elaborar jugo, pero para
la elaboración de sidra las manzanas deben ser correctamente seleccionadas.

Por lo tanto, la fábrica necesita clasificar las manzanas como aptas para la
elaboración de sidra o para la elaboración de jugo dependiendo de si cumplen
o no con dichas caracteŕısticas. El proceso de clasificación se automatiza
totalmente mediante el uso de una gran cantidad de máquinas que clasifican
individualmente cada una de las manzanas realizando una serie de pruebas
sobre ellas.

Figura 13: Esquema del proceso de elaboración de los productos
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6.2. Máquinas clasificadoras

Las máquinas clasificadoras son las encargadas de decidir mediante una
serie de pruebas si una manzana debe ser usada para la elaboración de sidra o
para la elaboración de jugo. El funcionamiento de cada una de las máquinas
es el siguiente:

1. Inicialmente la máquina informa que está preparada para el análisis
de una manzana. En ese momento una manzana ingresa para su cla-
sificación. Debido a que este proceso es mecánico, puede suceder que
la manzana quede incorrectamente colocada para su análisis. En este
caso, al momento de realizar las pruebas para la clasificación nunca se
llegará a un veredicto, y la máquina continuará realizando pruebas has-
ta que en algún momento decida reiniciar todo el proceso para intentar
que la manzana quede colocada correctamente.

2. Cada máquina es capaz de realizar pruebas de dos tipos diferentes para
determinar el tipo de manzana. Estas pruebas son las siguientes:

A: Se analiza un pequeña muestra extráıda desde el interior de la
manzana. El resultado de una prueba de este tipo es más certero,
pero también más costoso. Si la muestra extráıda es lo suficiente-
mente buena, la manzana se clasifica correctamente. Sin embargo,
con una baja probabilidad, puede suceder que la muestra extráıda
no sea lo suficientemente buena para lograr un resultado, por lo
que haŕıa falta realizar otra prueba o incluso, si la muestra ex-
tráıda no refleja correctamente la composición general del resto
de la manzana, el resultado puede concluir en una clasificación
errónea.

B: Se analiza superficialmente una sección de la cáscara de la manza-
na. Al ser una prueba menos invasiva, el resultado de esta prueba
es menos certero que la anterior. Al realizar esta prueba pueden
darse tres posibilidades: que la sección analizada permita reali-
zar una correcta clasificación; que se analice una sección que no
permita distinguir el tipo de manzana analizada y sea necesario
repetir la prueba; o que se concluya una clasificación errónea por
analizar una sección “engañosa” de la manzana.

3. Finalmente, cuando se decide el tipo de la manzana analizada, se lo
notifica con una señal y luego la máquina queda en un estado de sus-
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pensión. Una vez que sus resultados son recogidos y la manzana es
separada de acuerdo a su tipo, se vuelve a iniciar el proceso.

Para comprender mejor el funcionamiento de las máquinas clasificadoras,
en la Figura 14 la modelamos como un MDP.
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Figura 14: Modelo de una máquina clasificadora

El modelo se compone de ocho estados y siete eventos. Cuando la máquina
está lista para iniciar el análisis de una manzana, emite la señal preparada y
espera el ingreso de una manzana. Con entra manzana se modela el ingreso
de una manzana a la máquina, lo cual consiste en la correcta colocación de
la manzana para que la máquina pueda realizar la clasificación. Como men-
cionamos previamente, debido a que este es un proceso mecánico, existe la
chance de que la manzana no ingrese a la máquina o quede mal colocada,
modelado con el evento incorrecta pos, lo cual significa que la máquina
intentará realizar repetidas pruebas en vano hasta que decida reiniciar el
proceso con una señal reset. Cuando la manzana ingrese correctamente, la
máquina decide si realizar una prueba A o B para clasificar la manzana. Cada
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una de estas pruebas tienen probabilidades de conseguir clasificar correcta-
mente la manzana (transiciones hacia el estado 6), clasificarla incorrectamen-
te debido a la toma de una mala muestra (transiciones hacia el estado 5) o
no conseguir información suficiente como para arriesgar un resultado, por lo
que se intenta realizar otra prueba (transiciones que regresan al estado 4). El
estado 6 representa la situación de haber logrado clasificar correctamente la
manzana analizada, y a partir de este estado se notifica con una señal sidra
o jugo la decisión tomada, para luego entrar en un estado de suspensión
emitiendo constantemente señales listo. Por el contrario, en el estado 5 se
modela la situación en la que se realiza una clasificación incorrecta con el
evento mala muestra, lo cual hace que en el estado 7 se notifique la decisión
tomada con una señal sidra o jugo sin estar en lo correcto.

Un controlador central consulta periódicamente los logs de cada una de
las máquinas para conocer y separar las manzanas analizadas a partir de las
señales sidra o jugo emitidas. Una vez extráıda la manzana de una máquina,
ésta se reinicia para pasar al análisis de la siguiente manzana.

6.3. Análisis de Diagnosticabilidad del modelo

Si analizamos las trazas aceptadas por el modelo podemos ver que es-
tamos ante un sistema no diagnosticable, ya que no se pueden distinguir,
por ejemplo, las trazas que tomaron una mala muestra de otras que no lo
hicieron.

A partir del modelo del problema se quieren averiguar posibles compor-
tamientos de las máquinas clasificadoras:

• ¿Es posible que una máquina clasificadora se comporte de manera tal
que tenga la misma probabilidad de fallar que de no hacerlo?

• ¿De qué manera debeŕıa comportarse una máquina para obtener la
mayor y la menor probabilidad de ocurrencia de fallas?

• ¿Cómo seŕıa el comportamiento de una máquina que distribuye unifor-
memente sus decisiones?

En las secciones siguientes haremos un análisis sobre los valores de diag-
nosticabilidad sobre el modelo de las máquinas clasificadoras para obtener
estas respuestas.
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Para la resolución de estas preguntas procedemos a aplicar el algoritmo
presentado en la Sección 4 para hacer un análisis sobre los valores de diag-
nosticabilidad del modelo de las máquinas clasificadoras.

Por simpleza, representamos a cada evento con su primera letra, es de-
cir que a partir de ahora el conjunto Σ = {preparada, entra manzana,
incorrecta pos, A, B, reset, mala muestra, sidra, jugo, listo} pasa a
ser Σ = {p, e, i, A, B, r, m, s, j, l}. Además, utilizamos πes para denotar
π(s)(e).

6.3.1. Diagnosticador de decisión

Aplicando las definiciones de la Sección 4.2.1 procedemos a construir el
Diagnosticador de decisión para el modelo de la máquina clasificadora de la
Figura 14. Este Diagnosticador se compone de ocho estados y puede verse en
la Figura 15.
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s(17) j(18)
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Figura 15: Diagnosticador de decisión del modelo de la Figura 14

Los estados sombreados son los estados ambiguos del Diagnosticador. Las
matrices de transiciones del Diagnosticador son las siguientes:

(1)
[
1
]

(2)
[
0,05·πA3 πA4 ·0,1425 πA4 ·0,0475 πA4 ·0,76

]
(3)
[
0,05·πB3 πB4 ·0,285 πB4 ·0,095 πB4 ·0,57

]
(4)
[
0,05·πr3

]
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(5)


πA3 0 0 0
0 πA4 ·0,15 πA4 ·0,05 πA4 ·0,8
0 0 0 0
0 0 0 0

 (6)


πB3 0 0 0
0 πB4 ·0,3 πB4 ·0,1 πB4 ·0,6
0 0 0 0
0 0 0 0



(7)


0 0
0 0
0 πs7
πs6 0

 (8)


0 0
0 0

0 πj7
πj6 0

 (9)


πr3
0
0
0

 (10)
[
1
]

(11)

[
1 0
0 1

]

(12)
[
0,05·πA3 πA4 ·0,1425 πA4 ·0,0475 πA4 ·0,76

]
(13)

[
0,05·πB3 πB4 ·0,285 πB4 ·0,095 πB4 ·0,57

]
(14)

[
0,05·πr3

]

(15)


πA3 0 0 0
0 πA4 ·0,15 πA4 ·0,05 πA4 ·0,8
0 0 0 0
0 0 0 0

 (16)


πB3 0 0 0
0 πB4 ·0,3 πB4 ·0,1 πB4 ·0,6
0 0 0 0
0 0 0 0



(17)


0
0
πs7
πs6

 (18)


0
0

πj7
πj6

 (19)


πr3
0
0
0

 (20)
[
1
]

A partir del Diagnosticador de decisión procedemos a extraer una cadena
de Markov para continuar con el análisis de diagnosticabilidad.

6.3.2. Cadena de Markov y su análisis asintótico

El siguiente paso del algoritmo consiste en la extracción de la cadena
de Markov a partir de D. Aplicando el procedimiento de la Sección 4.2.4
obtenemos una cadena Π(D) que consta de 22 elementos, dados por cada una
de las componentes presentes en los estados de D. La matriz de transiciones
entre los estados de esta cadena puede encontrarse en la Figura 16.

La cadena de Markov tiene tres clases de recurrencia. Éstas son fáciles de
ubicar en la matriz de transiciones, y se corresponden con las componentes
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de los estados q4 = {(8, N), (8, F )} y q7 = {(8, F )} del Diagnosticador de
decisión. Denotamos estas clases de recurrencia con ζ1 = {(q4, 8, N)}, ζ2 =
{(q4, 8, F )} y ζ3 = {(q7, 8, F )}.

Separando las filas y columnas correspondientes a clases recurrentes po-
demos ordenar la matriz de transiciones en su forma canónica compuesta de
submatrices Q, R y C, como se explica en la Sección 4.2.5. Haciendo uso de
estas matrices y con la ayuda del software matemático SageMath [18] calcu-
lamos las matrices N = (I −Q)−1 y B = N ·R. Por cuestiones de espacio, a
continuación listamos únicamente las expresiones obtenidas para las primeras
filas de las matrices N y B:

N(q0,0,N),(q0,0,N) = 1

N(q0,0,N),(q1,1,N) = 1

N(q0,0,N),(q2,3,F ) = −0,05πA
3 +0,05πB

3

−1+πA
3 +πB

3

N(q0,0,N),(q2,4,N) = − 0,14πA
4 +0,28πB

4

−1+0,15πA
4 +0,3πB

4

N(q0,0,N),(q2,5,N) =
0,0002πA

4
2−0,048πA

4 −0,095πB
4

−1.+0,15πA
4 +0,3πB

4

N(q0,0,N),(q2,6,N) =
0,02πA

4 πB
4 −0,76πA

4 −0,57πB
4

−1+0,15πA
4 +0,3πB

4

N(q0,0,N),(q3,0,F ) = −(0,05πA
3 −0,05+0,05πB

3 +0,0025πr
3)πr

3

(−1+0,05πr
3+πA

3 +πB
3 )

2

N(q0,0,N),(q5,1,F ) = −0,05
πr

3

−1+0,05πr
3+πA

3 +πB
3

N(q0,0,N),(q6,3,F ) = 0,05
πr

3 (0,05πA
3 +0,05πB

3 )
(−1+πA

3 +πB
3 )(−1+0,05πr

3+πA
3 +πB

3 )

N(q0,0,N),(q6,4,F ) =
(0,001πA

4
2
+0,0042πA

4 πB
4 +0,0042πB

4
2−0,007πA

4 −0,014πB
4 )πr

3

(−1+0,15πA
4 +0,3πB

4 )
2
(−1+0,05πr

3+πA
3 +πB

3 )

N(q0,0,N),(q6,5,F ) =
−0,05πr

3

(−1+πA
3 +πB

3 )(−1+0,05πr
3)(−1+0,15πA

4 +0,3πB
4 )(−1+0,05πr

3+πA
3 +πB

3 )
·

( 0,048πA3 π
A
4 + 0,095πA3 π

B
4 + 0,048 πB3 π

A
4 + 0,095πB3 π

B
4

−0,0002πA3 π
A
4

2 − 0,0002πB3 π
A
4

2
+ 0,0024πA4 π

r
3

+0,0048πB4 π
r
3 − 0,00001πA4

2
πr3 + 0,0002πA4

2

−0,0024πr3 π
A
3 π

A
4 + 0,00001πr3 π

A
3 π

A
4

2 − 0,0048πr3 π
A
3 π

B
4

−0,0024πr3 π
B
3 π

A
4 + 0,00001πr3 π

B
3 π

A
4

2 − 0,0048πr3 π
B
3 π

B
4

−0,00003πA4 π
r
3 π

B
4 − 0,048πA4 − 0,095 πB4 )
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N(q0,0,N),(q6,6,F ) =
πr

3 0,05

(−1+πA
3 +πB

3 )(−1+0,05πr
3)(−1+0,15πA

4 +0,3πB
4 )(−1+0,05πr

3+πA
3 +πB

3 )
·

(−0,001πr3 π
A
3 π

A
4 π

B
4 − 0,001 πr3 π

B
3 π

A
4 π

B
4 − 0,76 πA3 π

A
4

−0,57 πA3 π
B
4 − 0,76πB3 π

A
4 − 0,57 πB3 π

B
4 − 0,038πA4 π

r
3

−0,028 πB4 π
r
3 + 0,0002πA4

2
πr3 + 0,0001πB4

2
πr3

−0,016 πA4 π
B
4 + 0,016πB3 π

A
4 π

B
4 + 0,038 πr3 π

A
3 π

A
4

+0,028 πr3 π
A
3 π

B
4 + 0,038 πr3 π

B
3 π

A
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B
3 π

B
4
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r
3 π

B
4 + 0,016 πA3 π

A
4 π

B
4 + 0,76πA4 + 0,57 πB4 )

B(q0,0,N),(q4,8,N) =
(0,02πA

4 πB
4 −0,76πA

4 −0,57πB
4 )(πs

6+πj
6)

−1+0,15πA
4 +0,3πB

4

B(q0,0,N),(q4,8,F ) =
(0,0002πA

4
2−0,048πA

4 −0,095πB
4 )(πs
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7)

−1+0,15πA
4 +0,3πB

4
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3(πs
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7)
(−1+πA
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3 )(−1+0,05πr

3)(−1+0,15πA
4 +0,3πB

4 )(−1+0,05πr
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3 +πB
3 )
·

(0,048 πA3 π
A
4 + 0,095 πA3 π

B
4 + 0,048πB3 π

A
4 + 0,095πB3 π

B
4

−0,0002πA3 π
A
4

2 − 0,0002πB3 π
A
4

2
+ 0,0024πA4 π

r
3

+0,0048πB4 π
r
3 − 0,00001πA4

2
πr3 + 0,0002πA4

2
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A
3 π

A
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A
3 π

A
4
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4 + 0,00001πr3 π

B
3 π

A
4
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3 π

B
4

−0,00003πA4 π
r
3 π

B
4 − 0,048πA4 − 0,095 πB4 )

+
0,05πr

3 (πs
6+πj

6)
(−1+πA

3 +πB
3 )(−1+0,05πr

3)(−1+0,15πA
4 +0,3πB

4 )(−1+0,05πr
3+πA

3 +πB
3 )
·

(−0,001πr3 π
A
3 π

A
4 π

B
4 − 0,001 πr3 π

B
3 π

A
4 π

B
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A
4

−0,57 πA3 π
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A
4 − 0,57 πB3 π
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r
3

−0,028 πB4 π
r
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2
πr3 + 0,0001πB4

2
πr3

−0,016 πA4 π
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A
4 π
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A
3 π

A
4
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A
3 π

B
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B
3 π

A
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B
3 π

B
4
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3 π

B
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4 π

B
4 + 0,76πA4 + 0,57 πB4 )
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A partir de estos valores, podemos obtener expresiones para realizar un
análisis sobre los valores de diagnosticabilidad del modelo. Los conjuntos ζ¬d
y ζF están formados de la siguiente manera:

• ζ¬d = {ζ1, ζ2} = {{(q4, 8, N)}, {(q4, 8, F )}}

• ζF = {ζ2, ζ3} = {{(q4, 8, F )}, {(q7, 8, F )}}

Las ecuaciones para los valores de diagnosticabilidad del modelo son las si-
guientes:

• p¬d =
∑
ζ∈ζ¬d

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ
= B(q0,0,N),(q4,8,N) +B(q0,0,N),(q4,8,F )

• pF =
∑
ζ∈ζF

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ
= B(q0,0,N),(q4,8,F ) +B(q0,0,N),(q7,8,F )

• p¬F = 1− pF = 1−B(q0,0,N),(q4,8,F ) +B(q0,0,N),(q7,8,F )

• pF |¬d =

∑
ζ∈(ζ¬d∩ζF )

∑
λ∈ζ

BsΠ0 ,λ

p¬d
=

B(q0,0,N),(q4,8,F )

B(q0,0,N),(q4,8,N) +B(q0,0,N),(q4,8,F )

• p¬F |¬d = 1− pF |¬d = 1−
B(q0,0,N),(q4,8,F )

B(q0,0,N),(q4,8,N) +B(q0,0,N),(q4,8,F )

• avgstep =
r∑
i=1

NsΠ0 ,νi
=

N(q0,0,N),(q0,0,N) +N(q0,0,N),(q1,1,N) +N(q0,0,N),(q2,3,F )

N(q0,0,N),(q2,4,N) +N(q0,0,N),(q2,5,N) +N(q0,0,N),(q2,6,N)

N(q0,0,N),(q3,0,F ) +N(q0,0,N),(q5,1,F ) +N(q0,0,N),(q6,3,F )

N(q0,0,N),(q6,4,F ) +N(q0,0,N),(q6,5,F ) +N(q0,0,N),(q6,6,F )

A partir de estas ecuaciones podemos formular el problema de optimización.

6.3.3. Problema de optimización

Para responder a las preguntas que nos hicimos en la Sección 6.3, podemos
expresarlas como problemas de optimización sobre las expresiones calculadas.
Variando la función objetivo podemos obtener diferentes estrategias que re-
suelvan el no determinismo del MDP del modelo de la máquina clasificadora.
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Las variables del problema están dadas por las decisiones que la estrategia
debe resolver. Revisando el modelo vemos que no en todos los estados hay
que tomar decisiones, sino que esto sucede únicamente en los estados 3, 4, 6
y 7, por lo que las variables del problema son πA3 , πB3 , πr3, πA4 , πB4 , πs6, πj6, πs7
y πj7. Las restricciones sobre estas variables son las que determinan que sobre
cada estado exista una distribuciones de probabilidad sobre los eventos, es
decir:

• 0 ≤ πA3 , π
B
3 , π

r
3, π

A
4 , π

B
4 , π

s
6, π

j
6, π

s
7, π

j
7 ≤ 1

• πA3 + πB3 + πr3 = 1

• πA4 + πB4 = 1

• πs6 + πj6 = 1

• πs7 + πj7 = 1

Variando la función objetivo del problema podemos obtener comporta-
mientos diferentes del sistema. Por ejemplo, para saber si es posible que una
máquina clasificadora se comporte de manera tal que tenga la misma pro-
babilidad de fallar que de no hacerlo, basta con setear la función objetivo a
f(X) =

∣∣pF |¬d − p¬F |¬d∣∣ y minimizar su valor; si la función puede llevarse a
0, entonces dicho comportamiento es posible, y en caso contrario no lo es.
Para saber de qué manera debeŕıa comportarse una máquina para obtener
la mayor y la menor probabilidad de ocurrencia de fallas basta con setear la
función objetivo a f(X) = pF y maximizar/minimizar su valor para obtener
las estrategias buscadas. Para conocer los valores de diagnosticabilidad de
una estrategia que se comporte uniformemente basta con evaluar las expre-
siones sobre una estrategia que asigne uniformemente valores a la estrategia
y que cumpla con las restricciones.

En la siguiente tabla se resumen los resultados obtenidos para las distintas
estrategias buscadas (usamos ε para denotar un valor muy cercano a 0). La
solución a estos problemas fue calculada con el módulo para problemas de
optimización de SageMath [18].
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Estrategias min
∣∣pF |¬d−p¬F |¬d∣∣ min pF max pF dist. uniforme

π(3)(A) 0,333333 0,5− ε
2

0,333333 0,333333

π(3)(B) 0,333333 0,5− ε
2

0,333333 0,333333

π(3)(reset) 0,333333 ε 0,333333 0,333333

π(4)(A) ε 1− ε ε 0,5

π(4)(B) 1− ε ε 1− ε 0,5

π(6)(sidra) 0,5 0,5 0,5 0,5

π(6)(jugo) 0,5 0,5 0,5 0,5

π(7)(sidra) 0,5 0,5 0,5 0,5

π(7)(jugo) 0,5 0,5 0,5 0,5

p¬d 0,949982 0,949989 0,949982 0,949935

pF 0,185730 0,106225 0,185730 0,142857

p¬F 0,814270 0,89375 0,814270 0,857143

pF |¬d 0,142857 0,05913 0,142857 0,09683

p¬F |¬d 0,857143 0,940827 0,857143 0,902317∣∣pF |¬d−p¬F |¬d∣∣ 0,714286 0,881654 0,714286 0,804635

avgstep 3,631598 ∞ 3,631598 3,489326

Analizando los resultados de esta tabla, podemos concluir lo siguiente:

• La estrategia que minimiza el valor de
∣∣pF |¬d − p¬F |¬d∣∣ no logra redu-

cirla a valores cercanos a 0, por lo que no es posible que una máquina
tenga las mismas probabilidades de fallar que de no hacerlo.

• La estrategia que minimiza la ocurrencia de fallas en el sistema es
aquella que opta por hacer pruebas A en el estado 4, pero también
la que asigna una chance prácticamente nula a realizar reset en el
estado 3. Si bien esta es una estrategia posible en teoŕıa, en la práctica
es un comportamiento que no debeŕıa considerarse. Más aun, con esta
estrategia la máquina puede nunca llegar a enterarse el tipo de manzana
analizada imposibilitando al controlador central a darle la orden de
pasar a clasificar una nueva manzana, ya que una señal sidra o jugo

puede nunca llegar a ser emitida.

Por último aclaramos que si bien en nuestro análisis los valores asignados a
π(6)(jugo), π(6)(sidra), π(7)(jugo) y π(7)(sidra) no influyen en los cálculos
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de los valores de diagnosticabilidad (en este caso el optimizador siempre
decidió asignarles el valor 0,5), si pasamos por alto el requerimiento de la
Sección 4.2.5 de no truncar transiciones podŕıa darse un comportamiento
interesante. Consideremos la estrategia que asigna los siguientes valores:

• π(3)(A) 7→ 0,3

• π(3)(B) 7→ 0,3

• π(3)(reset) 7→ 0,4

• π(4)(A) 7→ 0,5

• π(4)(B) 7→ 0,5

• π(6)(sidra) 7→ 1

• π(6)(jugo) 7→ 0

• π(7)(sidra) 7→ 0

• π(7)(jugo) 7→ 1

Esta estrategia representa el caso en el que todas las manzanas analizadas
deben ser destinadas a la elaboración de sidra, pero siempre que se tome una
mala muestra se determina erróneamente que deben ser utilizadas para la
elaboración de jugo. Este comportamiento del sistema en particular resulta
completamente diagnosticable. Bajo esta estrategia, las fallas del sistema
quedan evidenciadas por algún evento observable: la falla incorrecta pos

queda evidenciada al observarse un evento reset y la falla mala muestra

siempre está inmediatamente seguida de un evento sidra.
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7. Conclusiones

En este trabajo hemos analizado el problema de diagnosticabilidad en
modelos que se comportan de manera probabilista. Si bien puede darse una
respuesta afirmativa o negativa con respecto a la diagnosticabilidad del sis-
tema, la información aportada por la probabilidad de las transiciones entre
los estados permite refinar esta respuesta, obteniendo probabilidades sobre
la ocurrencia de trazas no diagnosticables, junto con otros valores de interés.

Para el análisis sobre la diagnosticabilidad en estos modelos, mostramos
un método que consiste en la construcción de un Diagnosticador, el cual cap-
tura el comportamiento observable de un sistema y permite obtener informa-
ción sobre ocurrencia de fallas y de trazas no diagnosticables del sistema. Un
análisis sobre los valores obtenidos permite al diseñador del sistema decidir
si es necesario realizar cambios en el modelo para optimizar su diagnosticabi-
lidad o considerar que el sistema es suficientemente diagnosticable, evitando
aśı gastos innecesarios para incrementar observabilidad o la remodelación del
sistema.

El análisis sobre diagnosticabilidad realizado consistió en lo siguiente:

• Comenzamos el análisis sobre LTS como manera de introducción al
problema de verificación de diagnosticabilidad de un sistema.

• Analizamos modelos cuyas transiciones están acompañadas por su pro-
babilidad de ocurrencia, analizando diagnosticabilidad sobre pLTS.

• Desarrollamos un nuevo método aplicable a sistemas que mezclan no de-
terminismo junto con distribuciones de probabilidad, los cuales fueron
modelados como procesos de decisión de Markov. Incluso, un análisis
similar puede realizarse sobre autómatas probabilistas.

• Además mostramos como el Diagnosticador puede ser utilizado para
realizar diagnosis.

Inspirados por el método “Twin-Plant”, el cual redujo considerablemente
la complejidad de la verificación de diagnosticabilidad con respecto a algorit-
mos previos, como lineas de trabajos futuros nos interesa mejorar el método
desarrollado de manera tal que el análisis de diagnosticabilidad de un sistema
no necesite de un Diagnosticador.

También planeamos considerar el análisis de diagnosticabilidad sobre otros
tipos de formalismos probabiĺısticos como redes de Petri probabilistas y
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autómatas probabiĺısticos, en sistemas de tiempo real y en sistemas distri-
buidos.

Otras áreas que nos interesan son la verificación y análisis de distinguibi-
lidad y predecibilidad sobre sistemas probabiĺısticos.
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Apéndices

A. Optimización con restricciones lineales

A.1. Introducción

En esta sección hacemos una breve introducción al problema de optimi-
zación de funciones con restricciones lineales, lo cual es de vital importancia
para completar el análisis de diagnosticabilidad sobre MDP. Para esto, pre-
sentamos un resumen del algoritmo publicado en [1].

Este algoritmo sirve para resolver problemas de optimización donde las
restricciones están dadas por funciones lineales que determinan una región
acotada de posibles soluciones, y cuya función objetivo es una función con-
tinua diferenciable en casi todas partes, es decir, con una cantidad finita
de puntos donde no es diferenciable. El esquema de estos problemas es el
siguiente:

maximizar
X

f(X)

sujeto a gi(X) ≤ bi, i = 1, . . . ,m

hi(X) = ci, i = 1, . . . , p

donde f : Rn → R es la función objetivo, la cual es continua y diferenciable
en casi todos lados, gi(X) y hi(X) son restricciones lineales sobre las posibles
soluciones, las cuales determinan una región acotada de soluciones factibles
para el problema conocida como región factible.

El algoritmo se basa en la evaluación de la función objetivo en puntos
cŕıticos, ya sea estrictamente dentro de la región factible como aśı también
en sus caras, aristas y vértices. Se lo puede resumir en los siguientes pasos:

1. Encontrar los vértices que determinan la región factible.

2. Encontrar los puntos cŕıticos de la función objetivo usando su gradiente
y verificar si están dentro de la región factible.

3. Computar todos los puntos cŕıticos presentes en las caras y aristas de
la región factible restringiendo la función objetivo a los dominios dados
por dichas caras y aristas.
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4. Evaluar la función objetivo en todos los vértices y puntos cŕıticos en-
contrados y elegir la solución óptima.

A.2. Identificación de vértices, aristas y caras

El interior de la región factible está definido por el conjunto de vértices
que lo determinan. Las caras y aristas de la región factible están dadas por
ciertos subconjuntos de estos vértices.

A.2.1. Vértices

Las coordenadas de los vértices de la región factible se obtienen resolvien-
do los sistemas de ecuaciones que resultan de tomar algunas restricciones y
cambiar las desigualdades por igualdades. El número de vértices de la región
factible es a lo sumo

(
r
q

)
, donde q es la cantidad de variables del problema y

r es la cantidad de restricciones. Por lo tanto, si tomamos de a q ecuaciones
y resolvemos el sistema obtenemos una posible solución, y si dicha solución
cumple el resto de las restricciones, entonces es un vértice de la región facti-
ble.

Ejemplo: Supongamos que queremos encontrar los vértices de la región
factible dada por las siguientes restricciones:

3x1 + 2x2 ≤ 6

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

Esta región tiene a lo sumo
(

3
2

)
= 3 vértices, los cuales se obtienen resol-

viendo los siguientes sistemas de ecuaciones:

{
3x1 + 2x2 = 6

x2 = 0

{
3x1 + 2x2 = 6

x1 = 0

{
x1 = 0

x2 = 0

Las soluciones a estos sistemas son (2, 0), (0, 3) y (0, 0) respectivamente.
Como estas soluciones cumplen con todas las restricciones del problema, son
también los vértices de la región factible.
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A.2.2. Aristas y caras

El conjunto de aristas, y caras (de distintas dimensiones) están dadas por
subconjuntos de vértices que cumplen simultáneamente varias restricciones.
A continuación presentamos un método para determinar dichos subconjuntos
de vértices usando una tabla de restricciones-vértices.

Sea n el número de variables del problema, construimos una tabla con una
columna por cada vértice de la región factible y una fila por cada una de las
restricciones consideradas como igualdades. Luego agrupamos conjuntos de
vértices que cumplen simultáneamente algunas restricciones de la siguiente
manera:

• agrupamos los vértices que cumplen cada restricción. Cada conjunto
de vértices que satisface cada restricción define una cara en el caso
tridimensional o una arista en el caso bidimensional,

• agrupamos los vértices que cumplen de a dos restricciones simultánea-
mente. Cada conjunto de vértices que cumplen las mismas restricciones
definen aristas en el caso tridimensional,

• agrupamos los vértices que cumplen de a tres, cuatro, . . ., n − 1 res-
tricciones para obtener el resto de las caras en otras dimensiones.

Ejemplo: Consideremos la siguiente región factible:

x1 + x2 + x3 ≤ 10

3x1 + x3 ≤ 24

x1, x2, x3 ≥ 0

La región factible se puede ver en la Figura 17.
Los vértices de la región factible pueden ser calculados como vimos en

la sección anterior, y son los siguientes:

• v1 = (8, 0, 0)

• v2 = (8, 2, 0)

• v3 = (0, 10, 0)

• v4 = (0, 0, 10)

• v5 = (7, 0, 3)

• v6 = (0, 0, 0)

Construimos la tabla con las restricciones que cumple cada vértice, to-
mando las restricciones como igualdades:
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x1 x2

x3

v1

v2

v5

v6

v5

v3

Figura 17: Región factible del problema

Restricción v1 v2 v3 v4 v5 v6

x1 + x2 + x3 = 10 no si si si si no
3x1 + x3 = 24 si si no no si no

x1 = 0 no no si si no si
x2 = 0 si no no si si si
x3 = 0 si si si no no si

Las caras de la región factible están dadas por los vértices que cumplen
cada restricción:

Restricción en común Vértices
x1 + x2 + x3 = 10 v2, v3, v4, v5

3x1 + x3 = 24 v1, v2, v5

x1 = 0 v3, v4, v6

x2 = 0 v1, v4, v5, v6

x3 = 0 v1, v2, v3, v6

Por lo tanto la región factible tiene 5 caras, cada una delimitada por cada
grupo de vértices de la tabla.

Las aristas de la región factible están dadas por los vértices que cumplen
simultáneamente dos restricciones:
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Restricción 1 Restricción 2 Vértices
x1 + x2 + x3 = 10 3x1 + x3 = 24 v2, v5

x1 + x2 + x3 = 10 x1 = 0 v3, v4

x1 + x2 + x3 = 10 x2 = 0 v4, v5

x1 + x2 + x3 = 10 x3 = 0 v2, v4

3x1 + x3 = 24 x1 = 0 Ninguno
3x1 + x3 = 24 x2 = 0 v1, v5

3x1 + x3 = 24 x3 = 0 v1, v2

x1 = 0 x2 = 0 v4, v6

x1 = 0 x3 = 0 v3, v6

x2 = 0 x3 = 0 v1, v6

Por lo tanto la región factible tiene 9 aristas que unen a cada uno de los
pares de vértices de la tabla.

En un poliedro, si F es el número de caras, E el número de aristas y V
el número de vértices entonces debe darse que F + V = E + 2. En nuestro
ejemplo tenemos que 5 + 6 = 9 + 2, lo cual cumple la fórmula.

A.3. Representación paramétrica

La región factible está determinada por sus vértices. Cada punto dentro
de la región factible puede ser expresado como una combinación convexa de
los vértices. Una combinación convexa de los vértices v1, v2, . . . , vm está dada
por: {

m∑
i=1

λivi : 0 ≤ λi ≤ 1 ∧
m∑
i=1

λi = 1

}
. Por ejemplo, la arista que une los vértices vi y vj está dada por el conjunto
{λvi + (1 − λ)vj, 0 ≤ λ ≤ 1}. Llamamos representación paramétrica a la
representación de una región como una combinación de sus vértices.

Ejemplo: Queremos representar la región factible definida por las siguien-
tes restricciones en forma paramétrica:

−3x1 + x2 ≤ 6

x1 + 2x2 ≤ 4

x2 ≥ 3

Los vértices de esta región son los siguientes:
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• v1 = (−3,−3) • v1 = (10,−3) • v1 = (−8

7
,
18

7
)

La representación paramétrica de la región factible con parámetros λ1, λ2

y λ3 para el primer, segundo y tercer vértice es

{(x1, x2) |x1 = −3λ1 + 10λ2 −
8

7
λ3 ∧ x2 = −3λ1 − 3λ2 +

18

7
λ3}

para todos los λ1, λ2, λ3 ≥ 0 tales que λ1 + λ2 + λ3 = 1. Cualquier punto
de la región factible puede obtenerse asignando valores para λ1, λ2 y λ3.

A.4. Cálculo de la solución óptima

Para computar el punto óptimo de la región factible procedemos de la
siguiente manera:

Paso 1: Encontrar los vértices que determinan la región factible resolviendo
(
r
q

)
sistemas de ecuaciones.

Paso 2: Computar puntos cŕıticos interiores. Para ello computar el gradiente de
la función objetivo y analizar los puntos donde se anula o donde está
indefinido. Descartar aquellos puntos que no cumplan con las restric-
ciones.

Paso 3: Computar puntos cŕıticos en caras y aristas de la región factible. Para
ello expresamos las caras y aristas en forma paramétrica y buscamos
puntos cŕıticos calculando el gradiente y analizando donde se anula o
queda indefinido usando la regla de la cadena.

Paso 4: Evaluar la función objetivo en los vértices y puntos cŕıticos encontrados.
Elegir la solución óptima.

Ejemplo: Obtener una solución óptima para el siguiente problema:

maximizar
X

f(X) = 5x1 − x2
1 + 8x2 − 2x2

2

sujeto a 3x1 + 2x2 ≤ 6

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

Paso 1: Notar que las restricciones son similares a las restricciones del ejemplo
del cálculo de vértices, por lo que los vértices de la región factible son:
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• v1 = (2, 0) • v2 = (0, 3) • v3 = (0, 0)

Paso 2: El gradiente de la función objetivo es ∇f(X) = (5 − 2x1, 8 − 4x2), la
cual se anula en el punto (5

2
, 2), el cual no cumple con la restricción

3x1 + 2x2 ≤ 6. Por lo tanto no hay puntos cŕıticos estrictamente en el
interior de la región factible.

Paso 3: La región factible contiene tres aristas:

Arista 1: Esta arista está dada por el segmento que une los vértices v1 =
(2, 0) y v2 = (0, 3). Usando la combinación convexa de los vértices
damos la representación paramétrica del segmento:

{(x1, x2) |x1 = 2λ1 ∧ x2 = 3 λ2︸︷︷︸
(1−λ1)

}

La derivada de f(X) con respecto a λ1 es:

f ′(λ1) =
2∑
i=1

∂f(X)

∂xi
· ∂xi
∂λ1

= (5−2x1)(2)+(8−4x2)(−3) = 22−44λ1

La derivada se anula en λ1 = 1
2
, lo cual se corresponde con el

punto c1 = (1, 3
2
), que cumple con las restricciones del problema.

Arista 2: Esta arista está dada por el segmento que une los vértices v1 =
(2, 0) y v3 = (0, 0). Su representación paramétrica es:

{(x1, x2) |x1 = 2λ1 ∧ x2 = 0}

La derivada de f(X) con respecto a λ1 es:

f ′(λ1) =
2∑
i=1

∂f(X)

∂xi
· ∂xi
∂λ1

= (5−2x1)(2)+(8−4x2)(0) = 10−8λ1

la cual se anula cuando λ1 = 5
4
, lo cual se corresponde con el punto

c2 = (5
2
, 0), el cual no cumple con la restricción 3x1 + 2x2 ≤ 6.

Arista 3: Esta arista está dada por el segmento que une los vértices v2 =
(0, 3) y v3 = (0, 0). Su representación paramétrica es:

{(x1, x2) |x1 = 0 ∧ x2 = 3λ1}
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La derivada de f(X) con respecto a λ1 es:

f ′(λ1) =
2∑
i=1

∂f(X)

∂xi
· ∂xi
∂λ1

= (5−2x1)(0)+(8−4x2)(3) = 24−36λ1

La derivada se anula en λ1 = 2
3
, lo cual se corresponde con el

punto c3 = (0, 2), que cumple con las restricciones del problema.

Paso 4: El resultado de evaluar la función en los vértices y puntos cŕıticos de
la región cŕıtica es:

• f(v1) = 4

• f(v2) = 6

• f(v3) = 0

• f(c1) = 11,5

• f(c3) = 8

Si comparamos estos resultados, llegamos a la conclusión de que la
solución óptima se da en el punto c1 = (1, 3

2
), maximizando la función

objetivo al valor f(c1) = 11,5.
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