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Resumen

Revisamos la teoria de LMP (Labelled Markov Processes), desarrollada en [99Des],
cuyos conceptos mas importantes son la relacion de bisimulaciéon y su caracterizacion por
una légica modal simple £-. En dicho trabajo tenfan importancia fundamental ciertos
resultados de teoria de conjuntos descriptiva (espacios Polacos y conjuntos analiticos,
[95Kec|) v teoria de la medida (A-7 de Dynkin, [86Bil]). Estudiamos en detalle la teoria
necesaria para probar estos resultados, logrando un entendimiento més profundo de las
razones que llevaron a emplear espacios analiticos como base de la teoria de LMP.

Partiendo de las definiciones de [06W-D’A], introducimos el concepto de NLMP (Non-
deterministic LMP) y adaptamos el teorema de caracterizacion logica de la bisimulacion
a este nuevo tipo de procesos, empleando extensiones apropiadas de L. y trabajando
sobre espacios Polacos de estados en vez de analiticos.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de LMP (Labelled Markov Processes) desarrollada en [99Des| se ocupa del
analisis de sistemas probabilistas sobre un espacio de estados continuo, e introduce una
nocion de equivalencia entre tales sistemas —la relacion de bisimulacion, inspirada en la
version discreta de [91LS|— que formaliza el concepto de que dos sistemas tengan el mismo
“comportamiento observable”. La tarea de analizar y razonar sobre un sistema, se hace
mucho més precisa si se establecen métodos formales a tal fin. Un método formal es un
conjunto de lenguajes, técnicas y herramientas de gran rigor matematico, empleado para
especificar (describir) y verificar sistemas. Un objetivo general en esta area es abordar
el estudio de las propiedes observables de los LMP mediante métodos formales. Como
primer paso en esta direccién, se probd que la bisimulacién estd caracterizada por una
logica modal simple £- (sin negacién), siendo equivalentes solo aquellos sistemas con
las mismas propiedades definibles en dicha logica. Para demostrar este resultado fueron
esenciales algunos teoremas y técnicas de teoria de la medida, junto con propiedades de
los espacios analiticos.

Tomando esto como motivaciéon, estudiamos los conceptos bésicos de teoria descriptiva
de conjuntos necesarios para llegar a demostrar toda la maquinaria matemética emplea-
da en [99Des|, y comprender con mas profundidad las razones que llevaron a emplear
espacios analiticos en la definicion. A partir de ahi, buscamos extender los resultados de
caracterizacion logica a procesos no deterministas (los NLMP, Non-deterministic Labelled
Markov Processes), partiendo de las definiciones basicas de [06W-D’A|. Veremos que la
teoria de NLMP y LMP puede construirse tomando solo espacios Polacos como conjuntos
de estados, que si bien son menos generales que los analiticos, tienen una definicion menos
técnica y un poco mas cercana a la intuicion. Esto es posible si definimos las relaciones
sobre un mismo sistema (prescindiendo del enfoque categorico), lo que evita trabajar con
espacios cociente (una de las principales razones para emplear espacios analiticos de esta-
dos en [99Des]|). Reconstruimos el teorema de caracterizacion para nuestras definiciones, e
introducimos un conjunto de loégicas modales més expresivas para varias familias cada vez
méas amplias de NLMP (llegando hasta los NLMP de imagen finita, aquellos con grados
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finitos arbitrarios de no determinismo).

El capitulo 2 abarca los contenidos de teoria descriptiva de conjuntos y teoria de la
medida. Alli definimos las herramientas bésicas (espacios métricos, arboles, espacios de
Cantor y de Baire) y realizamos un breve estudio de los espacios Polacos, y sus sub-
conjuntos Borel y analiticos. Es de fundamental importancia en la teoria de NLMP el
Teorema de Separacion de Lusin, y sus aplicaciones a las relaciones de equivalencia Borel
(Teorema de Blackwell) y a la medibilidad de ciertas proyecciones (Lusin-Novikov). Al
final del capitulo probamos dos resultados ttiles sobre coincidencia de medidas. El pri-
mero de ellos aparecia sin prueba en [99Des]|, el segundo es un lema que probamos para
poder caracterizar la bisimulacién en 2-NLMP por una logica simple.

En el capitulo 3, partiendo de [06W-D’A], se introducen las definiciones béasicas de
NLMP y la relacion de bisimulacion sobre ellos, junto con las pruebas de algunas propie-
dades de esta relacion. Se incluye una secciéon de “interfaz con Desharnais”, que muestra
como adaptar nuestras definiciones a las de [99Des|. Definimos luego las logicas modales
a emplear en la caracterizacion. Por tltimo se aborda la prueba de caracterizacion logica,
dando una prueba estructural que engloba todas aquellas propiedades que no dependen de
la logica usada. Una vez hecho esto, probar la caracterizacion para una légica en particu-
lar se reducira a probar que ésta satisface una cierta hipoétesis de coincidencia de medidas.
Concluimos aplicando lo anterior a la prueba de caraterizacion de la bisimulacion para
cuatro clases de NLMP por distintas 16gicas modales.



Capitulo 2

Teoria de Conjuntos Descriptiva

2.1. Introduccién

La teoria de conjuntos descriptiva es el estudio de los conjuntos definibles en espacios
Polacos (i.e., espacios completamente metrizables y separables). En esta teoria los con-
juntos son clasificados en jerarquias, de acuerdo a la complejidad de sus definiciones, y
la estructura de los conjuntos en cada nivel de tales jerarquias es analizada sistemética-
mente.

La primera clase que se estudia es la de los conjuntos Borel, que son los que se
obtienen a partir de los abiertos de un espacio Polaco dado, mediante las operaciones
de complementacién y uniéon numerable. Esta clase puede organizarse en una jerarquia
transfinita de longitud w; (el primer ordinal no numerable), pero no entraremos en los
detalles de esta estructura en este trabajo.

Mas alla de la clase de los conjuntos Borel, tenemos la de los conjuntos proyectivos, que
son aquellos que se obtienen a partir de los conjuntos Borel mediante las operaciones de
proyeccion (o imagen continua) y complementacion. La clase de los conjuntos proyectivos
forma una jerarquia de longitud w (el primer ordinal infinito), que incluye a los analiticos
(X1) (imagenes continuas de Borel) y co-analiticos(31) (complementos de analiticos).

Comenzaremos estudiando las propiedades fundamentales de los espacios Polacos e
introduciremos algunas herramientas basicas de la teoria. Luego veremos algunos resul-
tados importantes sobre conjuntos Borel, analiticos y co-analiticos, y veremos algunas
conexiones con la teoria de la medida que seran aplicadas en el tercer capitulo a la teoria
de NLMP.

2.2. Espacios Métricos

Repasamos a continuacion algunas definiciones y propiedades bésicas relacionadas con
los espacios métricos, que seran la base de nuestro trabajo con espacios Polacos.
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Definicién 1. Un espacio métrico es un par (X, d), con un conjunto X y una funcion
d: X — [0,00) que satisface

1) dlz,y) =0 x=uy;
1) d(z,y) = d(y, );
1) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y).
Dicha funcién se denomina una métrica sobre X.

La bola abierta con centro x y radio r se define como
B(xz,r) = By(z,r) :={y € X : d(x,y) <r}

Las bolas abiertas son base de una topologia, denominada la topologia del espacio
métrico y denotada por 7.
Para cualquier conjunto A C X, definimos

diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}

(con diam()) = 0, por convencion).

Un espacio topologico (X, 7) se dice metrizable si existe una métrica d sobre X tal
que 7 es la topologia de (X, d). En este caso decimos que la métrica d es compatible
con 7. Si 7T es metrizable con métrica compatible d, entonces la métrica

"
S
también es compatible y d’ < 1.

Un subconjunto D € X de un espacio topologico X es denso si D N U # () para
todo abierto no vacio U. Un espacio X que contiene un conjunto denso numerable se
denomina separable. Recordemos que un espacio topologico se dice No si tiene una
base numerable. Todo espacio Ny es separable (pero el reciproco no es cierto). Si X es
metrizable, entonces X es separable si y s6lo si es Ny, por lo que usaremos estos términos
de forma equivalente.

Recordemos que el producto de una familia {X;};c; de espacios topologicos es el
espacio topologico sobre el producto cartesiano [ [, ; X; con la topologia generada por los
conjuntos de la forma [[. U;, donde U; es un abierto en X; para cada i y U; = X; para
todos salvo una cantidad finita de 7. Esta es la menor topologia tal que las proyecciones
7; : (z;)ier — x; son continuas. Si X; = X para todo i € I, denotamos X' := [Lic; X

El producto de una sucesion de espacios métricos {(X,, d,) }nen es el espacio métrico
(I1,, X»,d), donde

[e.9]

d(z,y) =) 27" (T, Yn)

— 1+ dp(2n, yn)
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con z = {x,}, y = {yn}. La topologia de este espacio métrico es el producto de las
topologias de {(X,,d,)}. Por lo tanto el producto de una sucesion de espacios topologicos
metrizables es metrizable. Mas atn, el producto de una sucesiéon de espacios metrizables
separables es también separable.

2.3. Arboles

El concepto de arbol es una herramienta combinatoria basica en la teoria de conjuntos
descriptiva. La nocion de arbol empleada en este contexto, es diferente de la usada en
teoria de grafos o en teoria de conjuntos combinatoria, aunque estan muy relacionadas.

2.3.1. Definiciones Basicas

Definicion 2 (Sucesiones finitas). Sea A un conjunto no vacio y n € N. Denotamos con
A™ al conjunto de todas las sucesiones finitas s = (s(0),...,s(n — 1)) = (soy..., Sn—1)
de longitud n (n-uplas). Definimos para n = 0, A’ = {(}}, donde ) denota la sucesion
vacia. La longitud de una sucesion finita s se denota long(s), con long(@)) = 0. Si s € A”
y m < n, definimos sjm = (sg,...,8m_1), con s[0 = (). Si s,t son sucesiones finitas
de A, decimos que s es un segmento inicial de ¢ y que t es una extensiéon de s (en
simbolos, s C t) si s = t/m para algin m < long(¢). Por lo tanto () C s, para cualquier s.
Dos sucesiones finitas se dicen compatibles si son comparables por el orden parcial C e
incompatibles en caso contrario. Usamos s_Lt para indicar que s y t son incompatibles.
Por tltimo, sea

A<N _ U AP
neN
el conjunto de todas las sucesiones finitas de A. La concatenaciéon de s = (s;)i<n,
t = (tj)j<m es la sucesion st = (sg,...,Sn—1,%0,---,tm—1). Escribimos s"a para denotar

s"(a), cuando a € A.

Sea AN el conjunto de todas las sucesiones infinitas z = {z(n)} = {z,} de elementos
de A. Siz € AN yn €N, sea zln = (2¢,...,7,_1) € A" Decimos que s € A" es un
segmento inicial de z € A" si s = z|n. Escribimos s C x si s es un segmento inicial de
x. También, para s € AN, definimos la concatenacién de s, z como la sucesion infinita
s'w =y, con y(i) = s(i) para i < long(s) y y(long(s)+i) = x(7).

Definicién 3 (Arbol). Un arbol en un conjunto A es un subconjunto 7' C A<N cerrado
por segmentos iniciales; es decir, sit € Ty s C t, entonces s € T. (En particular, ) € T
si T es no vacio.) Llamamos a los elementos de 7" los nodos de 7. Una rama infinita
de T es una sucesion z € AN tal que z|n € T, para todo n. El cuerpo de T, se denota
[T] v es el conjunto de todas las ramas infinitas de T', o sea

[T) = {z € AV : ¥n(z|n € T)}
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Finalmente, un arbol se dice podado si cada s € T tiene una extension propia t ; s, t e
T. Notese que un arbol podado estd completamente determinado por su cuerpo [T, pues
todo nodo es segmento inicial de alguna rama infinita.

2.3.2. Arboles y Conjuntos Cerrados

Cualquier conjunto A puede verse como un espacio topoldgico con la topologia discreta
7T = P(A). Este espacio resulta metrizable con la métrica d(a,b) = 1, si a # b. Luego
AN visto como el espacio producto de infinitas copias de A es metrizable con la métrica:
d(z,y) =271 si x # y y n es el menor indice con x,, # y,,.

La base estandar para la topologia de A" esta formada por los conjuntos

N, ={r e AV : s C 1},

donde s € A<N. Notemos que s Ct < N, D N,y s1t & N, NN, = 0.
Si {z,} es una sucesion en AN y x € AN, z,, — x si y solo si Vidn, : x,(i) = x(i) para
n > n;.

Proposicion 1. La funcion T +— [T] es una biyeccidn entre drboles podados y conjuntos
cerrados de AN. Su inversa estd dada por

F—Tr={zn:z€ F,neN}
Tr se denomina el drbol de F.

Prueba. Sea T un arbol podado y veamos que [T es cerrado. Sea x un punto de acumu-
lacion de [T]. Existe entonces una sucesion {x,} C [T] con x, — x. Luego, para todo
m € N existe n € N tal que z,,|m = z|m. Deducimos que Vm € Nz|m € T, de donde
xz e [T

Es claro que T4 es un arbol podado para todo A C AY. Ademas, por lo probado en el
parrafo anterior, se puede ver que [T4] = A. Luego, para todo F cerrado en AN resulta

[Tr] = F, y entonces T' — [T] es una biyeccion entre arboles podados y cerrados en
AN, O

Definicién 4. Sean S, T arboles (sobre conjuntos A, B, resp.). Una funcion ¢ : S — T
se dice monétona si s C ¢t implica ¢(s) C ¢(t). A cada ¢ mondtona se le asocia de modo
natural una funcién sobre ramas infinitas con dominio

D(p) := {z € [5] : limlong(p(z[n)) = oo},

y luego, para x € D(p),

o (x) = Je(xln) € [T]

¢ se dice propia si D(¢) = [S], es decir, si ¢* tiene sentido para toda rama infinita.
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Si X es un espacio topologico, los conjuntos de la forma (), Uy, con U, abiertos,
se denominan conjuntos Gs; y los de la forma |J, . Fn, con F), cerrados, se denominan
conjuntos Fy.

Proposicion 2. El conjunto D(p) es Gs en [S] y ¢* : D(p) — [T] es continua.

Prueba. Tenemos = € D(p) < Vnam(long(yp(x|m)) > n), entonces D(p) = (), Uy, con
U, = {z : 3m(long(p(xz|m)) > n)} abierto (porque ylm = x|m Yy € Nyjm).

Para ver que ¢* es continua, notemos que los conjuntos V; := [T| N N, forman una
base de la topologia de [T] y (¢*)"1 (V) = U{N: N D(p) : s € S,(s) Dt} es un abierto
en D(p). O

Un conjunto cerrado F' en un espacio topologico X es un retracto de X si existe una
funcion continua sobreyectiva f : X — F tal que f(z) =z para z € F.

Proposicién 3. Sean F C H dos conjuntos cerrados no vacios de AN. Entonces F es un
retracto de H.

Prueba. Sean S,T &rboles podados con [S] = F' y [I'] = H. Definiremos una funcién
mondétona propia ¢ : T — S con ¢(s) = s para s € S (notese que S C T'). Por la
proposiciéon anterior resultard que F' es un retracto de H via f = ¢*.

Definimos ¢(t) por induccion en long(t). ¢(0) = 0, y dado ¢(t), definimos ¢(t"a) para
a€ Ay taecT como sigue: sit'a € S, sea p(t'a) =t"a. Sit'ad¢ S, sea p(t’a) = p(t)b
para cualquier b tal que ¢(t)°b € S, que existe ya que S es un arbol podado. O

2.4. Espacios Polacos

2.4.1. Definiciones y Ejemplos

Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesiéon de Cauchy es una sucesion {z,} de
elementos de X tal que lim,, ,,—00 d(Zm, ) = 0. Decimos que (X, d) es completo si toda
sucesion de Cauchy tiene un limite en X.

Para cualquier espacio métrico (X, d) existe un espacio métrico completo (X , cZ) tal
que (X,d) es un subespacio de (X,c?) v X es denso en X. Este espacio es tnico salvo
isometrias y se denomina la completaciéon de (X, d). Claramente, X es separable si y
s6lo si X es separable.

Definicién 5. Un espacio topologico X es completamente metrizable si admite una
métrica compatible d tal que (X, d) es completo. Un espacio completamente metrizable
y separable se denomina espacio Polaco.

Las siguientes propiedades son faciles de verificar
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Proposicion 4. 1) La completacion de un espacio métrico separable es un espacio Po-

11)

111)

laco.
Todo subespacio cerrado de un espacio Polaco es Polaco.

El producto de una sucesion numerable de espacios completamente metrizables (resp.
Polacos) es completamente metrizable (resp. Polaco). La suma de una familia de
espacios completamente metrizables es completamente metrizable. La suma de una
sucesion de espacios Polacos es un espacio Polaco.

Ejemplo 1.

)

1)

111)

V)

El intervalo abierto (0,1) es Polaco (por ser homeomorfo a R), a pesar de que su
métrica usual no es completa.

Cualquier conjunto A con la topologia discreta es completamente metrizable, y si A
es numerable resulta ser Polaco.

El espacio AN, visto como el producto de infinitas copias de A con la topologia dis-
creta, es completamente metrizable y si A es numerable, es Polaco. Son de particular
importancia los casos A =2 ={0,1} y A =N el espacio de Cantor:

c=2N

N =N
el espacio de Baire.

Un ejemplo un poco mas sorprendente es Irr:= R\ Q, el espacio de los irracionales
con la topologia inducida por R. Usando el desarrollo en fracciones continuas, el
conjunto TrrN(0, 1) resulta homeomorfo a (N '\ {0})Y, y entonces Trr es homeomorfo
a N y por lo tanto Polaco.

2.4.2. Extensiones de Funciones Continuas y Homeomorfismos

Sea X un espacio topologico, (Y, d) un espacio métrico, A C X,y f: A — Y. Defini-
mos la oscilacién de f en x € X como

oscy(z) = inf{diam(f(U)) : U entorno abierto de x}

(donde se entiende que f(U) = f(ANU)). Notar que si x € A, entonces [ es continua
en x siy solo si oscy(z) = 0. Definiendo A, = {z € X : oscs(x) < €}, notemos que A,
es abierto y {z : oscy(x) = 0} =), A1/n es un conjunto G5. Hemos probado entonces la
siguiente proposicion
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Proposicion 5. Sea X un espacio topoldgico, Y un espacio metrizable, y f: X — Y.
Entonces los puntos de continuidad de f forman un conjunto Gy.

Usaremos la siguiente propiedad basica de los espacios metrizables

Proposicion 6. Si X es metrizable, entonces todo cerrado es un Gs (y por lo tanto todo
abierto es un F,).

Prueba. Sea d una métrica compatible con X. Para x € X, ) # A C X, € > 0 definimos
la e-bola alrededor de A, B(A,¢) := {z : d(x,A) < €}, donde d(z, A) = inf{d(z,y) :
y € A}. Como |d(z, A) — d(y,A)| < d(z,y) resulta B(A,¢) abierta. Por otro lado, si
() # F C X es cerrado entonces

F =(B(F,1/n)

y luego F' es un Gjy. m
Usando las ideas anteriores podemos probar el siguiente teorema de extension

Teorema 7 (Kuratowski). Sean X metrizable, Y completamente metrizable, ACX, y
f: A=Y continua. Entonces existe G un conjunto G5 con A C G C A y una extension
continua g : G —Y de f.

Prueba. Sea G = AN {z : oscy(x) =
como f es continuaen 4, A C G C A.

Ahora sea ¥ € G. Como = € A, existe una sucesion {z,} C A con z, — . Lue-
go lim,, diam(f({zn, nt1,-..})) = 0, y entonces {f(x,)} es de Cauchy y por lo tanto
converge en Y. Sea

0}. Por las proposiciones anteriores G es un Gs y

() = lim f(z)

Es facil verificar que g esta bien definida (i.e., no depende de la eleccion de {z,}) v
extiende a f. Por ultimo, para ver que g es continua en G, tenemos que ver que osc,(z) =0

para todo z € G. Si U es abierto en X, entonces g(U) C f(U), de donde se sigue que
diam(G(U)) < diam(f(U)), y luego oscy(x) < oscs(x) = 0. O

El siguiente teorema caracteriza los subespacios de espacios Polacos que son Polacos
(con la topologia relativa).

Teorema 8. 5i X es metrizable y Y C X es completamente metrizable, entonces Y es
un Gs en X. Reciprocamente, si X es completamente metrizable y Y C X es un Gj,
entonces Y es completamente metrizable. En particular, un subespacio de un Polaco es
Polaco si y solo si es un Gy.
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Prueba. Para la primera parte, consideremos la identidad idy : Y — Y. Como es conti-
nua, existe un Gy con Y CGCY y una extension continua g : G — Y de idy. Como Y
es denso en G, g = idg, y entonces Y = G.

Probamos la segunda afirmacion. Sea Y = (" U,, con U, abierto en X para todo n.
Sea F,, = X \ U,. Sea d una métrica completa compatible con X. Definamos una nueva
métrica en Y, como sigue

Z(zy) = d(z,y) + Y min {2
n=1

Para ver que d’ es una métrica compatible con la topologia de Y, debemos ver que
Ty = Ty. Como d'(x,y) > d(x,y), tenemos By (x,r) C By(z,r), Vx € Y,r > 0,y
entonces 7y O T;. Veamos ahora que 7y C 7. Para ello debemos probar que para
toda bola Bd/(x, €) hay una bola By(z,0) tal que Bj(z,e) O By(z,9). Sea N tal que
o Ny 2T < 3 Como ﬁ es continua en Y para todo n, existen d, tales que d(z,y) <

1 1
d(z, F,) d(y, Fy)

Op = |d(x1Fn) - yFn ] < 3% Luego, tomando 6 = min{e/3,dy,...,0,} tenemos:
al 1 € € € €
d <d=d(x,y) <d( < -+N—+-=
(z,y) (z,y) < d(z,y) Z “ T Fi|T3<3tVaw 3=

Veamos ahora que (Y, d’) es completo. Sea {y;} una sucesion de Cauchy en (Y, d'). En-

tonces es de Cauchy en (X, d) v y; — y € X. Pero ademas lim; ; o e lF y d(ylF ) ‘ =0
i 'n joL'n

para cada n, y entonces {d } converge en R y por lo tanto es acotada superiormente.
Luego, existe ¢, > 0 tal que d(yZ,F) > ¢, para todo i. Como d(y;, F,) — d(y, F},),
tenemos d(y, F,,) # 0 para todo n, y entonces y # F, para todo n, es decir, y € Y.
Claramente, y; — y en (Y, d'). O

Ejemplo 2. El teorema anterior se puede usar para dar otra prueba de que Irr es Polaco.
Basta notar que como los singuletes {x} en un Polaco son cerrados, cualquier conjunto
numerable en un Polaco es F,. En particular, Q es un F, en R, de donde Irr es un Gy y
por lo tanto Polaco.

2.4.3. Espacios Polacos Perfectos

Un subconjunto de un espacio Polaco satisface propiedad del conjunto perfecto cuando
es numerable o contiene un subconjunto perfecto no vacio. Esta es una propiedad de los
conjuntos definibles y permite decidir la Hipdtesis del Continuo para cualquier clase de
conjuntos que la satisfagan.

Un punto limite en un espacio topologico es un punto que no es aislado, i.e., para
todo entorno abierto U de x existe un punto y € U, y # z (equivalentemente {z} no
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es abierto). Un espacio es perfecto si todos sus puntos son puntos limite. Si P es un
subconjunto de un espacio topologico X, decimos que P es perfecto en X si P es cerrado
y perfecto con la topologia relativa.

Por ejemplo R™, RN, C", CN, IV, C, N son perfectos.

Definicién 6. Un esquema de Cantor sobre un conjunto X es una familia {A;} co<n
de subconjuntos de X tal que:

1) AyoN Ay =0, para s € 2<8;
1) Ay C A, para s € 2<N i € {0,1};

Teorema 9. Sea X un espacio Polaco perfecto no vacio. Entonces existe una incrustacion

de C en X.

Prueba. Definiremos un esquema de Cantor {Us} co<n sobre X tal que
1) Us es un abierto no vacio;
1) diam(U,) < 27lons(s);

11) Uy C Uy, para s € 2<N, i € {0,1}.

Luego para « € C, ), Uyjn = [, Usjn €s un singulete (por ser X completo y T3), digamos
{f(z)}. Claramente, f:C — X seréa inyectiva, continua y abierta, y por lo tanto una
incrustacion.

Definimos U por induccion en long(s). Sea Uy un conjunto arbitrario que satisfaga 1)
y 11). Dado Us, definimos Uy, Uy eligiendo x # y en U (lo cual es posible por ser X
perfecto) y tomando U, Us; como bolas abiertas suficientemente pequenas alrededor
de x e y, respectivamente. Il

Nota 1. El resultado anterior es valido para cualquier X completamente metrizable, ya
que no hacemos uso de la separabilidad en la demostracién.

Corolario 10. Si X es un espacio Polaco perfecto no vacio, entonces card(X) = 280,
Por lo tanto, todo espacio Polaco numerable no vacio tiene un punto aislado.

Por el teorema de Cantor-Bendixson (ver [95Kec]|, p.32), cualquier espacio Polaco no
numerable contiene un subconjunto perfecto no vacio y por lo tanto contiene también
una copia homeomorfa de C. En particular, cualquier conjunto Gs o F, no numerable en
un Polaco cumple esto y luego tiene cardinalidad 2%, i.e., la Hipotesis del Continuo es
cierta para esta clase de conjuntos.
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2.4.4. Polacos como Imagenes Continuas de N

Definicién 7. Un esquema de Lusin sobre un conjunto X es una familia {A;} en<n
de subconjuntos de X tal que:

I) A ﬂAsAj = ®7 sise N<N, 1 7éj eN;
1) Ay C A, paras € NV e N;

Si (X, d) es un espacio métrico y {As}en<nv s un esquema de Lusin sobre X, decimos
que {As}sen<r es fino si lim,, diam(A,,) = 0, para todo z € M. En ese caso si D = {z €
N (), Azjn # 0}, podemos definir f: D — X como {f(z)} =), Azjn- Llamamos a f la
funcién asociada al esquema.

Proposicion 11. Sea {Ag}en<n un esquema de Lusin fino en un espacio métrico (X, d).
Entonces st f: D — X es su funcion asociada, tenemos

1) f es inyectiva y continua
11) Si (X,d) es completo y cada As es cerrado, entonces D es cerrado.
111) Si As es abierto, entonces [ es una incrustacion.

Prueba. La parte 1) se deduce directamente de la definicion de D y de que {A,} sea fino.
Para probar 11), veamos que si x,, € D, x, — x, entonces {f(x,)} es de Cauchy ya que,
dado € > 0, existen un N tal que diam(A,,) < € (por ser {A,} fino) y un M tal que
x,|N = z|N para todo n > M, por lo que d(f(x,), f(x,)) < € si n,m > M. Luego,
f(xz,) — y € X. Como cada A, es cerrado, y € Ay, para todo n, por lo que z € Dy
f(z) = y. Por ultimo, para probar I11), basta ver que f es abierta, lo que se sigue de
f(NsN D)= f(D)N As. O

Teorema 12. Sea X un espacio Polaco. Entonces existe un conjunto cerrado F C N y
una biyeccion continua f : F' — X. En particular, si X es no vacio, f se extiende a una
g: N — X continua y sobreyectiva.

Prueba. La tltima afirmacion se deduce de la primera y de la proposiciéon 3. Para probar
la primera parte, fijemos una métrica compatible d < 1 sobre X. Construiremos un
esquema de Lusin {F,} cy<n sobre X tal que

Fs :UZ‘FSAi :Ulm7
diam(F,) < 27lons(s)
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Sea luego f : D — X la funcion asociada. Por 111), f(D) = X, y entonces por la proposi-
cion 11 f es una biyeccion continua de D en X. Por lo tanto, es suficiente probar que D
es cerrado. Si z, € D, x,, — x, entonces, como en la prueba de la proposicion 11, {f(z,)}
es de Cauchy, luego f(z,) =y € X y y € N, Fupn =, Fupn (por 11), y entonces X € D
y (@) =y.

Para construir {F,} alcanza con probar que dados F' C X un conjunto F, y € > 0,
podemos escribir F' = UieN F;, donde los F; son conjuntos F, de didmetro < e disjuntos
dos a dos tales que F; C F. Sea entonces F = UZ.GN Ci, con C; cerrados y C; C Ciig.
Entonces, definiendo Cy = (), tenemos F = | J,.y(Ci \ Ci—1). Ahora C;\ Gy = C; N CY_y.
Como X es separable, y Cf_, es abierto, podemos escribir CY ; = U]EN Bj, donde las
Bj son bolas de diametro racional < € centradas en puntos de un denso numerable en
X. Definimos ahora Ef = C; N (B} \ (U,.; Bi))- Como todo abierto en un Polaco es Fy,
la diferencia de abiertos es también F, y como la intersecciéon de un F, y un cerrado
ﬁFg, los E? son F, de diametro < e con C; \ Cj_; = Ujen B Luego F = Ui jen Ely
E;CC\Ci CC CF. O

2.5. Conjuntos Borel

2.5.1. o-algebras y Generadores

Sea X un conjunto. Una familia de subconjuntos de X se dice un algebra sobre X
si contiene a () y es cerrada por complementos y uniones finitas (por la ley de De Morgan
resulta también cerrada por intersecciones finitas). Un &lgebra se dice una o-algebra si
es ademas cerrada por uniones numerables.

Dada una familia 7 C P(X) existe una menor o-algebra que contiene a F, la lla-
maremos la o-algebra generada por F y la denotaremos o(F). F se denominara un
conjunto de generadores de o(F). Una o-algebra es numerablemente generada si
tiene un conjunto de generadores numerable.

F C P(X) es una w-clase si es cerrada por intersecciones finitas. F es una A-clase
si es no vacia y cerrada por complementos y uniones disjuntas numerables.

El siguiente teorema nos permitira probar propiedades de una o-algebra limitandonos
a trabajar en una m-clase de generadores, que generalmente tendra una estructura mucho
mas simple.

Teorema 13 (A-m de Dynkin). Sea X un conjunto y F C P(X) una mw-clase. Entonces
o(F) es la menor \-clase que contiene a F.

Prueba. Sea K la menor A-clase que contiene a F. Probaremos que K es un algebra. De
aqui se deducird que es una o-algebra , ya que J,, A, = U, (An \ U, 4i) y esto tltimo
es una union disjunta.
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Sea
Ki={ACX: ANBeK VBeF}

Entonces K; es una A-clase ya que si ANB € K, entonces A°“NB = B\ A = (B°U(ANDB))° €
K; ysi (A, N B) € K Vn, entonces (|, A,) N B =, (A4, N B) € K.

Ahora, si A € F, como F es m-clase tenemos A € K;. Luego F C Ky y como K es
la menor A-clase que incluye a F se tiene K; O K. Esto implica que si Ae Ky Be F
entonces AN B € K. Sea ahora

Ky={ACX: ANBeK VBeK}

Por la misma demostracion dada para Ky, Ky es una A-clase y contiene a F por lo dicho
en el parrafo anterior. Como antes, esto implica Ky O K. Luego, hemos probado que K
es cerrada por intersecciones finitas. Como es cerrada por complementos, resulta que K
es un algebra.

Como o(F) es la menor o-algebra que contiene a F resulta K O o(F). Pero toda
o-algebra es una A-clase y entonces o(F) D K. O

2.5.2. [Espacios y Funciones Medibles

Un espacio medible (o Borel) es un par (X, ), donde X es un conjunto y ¥ es
una o-algebra sobre X. Los conjuntos en ¥ se denominan conjuntos medibles.

Un subespacio de (X, X) es un subconjunto Y C X junto con la o-algebra relativa
YIY ={ANY : A e X} Notemos que si ¥ = o(€), entonces X|Y = o(€]Y).

Sean (X, ), (Y, ) espacios medibles. Una funciéon f: X — Y se dice medible si
f7Y(A) € X para todo A € Q. Si £ genera (), alcanza con que esto se cumpla para A € &,
va que f~Ho(E)) =a(fHE)) (donde f~Y(D)={f"Y(A): A€ D} para D C P(Y)).

Un isomorfismo (medible) entre X e Y es una biyeccion f: X — Y tal que [y
f~! son medibles. Si existe tal isomorfismo, decimos que X e Y son isomorfos (medi-
blemente). Una incrustacién (medible) de X en Y es un isomorfismo entre X y un
subespacio de Y.

Si X es un conjunto, {(Y;, ;) }ier es una familia de espacios medibles y f; : X — Y son
funciones, existe una menor o-algebra ¥ sobre X tal que todas las f; resultan medibles.
La llamamos la o-algebra generada por {f;}. Si & es un conjunto de generadores para
%, entonces {f; 1(A): ACY;, A€ &, i€ I} genera 3.

Sea {(Xj, ¥;) }ier una familia de espacios medibles. El espacio medible producto
(I'L; Xi, 11, %) es el espacio generado por las proyecciones nx, = m; : [[, X; — Xj,j €
I,7mj((x;)ier) = xj. Equivalentemente, es el espacio generado por los conjuntos de la
forma [, A;, donde A; € ¥; y A; = X, salvo para a lo sumo un ¢ (o equivalentemente,
salvo para una cantidad finita de ). Si &; es un conjunto de generadores de X;, entonces
los conjuntos de la forma [ [, A;, donde A; = X, salvo para a lo sumo un ¢ tal que A; € &,
forman un conjunto de generadores del espacio producto.
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La suma (P X;, P %;) de una familia de espacios medibles {(X;, ;) }ics se define
(salvo isomorfismo) como sigue: Reemplazando cada X; por una copia isomorfa, podemos
asumir que los X; son disjuntos dos a dos. Sea X = J..; X;. Un conjunto A C X es
medible si y sélo si AN X; es medible para cada i € I.

icl

2.5.3. Conjuntos y Funciones Borel
Conjuntos Borel en Espacios Topolégicos

Sea X un espacio topolégico. La clase de los conjuntos borelianos (o conjuntos
Borel) de X es la o-algebra generada por los abiertos de X y la denotamos B(X). A
(X,B(X)) lo llamamos el espacio Borel de X.

Si € es una sub-base numerable de X, entonces claramente B(X) = o(€), por lo que
B(X) es numerablemente generada si X es No. Notemos también que si Y es un subes-
pacio de X entonces (Y,B(Y)) es un subespacio de (X,B(X)) (i.e., B(Y) = B(X)[|Y).
Es obvio que B(X) contiene todos los abiertos y cerrados, y los subconjuntos F, y Gs de
X.

Si (X, X) es un espacio medible e Y es un espacio topolégico, diremos que f : X — Y es
medible si es medible respecto de (X,%), (Y,B(Y)). Si Y tiene una sub-base numerable
{V,,} es suficiente pedir que f~1(V},) € ¥ para cada n.

FEjemplo 3. Un ntimero z en el intervalo (0,1) es normal (en base 2) si su desarrollo
binario x = 0.b1bybs . .. satisface

L <n:b, =
m H{i <n:b 1}|:1

n—oo n 2

Sea N el conjunto de los ntimeros normales. Veamos que es Borel. A tal fin, sea d,, la
funcion “n-ésimo digito” en (0,1). Luego x = > >, d,(z)/2". Sea Q" el conjunto de los

n=1
racionales positivos. Entonces para x € (0,1) tenemos:

mod; 1
xGN@VeGQ*HanEn(’W—é‘ <6)

Ahora, Y7, d;(z) es constante en cada intervalo de la forma (5, %], y entonces el
conjunto Am€ =A{x |02, di(x))/m —1/2] < €} es una union finita de tales intervalos.

Como

N= UM e

eeQt n m>n
se sigue que N es Borel en (0,1).

Nota 2. Puede observarse en el ejemplo anterior que existe un claro paralelismo entre las
operaciones conjuntistas y los conectivos y cuantificadores logicos. Un conjunto A puede
pensarse como una proposicion (propiedad) que es satisfecha solo por los elementos que
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le pertenecen, escribiendo A(x) sii * € A. Partiendo de esta nociéon béasica tenemos,
por ejemplo, (AU B)(z) = A(x) V B(x). Del mismo modo, podemos asociar Ny ¢ con
Ay — respectivamente. Intersecciones y uniones infinitas también pueden traducirse a
expresiones logicas cuantificadas (e.g., ([, 4n)(x) = (VnA,(z))).

En vista de estas correspondencias, es usual emplear notaciéon logica para evaluar la
complejidad descriptiva de conjuntos o funciones. Para ver que un conjunto es Borel sera
suficiente mostrar una definicion de éste que contenga solamente otros conjuntos Borel
conocidos y =, A, V, =, < (notar que estos dos ultimos pueden escribirse en términos de
=y V), In, Vn (con n variando sobre un conjunto numerable de indices). Esta aplicacion
de la notacion logica a la teoria descriptiva de conjuntos se suele denominar el algoritmo
de Tarski-Kuratowsk:.

Funciones Borel

Sean X,Y espacios topologicos. Una funcion f: X — Y se dice Borel (medible)
si f71(A) € B(Y) para todo A € B(Y). Si Y tiene una sub-base numerable {V,} es
suficiente pedir que f~!(V,) sea Borel para cada n. f es un isomorfismo Borel si is
biyectiva y f, f~! son funciones Borel, i.e., pata A C X, A € B(X) & f(A4) € B(Y). Si
X =Y, f se denomina un automorfismo Borel.

Existe un conexiéon basica entre la medibilidad de una funcién y la medibilidad de su
grafico

Proposicion 14. Sean (X, X) un espacio medible, Y un espacio metrizable separable, y
f: X =Y una funcion medible. Entonces graf(f) C X XY también es medible (respecto
de ¥ x B(Y)).

Prueba. Si {V,} es una base numerable de Y, tenemos
f@) =y e vn(y eV, = fr) € Vo) & Vnly ¢ Vo v f(z) € V)
de donde graf(f) =), (X x VEU f71(V,) x Y) es medible. O

2.5.4. Espacios Borel Estandar

Definicién 8. Un espacio medible (X, Y) es un espacio Borel estandar si es isomorfo a

(Y, B(Y")) para algun espacio Polaco Y o equivalentemente, si existe una topologia Polaca
7 en X con ¥ =B(7).

Conjuntos Borel como Conjuntos Clopen

Llamaremos clopen a los subconjuntos de un espacio topolégico que sean cerrados y
abiertos. La siguiente es una propiedad fundamental de los conjuntos Borel en un espacio
Polaco
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Teorema 15. Sea (X, 7T) un espacio Polaco y A C X un conjunto Borel. Entonces eriste
una topologia Polaca T, O T tal que B(7,) = B(7) y A es clopen en 7,.

Prueba. Necesitamos los siguientes dos lemas

Lema 16. Sea (X,7) un espacio Polaco y F' C X cerrado. Sea T la topologia generada
por T U Fi.e., la topologia con base T U{U NF :U € T}. Entonces Tr es Polaca, F es
clopen en Tp, y B(7r) = B(7T).

Prueba. Notar que 7 es la suma directa de las topologias relativas sobre F'y F°. Como
todo cerrado en un Polaco es G (proposicion 6) entonces, por el teorema 8, 7 es Polaca.
m

Lema 17. Sea (X, T) un espacio Polaco y sea {7, }nen una sucesion de topologias Polacas
sobre X con T, O T, n € N. Entonces la topologia T, generada por \J, 7, es Polaca.
Ademds, si T, C B(T), entonces B(7,) = B(7).

Prueba. Sea X,, = X para n € N. Definamos la funcion ¢ : (X, 7)) — [], X, dada por
o(z) = (z,z,...). Probamos primero que ¢ es una incrustacion. Los conjuntos de la
forma 7, 1(U) N ¢(X) con U € T, son base de la topologia restringida a ¢(X), y U, 7
es base de 7o,. Ahora, para U € 7,, se tiene ¢(U) = 7, (U) N¢(X) y entonces ¢ abierta
y continua.

e (1 (U)) = U € T, C T, entonces ¢ : (X,7,) — o(X) es continua. A su vez,
U,, 7. es base de T, y si V € T,,, entonces (V) = 7, (V) Np(X), de donde ¢ es abierta.

Veamos ahora que ¢(X) es cerrado en [[ (X, 7,). Si (zn)nen ¢ ©(X), entonces
existen indices ¢ < j tales que z; # x;. Sean U,V abiertos disjuntos en 7 (por lo tanto
abiertos también en 7;, 7; resp.) tales que x; € U, x; € V. Entonces

(.an)GXoX...XXi_lXUXXiJ,_lX...XXj_lXVXXj_i_lX...ggD(X)C

Luego, por la proposicion 4, o(X) es Polaco. Pero ¢ es un homeomorfismo de (X, 7.,) en
©(X), v entonces (X, 7,) es Polaco.

Si 7, € B(7) y {U!"}ien es una base de 7, entonces {U'}; ey es una sub-base de
T, vy entonces 7, C B(7). O

Consideremos ahora la clase S de los subconjuntos A de X para los cuales existe
una topologia Polaca 74 2 7 con B(T4) = B(7) y A clopen en 7. Para ver que
B(7) C S basta ver que S O 7 y que S es una o-algebra . Lo primero se sigue del lema
16. Claramente, S es cerrada por complementos. Sea {A, },en € S. Sea 7, = T4, una
topologia que satisfaga las condiciones de arriba. Sea 7., como en el lema 17. Entonces
A =, A, es abierto en 7., y nuevamente por el lema 16 hay una topologia T4 2 7,
(D T) tal que B(74) = B(7) (= B(7)) con A clopen en B(7y), luego A € S.

m
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2.5.5. Borel como Imagenes de N/

La siguiente es una representacion muy tutil de los conjuntos Borel en un espacio
Polaco

Teorema 18 (Lusin-Souslin). Sea X un espacio Polaco y A C X Borel. Entonces existe
un conjunto cerrado F C N y una biyeccion continua f : F — A. En particular, si
A#0, [ se extiende a una g : N — A continua y sobreyectiva.

Prueba. Extendamos la topologia 7 de X a una topologia Polaca 74 en la que A sea
clopen, y por ende Polaco. Por el teorema 12, existe un cerrado ¥ C N y una biyeccion
f: F — A continua con la topologia T4|A. Como 7 C T4, f : FF — A es también continua
con 7. La ultima afirmacion se deduce de la proposicion 3. O

2.6. Conjuntos Analiticos y el Teorema de Separaciéon

Definicién 9. Sea X un espacio Polaco. Un conjunto A C X se dice analitico si existen
un espacio Polaco Y y una funcién continua f : Y — X con f(Y) = A. (El conjunto
vacio es analitico, tomando Y = (.)

Por el teorema 12, si A # () podemos tomar Y = N en esta definicion. La clase de
conjuntos analiticos en X se denota X}(X).
Se sigue del teorema 18 que B(X) C X{(X).

Proposicion 19. 1) Si X es Polaco y A, C X son analiticos, entonces |J,, An,(),, An
son analiticos.

1) Si X,Y son Polacos y f: X — Y es Borel, entonces si A C X y B CY son
analiticos, f(A), f~Y(B) son analiticos.

Prueba. 1) Sean Y, espacios polacos y f, : Y, — X funciones continuas con f,(Y,,) =
A,,. Podemos asumir que los espacios Y,, son disjuntos y entonces f ={J, f, es una
funcion continua que mapea a la suma directa €@, Y, sobre | J,, A,,, por lo que |, A4,
es analitico.

Sea ahora Z = {(yn) € [ [, Yn : fu(yn) = fi(ym), Yn,m}. Entonces Z es cerrado en
IL, Y., y por ende es un Polaco. Si f: Z — X se define como f((z,)) = fi(z1), f
es continua y f(Z) =), An, luego [, A, es analitico.

11) Sea F'={(z,y) € X xY :x € AN f(z) = y}. Entonces es claro que f(A) = my (F).
Como la proyecciéon es continua y la imagen continua de un analitico es analitica,
es suficiente probar que F' es analitico. Por la proposicion 14, {(z,y) : f(z) =y} es
Borel, por lo que solo resta probar que {(z,y): 2 € A} = AxY es 21 (X x Y). Sea
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Z Polacoy g : Z — X continua con g(Z) = A. Entonces ¢g* : Z x Y — X x Y dada
por g*(z,y) = (g9(z),y) es continua y g*(Y x Z) =Y x A.

Por altimo, notemos que f~1(B) = mx({(z,y) € X xY :y € BA f(z) = y}), vy
luego se puede ver que f~!(B) es analitico con una prueba analoga a la de f(A).
[

Definicién 10. Si X es un espacio Borel estandar y A C X, decimos que A es analitico
si existe un espacio Polaco Y y un isomorfismo Borel f : X — Y tal que f(A) es analitico
en Y. (Por la proposicion anterior esto no depende de la eleccién de Y, f). Usamos también
la notacion X1(X) para la clase de los subconjuntos analiticos de X.

Un conjunto A C X en un espacio Polaco X se dice co-analitico si A€ es analitico. La
clase de los conjuntos co-analiticos de X se denota ITj(X). Los conjuntos bianaliticos
son aquellos que son analiticos y co-analiticos. Las mismas definiciones se aplican cuando
X es un espacio Borel estandar.

Teorema 20 (Teorema de Separacion de Lusin). Sea X un espacio Borel estandar y sean
A, B C X dos conjuntos analiticos disjuntos. Entonces existe un conjunto Borel C' C X
que separa a A de B, i.e., ACC yCNB=1.

Prueba. Podemos asumir que X es Polaco. Diremos que dos subconjuntos P, ) C X son
separables por Borel si existe un conjunto Borel R que separa a P de Q).

Lema 21. Si P =, P, Q@ =U, @Qn, ¥ Pn, Qn son separables por Borel para cada m
y n, entonces P, () son separables por Borel.

Prueba. Si R, ., separa a P, de @, entonces | J, (), Rmn separa a P de Q. O

Si alguno de los dos conjuntos es vacio el resultado se cumple trivialmente. Ahora,
asumiendo A, B no vacios, sean f : N — A, g : N — B funciones continuas sobreyec-
tivas. Definamos A, := f(N), Bs := g(Ns). Entonces Ay = U, As'm, Bs = U,, Bsm-
Supongamos ahora A, B no separables. Entonces, aplicando repetidamente el lema 21
podemos definir recursivamente x(n),y(n) € N tales que para cada n € N, A,,,, By, no
son separables por Borel.

Luego f(x) € A, g(y) € By entonces f(x) # g(y). Sean U,V abiertos disjuntos con
f(z) € U, g(y) € V. Por la continuidad de f y g, para n suficientemente grande tenemos

f(Nam) C U, g(Nypn) €V, pero entonces U separa a Ay, de By, absurdo. ]

Corolario 22 (Teorema de Souslin). Si X es un espacio Borel estindar, entonces todo
conjunto bianalitico A C X es Borel.

Prueba. Tomar B = A° en el teorema 20. O
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Los siguientes dos teoremas se deducen de este corolario y nos permitiran més adelante
probar resultados fundamentales para la teoria de NLMP, sobre medibilidad de conjuntos
definibles y coincidencia de medidas respectivamente.

Teorema 23 (Lusin-Novikov). Sean X,Y espacios Borel estindar y P C X XY un
conjunto Borel. Si para cada x € X la seccion P, := {y € Y : (x,y) € P} es numerable,
entonces wx(P) es Borel.

Prueba. Usaremos el siguiente resultado, cuya demostracion puede consultarse en [95Kec|
(p.123, 125-127; teorema 18.11).

Teorema 24 (El conjunto de unicidad de un conjunto Borel). Sean X,Y espacios Borel
estindar y R C X XY wun conjunto Borel. Entonces

{r e X :3y(zx,y) € R}
es I13.

Podemos asumir X e Y Polacos. Por el teorema 18, existen ' C N cerrado y
f:F — X xY continua e inyectiva con f(F) = P. Definamos Q@ C X x AN por Q :=
{(rx(f(2)),2) :€ F}. Entonces @ es cerrado (por ser mx o f continua), cada seccion Q) es
numerable, y mx(P) = mx(Q). Por lo tanto, podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que P es cerrado.

Como P, es cerrado es un Polaco (por la proposicion 4). Como ademés es numerable,
por el corolario 10 debe tener un punto aislado. Si {U,} es una base de abiertos de Y y
definimos

A=Az :y((z,y) e PNy € Uy}
entonces, por el teorema 24, A, es II y por nuestra observacion anterior mx (P) = {J,, An.
Como los conjuntos TI} son cerrados por uniones numerables, P resulta ser II} y como
claramente es X1, es Borel, por el teorema de Souslin. Il
Si R es una relacion sobre un conjunto S, diremos que Q C S es R-cerrado si

Vse @, telS, sRt=tec@Q

Teorema 25 (Blackwell). Sea X un espacio Borel estindar y { A, }nen una sucesion de
conjuntos Borel en X. Consideremos la relacion de equivalencia

r~y & (Vnrxed,eycA,)

Sea B, ={A € B(X) : A=-cerrado}. Entonces By = 0({Ay }nen)
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Prueba. Sea ¥ = 0({An}nen). Es facil ver que Bx O {A4,} v que es una o-algebra , por
lo que B. D .

Sea f: X — 2¥ dada por f(x), =1 & x € A,. Ahora como f~(m,;1({1})) = A, vy
los m;1({1}) son una base de B(2Y), f resulta (3, B(2"))-medible.

Si A € By, entonces por 14.6 f(A) y f(A°) son analiticos disjuntos y ademas f(A) U
f(A°) = 2N, Luego f(A) es bianalitico y por el teorema 22, es Borel.

Como f es una funcion Borel, se tiene A = f~1(f(A)) € . Luego, Bx C 2. O

2.7. Teoria de la Medida

2.7.1. Probabilidades y Subprobabilidades

Una medida finita sobre un espacio medible (X, ) es una funcion p : 3 — [0, 00)
tal que p(0) = 0, y para toda sucesion {4, },en € X de conjuntos disjuntos dos a dos se
cumple pu(U, An) = 32, 1(An).

p se dice una medida de subprobabilidad si pu(X) < 1, y es una medida de
probabilidad si p(X) = 1.

Ejemplo 4. La medida de Lebesgue my 1 (ver [7T0Rud|, p.300) es una medida de proba-
bilidad sobre ([0, 1], M), donde M es la o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue
e incluye a los conjuntos Borel, por lo que su restriccion también es una medida de
probabilidad sobre ([0, 1], B([0, 1])).

Denotaremos al conjunto de todas las medidas de probabilidad sobre (X,X) con
P(X,Y) (6 P(X)), y al de las medidas de subprobabilidad con M(X, ¥) (6 M(X)). Fijado
Q) € %, definimos sobre M(X,¥) la funcion medida en @, Mg : M(X) — [0, 00), como
Mo(p) = Q).

Definiciéon 11 (Espacio de Medidas de Subprobabilidad). La definicién anterior nos
permite dotar al conjunto M(X') de una estructura de espacio medible, definiendo ¥yx)
como la o-algebra generada por {Mg}ges. Se ve entonces que

Sao = o({Mg'(A) : Qe X, Ae BR)}) = o({My'((a,b)) : Q€T , a,beR})

P(X) puede verse como un subespacio medible de M(X), con Xp(x) := Ymx)|P(X) =
o({(Mg|P(X)) ' ((a,b)) : Q € ¥, a,b € R}). Por abuso de notacion, escribiremos
simplemente Mg en lugar de Mg|P(X) cuando no dé lugar a confusion.

En [95Kec|(pp.112, 113; teoremas 17.23 y 17.24) se prueba el siguiente resultado

Teorema 26. Si X es un espacio Borel estandar, entonces (P(X), Xp(x)) es un espacio
Borel estandar, con Ypxy = B(T), donde T es la topologia generada por las funciones
w— [ fdu, con f que varia sobre las funciones Borel acotadas de X en R.
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Usando este teorema podemos probar lo siguiente:

Teorema 27. Si X es un espacio Borel estindar, entonces M(X) es un espacio Borel
estandar.

Prueba. Sea z* ¢ X y consideremos el espacio medible X* := X @& {z*}. Es facil ver
que X* es también Borel estandar. Consideremos la biyeccion p € M(X) — u = f(u) €
P(X*), donde i es la tinica medida de probabilidad en X* tal que

Q) = (@), vQ € B(X)
a({z"}) =1 - pu(X)

Probemos que es un isomorfismo Borel. Como Ey(x) es generada por € := {M"((a, b)) :
QeB(X), a,beR} y Ep(x-) es generada por £* := {M"'((a,b)) : Q€B(X*), a,beR},
basta con ver que {f(A): A€ &} CE& y{fY(B): Be&*}CE.

Si @ € B(X), entonces 1(Q) = p(Q) v luego para todo A = Mél((a, b)) € € se da
f(Mg'((a,0))) = Mg'((a,b)) € £,

Por la observacion anterior, si B = Mél((a,b)) € &* entonces ffl(Mél((cub))) =
Mél((a, b)) € €. Por otra parte, tenemos

a(QUAz"}) = p(@Q) + (1 — p(X)) =1 — u(Q°)

por lo que se cumple

H(Q U {I*}) < (CL?b) Ang M(QC) S (1 - bv 1— CL)

y entonces, para B = Méé{x*}((a, b)) € £* se tiene

FH M ((a,0))) = MR (1= b,1—a)) € €.

Luego M(X) es isomorfo a P(X™*) y este ultimo es Borel estindar por el teorema
26. 0

2.7.2. Lemas de Coincidencia

Los siguientes dos lemas seran fundamentales, junto con el teorema 25, para probar
nuestros resultados de caracterizacion logica de la bisimulacion.

Lema 28 (Imitacion dos a uno). Sean (X,Y) un espacio medible, ' C ¥ un dlgebra, p,
w1, po medidas de subprobabilidad en (X,X) tales que

VB €T : p(B) = m(B) V u(B) = pi2(B)
y definamos I'1 y I'y como

Dyi={B el: u(B) = u(B)}
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entonces ' =1y 6 I' = T'y. Es decir, si hay dos medidas tales que en cada conjunto de I’
alguna coincide con u, entonces necesariamente una de estas dos medidas coincide con |
en todos los conjuntos de T'.

Prueba. Supongamos I'y # 'y T'y # I' y tomemos ¢ € T\ T; y Q2 € T'\ T'y. Como
I' =T Ul tenemos que A € I'y y B € I'1. Ahora, si Ay B son conjuntos medibles
disjuntos, por aditividad se tiene

#(AU B) = (AU B) < p(A) + w(B) = m(A) + pw(B) (2.1)

de donde se sigue que si dos de los conjuntos { A, B, AUB} estan en [';, entonces el tercero
también esta. Dado que (1 N Q2 € I' podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
Q1N Q2 € T'y. Aplicando (2.1) a Q2 = (Q1 N Q2) U (Q2 \ Q1) obtenemos Qs \ @1 € I'y.
Ahora, no puede ser Q; U@ € 'y, porque (2.1) sobre Q; UQ2 = Q1 U(Q2\ 1) implicaria
@1 € I'1. Debe ser entonces Q1 U Q5 € I's.

Por otra parte, Q1 \Q2 & I's porque de lo contrario, por (2.1) sobre Q1UQ> = Q2U(Q1\Q2),
se obtendria ) € I's.

Tenemos entonces Q1 \Q2, Q1NQ2 € I'1, y por (2.1) resulta Q1 = (Q1\Q2)U(Q1NQ2) € T'y,
contradiccion. O]

Lema 29. Sea X un conjunto y F una m-clase sobre X tal que X € F. Sean piy, jio
medidas finitas sobre o(F). Si p y pe coinciden sobre F entonces coinciden sobre o(F).

Prueba. Sea K = {A € o(F) : (A = pa(A)}. Como py(X) = pe(X) y u(A°) =
w(X) — u(A), K es cerrada por complementos, y por la aditividad numerable de las
medidas es también cerrada por uniones disjuntas numerables. Luego K es una A-clase
que contiene a F y por el teorema 13 concluimos K = o(F). O
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Capitulo 3

Aplicaciéon a Procesos de Markov
Etiquetados

3.1. Introduccion

Los procesos de Markov con espacios de estados continuos o evolucién continua del
tiempo (o ambos) aparecen de manera natural en varias areas de la fisica, la biologia,
la economia o la computacion. Ejemplos de sistemas de este tipo son el movimiento
browniano, la difusiéon de gas, los modelos de crecimiento poblacional, los sistemas de
control con ruido o los sistemas de comunicacion.

En computaciéon es comin encontrarse con sistemas hibridos en los que se combinan
un sistema fisico continuo con un proceso de control discreto y finito. Un ejemplo simple
es el sistema de control de una barrera en un cruce ferroviario. El movimiento del tren
y de los vehiculos es continuo, pero los estados del control de la barrera son discretos.
Aunque en la practica todos estos sistemas suelen discretizarse para poder razonar sobre
ellos e implementar soluciones, es 1til contar con una teoria sobre sistemas continuos que
nos permita saber de alguna manera que nuestra discretizacion es buena.

Los sistemas que estudiamos tienen un espacio de estados continuo pero funcionan a
pasos discretos. Por ejemplo, la computadora de a bordo de un automovil toma, cada un
cierto intervalo de tiempo, lecturas de algunos pardmetros y de acuerdo a dicha informa-
cién toma algunas acciones para mantener al vehiculo en un funcionamiento 6ptimo. El
ntumero de posibles estados es continuo, pero los pasos de la computadora son discretos.

En [99Des| se introduce una teoria que permite estudiar un proceso continuo en rela-
cién a su interaccién con su entorno. Intuitivamente, un proceso es un sistema que evolu-
ciona en el tiempo ejecutando ciertas acciones en respuesta a acciones ejecutadas por el
entorno. El sistema se encuentra en un estado en un cierto momento y realiza transiciones
entre estados dependiendo de qué interaccion con el entorno tenga lugar. El formalismo
introducido son los procesos de Markov etiquetados (Labelled Markov Processes, LMP),

25
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en los que se usa un conjunto continuo de estados, un conjunto numerable de etiquetas
y un conjunto de transiciones etiquetadas. La etiqueta representa la interaccién con el
entorno: un proceso efectiia una transicion etiquetada con a soélo si simultdneamente el
entorno efectia una transicion etiquetada con a. Las transiciones asocian a cada estado
s y cada accion a una medida de subprobabilidad que describe el efecto de la accién a
cuando el proceso esta en el estado s.

Con la idea de caracterizar el comportamiento observable desde el entorno, se intro-
duce una nocién de equivalencia entre procesos, la denominada relacion de bisimulacion.
Luego, con la intencion de dar un primer paso en el desarrollo de métodos formales para
tratar con este tipo de sistemas, se trata de dar una caracterizacion logica de esta equiva-
lencia, logrando de este modo capturar el comportamiento de los LMP mediante férmulas
logicas discretas.

En un LMP, dados un estado y una accion existe un iinico comportamiento probabilis-
ta dado por la subprobabilidad correspondiente. En este sentido un LMP es determinista,
mas alla de ser probabilista. Existen situaciones en las cuales necesitamos modelar un no
determinismo no cuantificado que vaya més alla de lo probabilista. Es decir, que para un
estado y una acciéon puedan darse dos o mas comportamientos probabilistas totalmente
distintos. Por ejemplo, un servidor que recibe mensajes de dos terminales diferentes, y que
cambia de estado de acuerdo al mensaje recibido podria tener asociadas, para la tnica
accion de leer un mensaje, dos distribuciones de probabilidad diferentes para los mensajes
de una terminal u otra. Pensando en esta posibilidad, y siguiendo la linea de [06W-D’A],
definimos los NLMP (Non-deterministic Labelled Markov Processes), incorporando el no
determinismo al especificar una relacién de transicion en la que para cada estado y accion
pueda haber més de una comportamiento posible. En este capitulo extendemos la nociéon
de bisimulacién y su caracterizacion a través de una logica a sistemas probabilistas no
deterministas.

3.2. NLMP

Definicion 12 (NLMP). Una relacién de transicion subprobabilista sobre un es-
pacio medible (S, X)) es una relacion 7 € 3 x Xyi(g), es decir, una relacion entre puntos y
medidas de subprobabilidad que es medible como subconjunto de S x M(S).

Un NLMP con conjunto de etiquetas A es una estructura S = (S, %, {7, | a € A}),
donde (S,3) es un espacio Borel estandar que llamaremos de estados, y

Vae A, 17, €S x M(S)
es una relacion de transicion subprobabilista.

Es importante notar que, por el teorema 27, M(S) también es Borel estandar.
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Emplearemos la notacién s - u para indicar que (s, ) € 7,, y diremos en tal caso
que la terna (s, a, ) es una transicidn. Las etiquetas A representan posibles acciones
del entorno, por lo que usaremos los términos accién o etiqueta indistintamente.

No todo NLMP acepta cualquier acciéon en cualquier estado con probabilidad uno.
De hecho, si asi fuera siempre, todos tendrian el mismo comportamiento observable. Si
para una accién a y un estado s tenemos (7,)s = (), se considera que a no se acepta en s.
Por otra parte, el uso de subprobabilidades permite dejar parte del comportamiento sin
especificar.

Ejemplo 5 (La Pulga de Markov). Una pulga amaestrada se mueve sobre una cuerda de
longitud 1 y ante un estimulo externo (e.g., un chasquido de dedos de su entrenador) elige
arbitrariamente saltar hacia la derecha o izquierda, y luego da un salto en esa direccién.
La distancia que salta es aleatoria y distribuida uniformemente en [0, 1]. Esto implica
que generalmente habra una probabilidad de que la pulga se caiga de la cuerda, lo que
modelaremos con subprobabilidades ya que no nos interesa modelar lo que hace la pulga
luego de caerse. Supondremos que la pulga tiene la inteligencia suficiente para saltar so6lo
en la direccion segura cuando se halle parada en alguno de los extremos de la cuerda. La
modelamos con un NLMP con una sola accion A = {a}, Puga = ([0, 1],B([0,1]), {7.}),
con

To = {(@,mpa) @ € (0, 1]} U{(z,mp ) s 2 €0, 1)}

donde m; es la medida de Lebesgue concentrada en I, dada por m;(Q) = m(I NQ)VQ €
B([0, 1))

El espacio ([0,1],B([0, 1])) es claramente Borel estandar y los conjuntos {(x,mg4)) :
r € (0,1} y {(z,mpp1) : © € [0,1)} son graficos de funciones medibles. Entonces, por

la proposicion 14, son ambos medibles en .S x M([0, 1]). Luego 7, es medible y S es un
NLMP.

Fijados un estado s € S y una etiqueta a € A, definimos el grado de s respecto de a
como la cantidad de transiciones posibles desde s con etiqueta a, y lo denotaremos

Ja(s) = [{p € M(S,5s) : s pu}

S se dird de imagen numerable si todos sus grados son numerables, es decir, si para
todos s € S,a € A, J,(s) es numerable. En particular, si todos los grados son finitos,
decimos que S es de imagen finita. Sin € N, un S de imagen finita se dice un n-NLMP
si 04(s) < n, para todo s € S'y a € A. Notemos que no todo NLMP de imagen finita es
un n-NLMP, ya que los grados podrian ser finitos pero no acotados.

Dada una etiqueta a € A, definimos el dominio de la accién a como el conjunto de
aquellos estados que pueden efectuar alguna transicién en respuesta a a, es decir

domg(a) :={s € S :d,(5) > 1} = mg(70)



28 CAPITULO 3. APLICACION A PROCESOS DE MARKOV ETIQUETADOS

Fijaremos de ahora en adelante un conjunto de etiquetas A numerable, y usaremos
S = (S5,%, 1) para denotar un NLMP cuando se conveniente, en lugar de la version mas
precisa (5,23, {7, | a € A}).

La numerabilidad de las etiquetas servirad luego para garantizar la numerabilidad de
las formulas l6gicas, que serd esencial para poder probar propiedades de medibilidad y
coincidencia de medidas. Asimismo, requerir que el espacio de estados sea un espacio
Borel estandar se veré justificado mas adelante cuando probemos las caracterizaciones de
la bisimulaciéon por logicas modales. Recordemos que, por ejemplo, todos los conjuntos G
(en particular todos los abiertos y cerrados) en R" son Polacos y por lo tanto son espacios
Borel estandar con la o-algebra B(R) restringida. En la practica, esto es suficiente para
representar el espacio de estados de un proceso.

La clase méas general que estudiaremos en este trabajo son los NLMP de imagen finita.

3.3. Simulaciéon y Bisimulaciéon

La idea intuitiva de simulacién en un NLMP es que un estado s’ simula a otro estado s
si s’ es capaz de imitar cada uno de los posibles comportamientos de s. En este contexto,
querriamos que una transicion t sea imitada por otra t’ cuando su probabilidad de moverse
a cualquier conjunto A sea la misma que la probabilidad de ¢’ de moverse a un conjunto
de estados que simulan a los estados de A.

De alguna manera, necesitamos saber de antemano qué estados se simulan para veri-
ficar la igualdad. Ademés, no podemos hablar directamente del conjunto de estados que
simulan a A en general porque, incluso si A fuera medible, no podemos asegurar que este
otro conjunto lo sea. Resultard conveniente entonces, si R es una relacion que define una
simulacién, usar la nocion de conjuntos R-cerrados para describirla. Recordemos que un
conjunto () es R-cerrado si contiene todos los estados que estan relacionados por R con
estados de Q).

3.3.1. Conjuntos R-cerrados
Veamos algunas de las propiedades de los conjuntos R-cerrados.

Proposicién 30. 1) Si Q es R-cerrado entonces Q° es (R™1)-cerrado, donde R™! es
la relacion inversa a R.

1) Si RC R y Q es R'-cerrado, entonces QQ es R-cerrado.

1) Si R, R’ son reflexivas y Q es (R o R')-cerrado, entonces también es R-cerrado y
R'-cerrado

Prueba. 1) Sean x € Q°, y € S tal que zR™'y. Entonces yRx y si fuera y € Q) por ser
() R-cerrado tendriamos x € (). Como esto es falso, debe ser y € Q°.
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1) Siz € @,y € S satisfacen xRy, entonces se cumple también xRy y luego y € @
por ser () R'-cerrado

1) Si Ry R son reflexivas, se cumple R, R C Ro R’y entonces podemos aplicar el
punto anterior.

]

Usando conjuntos R-cerrados, podemos levantar una relacion R sobre un espacio me-
dible (S, Y) a una relacion sobre M(S), diciendo que pRp' si para cada R-cerrado @ € X
se cumple u(Q) = p/(Q). Usando la proposicion 30 podemos ver algunas propiedades
utiles de estas relaciones:

Proposicion 31. Sean (S, %) un espacio medible, u, 1/, v € M(S), R, R’ relaciones sobre
S.

1) Siu(S)=p/(S) y uRy entonces pR™1'.
1) Si RC R ypRy, entonces pR'1'.
111) Si R, R' son reflezivas y pRvR 1/, entonces u(Ro R/

Prueba. 1) Sea @ € ¥ R™'-cerrado. Por la proposicion 30.1, Q¢ es R-cerrado y entonces
pRp implica p1(Q°) = p'(Q°) = pu(S) — (@) = (/' (S) — ' (Q), y como u(S) = p'(5),
concluimos que p(Q) = pu(Q’).

1) Si @ € ¥ es R'-cerrado, entonces por la proposicion 30.11 ) es R-cerrado, y como
pRy, resulta p(Q) = 1'(Q).

111) Sea @ € ¥ (R o R')-cerrado. Por la proposicion 30.111, () es R-cerrado y R'-cerrado,
y como pRvR'i/, tenemos p(Q) = v(Q) v v(Q) = 1/(Q), de donde resulta u(Q) =
1(Q).

]

3.3.2. Simulacién

Definicién 13. Una simulacién sobre el NLMP S es una relacion R sobre S tal que,
. « e, a . e,
para cualquier par de estados s, s’ € S con sRs’ y cada transicion s — 1 hay otra transicion
a . . ., . .
s'—u' con /' Ru. Si sRs’, con R una simulacion, decimos que s es simulado por s’

Las relaciones de simulacién tienen las siguientes propiedades:
Proposicion 32. 1) idg es una simulacion.

11) Si{Ri}ier es una familia de simulaciones, |J;,.; R; es una simulacion.
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1) Si Ry R son simulaciones reflexivas, entonces Ro R’ es una simulacion reflexiva.

Prueba. 1) Inmediato, pues dado s idgs, la transicién s-%pu es imitada por si misma,
yva que u idgp.

11) Si s(U,c; Ri)s' entonces sR;s' para algin i € I. Luego s— p es imitada por alguna
s'% ' con pR;', y entonces por la proposicion 31.11, tenemos p(| .., R;)p', lo que

prueba que J,.; R; es una simulacion.

iel
el

111) Supongamos s(Ro R')s" y s-% pu. Por definicién de composicion de relaciones, existe
s' tal que sRs'R's”. Como R es una simulacién, hay una transicion s’ i/ con puRy/
y, dado que R’ también es una simulacién, hay una transicion s” % " con p/R'p”.
Entonces, como R, R’ son reflexivas y uRu'R'1/”, por la proposicion 31.111 concluimos

que p(Ro R ). Luego, Ro R es una simulacion reflexiva.
O

3.3.3. Bisimulacion

Podemos dar ahora la definicion de bisimulacién en términos de relaciones de simula-
cion.

Definicién 14. R es una bisimulacién sobre el NLMP S si R y R~! son simulaciones.
Las bisimulaciones cumplen las siguientes propiedades:

Proposicién 33. 1) idg es una bisimulacion.

11) Si R es una bisimulacidn, entonces R™' es una bisimulacion.

1) Si {R;}icr es una familia de bisimulaciones, entonces J,c; R; es una bisimulacion.
V) Si Ry R son bisimulaciones reflexivas, Ro R’ también es una bisimulacion refleziva.
Prueba. 1) Inmediato por la proposicion 13.1.

11) Es obvio por la definicion y el hecho de que (R7')™! = R.

1) |J,o; Ri es una simulacion por la proposicion 13.11, y (U, i) ™' = U,c; R ' es una
simulacion por la misma proposicion, ya que {R; 1}ie 7 son simulaciones.

1V) Ro R’ es un simulaciéon por la proposicion 13.111y (Ro R)™' = (R')"' o R™! es una
simulaciéon aplicando lo mismo a las simulaciones (R')~!' y R™1.

]

Definicién 15. Decimos que dos estados s y s’ son bisimilares (s ~ s') si existe una
bisimulacion R, tal que sRs’. Es decir, ~= [J{R : R es un bisimulacion}.
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Notemos que, por la proposicion 33.111, ~ es una bisimulaciéon, a la que podemos
llamar la relaciéon de bisimulacién.

Proposicion 34. La relacion de bisimulacion ~ es de equivalencia.

Prueba. Por la proposicion 33.1, idg es un bisimulacién y entonces idg C~, por lo que
~ es reflexiva. Dado que ~ es una bisimulacion, ~~! también lo es (por la proposicion
33.11, y entonces ~1C~, de donde se sigue que ~ es simétrica. Por tiltimo, como ~ es
un bisimulacién reflexiva, por la proposiciéon 33.1V ~ o ~ es una bisimulacion, y entonces
~ o ~Cn~. Luego, ~ es transitiva. ]

Ejemplo 6. En el ejemplo 5 (Puiga), la relacion de simetria respecto de % sobre [0, 1],
TRy < x +y = 1, es una bisimulacion. Como R es simétrica (i.e., R = R™!), basta
ver que es una simulaciéon. Todo conjunto R-cerrado () es simétrico, y por lo tanto, si se
cumple xRy valen las igualdades mpg 4)(Q) = m11(Q) ¥ M1(Q) = mpy(Q).

3.4. LMP a la Desharnais

Ademas del uso de espacios Borel estandar en lugar de analiticos, este trabajo se dife-
rencia de [99Des| en que no hemos distinguido un estado inicial y por lo tanto probaremos
todos nuestros resultados dentro del &mbito de un tinico NLMP (hablamos s6lo de bisimu-
lacion entre estados y no entre procesos). Esta eleccion simplifica mucho la escritura de de
las demostraciones y no le resta alcance a nuestros resultados, ya que facilmente pueden
adaptarse al estilo de [99Des| (para el caso en que el conjunto de estados es un espacio
Borel estandar). En esta seccion nos ocuparemos de crear una interfaz de definiciones
entre ambos trabajos.

Recordemos primero brevemente las definiciones de LMP y bisimulacion de [99Des]

Definicién 16 (DLMP). Una funcién de transicién subprobabilista sobre un espacio
medible (X, ) es una funcion 7 : X x 3 — [0, 1] tal que para cada = € X fijo, la funcion
7(x,-) : ¥ — [0, 1] es una medida de subprobabilidad, y para cada @ € X fijo, la funcion
7(-,Q) : X — [0, 1] es medible.

Un espacio separable metrizable se dice analitico si es homeomorfo a un conjunto
analitico en un espacio Polaco (con la topologia relativa), o equivalentemente si es imagen
continua de un espacio Polaco.

Ademas, un espacio medible es un espacio Borel analitico si es isomorfo a (X, B(X))
para algin espacio analitico X. Notemos que como todo espacio Polaco es analitico, en
particular todo espacio Borel estandar es Borel analitico.

Un DLMP (D por Desharnais o por Deterministic) con conjunto de etiquetas A es
una estructura S = (5,4, X, {u, | a € A}), donde (S, X) es un espacio Borel analitico (de
estados), i € S es el estado inicial, y

Vae A, 7,: X x3 —10,1]
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es una funciéon de transicién subprobabilista. Al igual que con los NLMP, fijamos A y
escribimos los DLMP en la forma méas breve § = (5,1, %, u).

Una bisimulacién entre dos DLMP 8y = (51,41, 21, {ul}) v So = (Sa, 19, Lo, {12 })
es una relacion de equivalencia R sobre S7W.S, tal que, para s € S1y so € Sy con s1Rss,
para cada conjunto R-cerrado () C S; W Sy tal que QN S, € 31y Q NSy € Xy, se tiene

fa(5,Q N S1) = pi(s,Q N Sy)

para cada a € A. Dos estados son bisimilares si estan relacionados por una bisimulacion.
Decimos que &; y S son bisimilares si sus estados iniciales lo son.

Las siguientes definiciones permiten ver que nuestros resultados implican los de [99Des].

Definicion 17. Un LMP es un 1I-NLMP (S, %, {7, | a € A}) con 0,(s)=1Vs € S. Es
decir, para cada s € Sy a € A, existe una tinica 7 = n(s) tal que s-%7. Podemos asociar
a 7, una funcion de transicion subprobabilista 7,, definiendo 7,(s,Q) = (n(s))(Q) para
cada ) € X.

Un iLMP es una estructura S = (5,4,2,{u, | a € A}), tal que i € S'y g = T,
donde (S,%, {7, | a € A}) es un LMP. i se denomina el estado inicial de S.

Si 81 = (Sl,h,El,{Mé}) y 82 = (SQ,iQ,ZQ,{MZ}) son iILMP con Sl N SQ = (Z) (Sl
no fueran disjuntos podemos reemplazar a (S7,%;) por una copia isomorfa), su suma
directa es un LMP (sin estado inicial)

81 @82 = (Sl U 52,21 ) 22, {,U,a ’ a € A})
tal que para toda a € Ay todo ) € X1 P X5 se cumple

ta(s,Q) = ui(s,QNSy) Vs € S

Ma(su Q) = u?z(sa @ N SQ) Vs € 5,
Dos iLMP &7 y S con estados iniciales 71 e 75 respectivamente, son bisimilares si
existe una bisimulacién R sobre S; @ S, tal que i1 Ris.

Lema 35. Todo iLMP es un DLMP y dos iLMP son bisimilares si y solo si son bisimilares
como DLMP.

Prueba. Sea S = (5,1, %, {pta | @ € A}) un iLMP y sea {7,} tal que u, = 7.. (S,X) es un
espacio Borel analitico, por ser Borel estandar.

Para probar que p, es una funciéon de transicion subprobabilista, debemos ver que
para cada @ € X fijo, la funcion p,(-, Q) : X — [0,1] es medible. Sea I medible en R.
Entonces (1tq(-, Q) (1) = ms(raN[S x Mg (I)]). Mg'(I) es medible en M(S), y entonces
S x Mg'(I) es un rectangulo medible en S x M(S). Como 7, es medible, resulta A :=
Ta N [S X Mél(l)] medible. Como d,(s) =1 Vs € Sy M(S) es Borel estandar, podemos
aplicar el teorema 24 y concluir que mg(A) = {s € S: 3n((s,n) € 7.)} es medible.

La equivalencia de las nociones de bisimilaridad es una mera aplicacion de definiciones.

O
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3.5. Logicas Modales

Las logicas modales (ver [96CrHu|) agregan a la logica clasica las nociones de posibili-
dad y necesidad, introduciendo modalidades que permiten expresarlas. Variantes de estas
logicas se han usado para caracterizar equivalencias seméanticas como la bisimulacién,
en un contexto probabilista (ver, por ejemplo [0lvanG|). En esta seccién definiremos
logicas de este tipo, que emplearemos sobre los NLMP para expresar propiedades que
caractericen la bisimulacién.

3.5.1. Sintaxis

Describimos a continuaciéon algunas logicas modales que serdn empleadas luego para
caracterizar la bisimulacién sobre distintas clases de NLMP. La méas simple de ellas se
denota L. y tiene una sintaxis dada por las siguientes formulas:

T|o1Ng2 | (a)sq0

dondea e Ay qeQ.
Usaremos también las siguientes extensiones y variantes de L-:

Lo =Ly | (a)cqp ,conqgeQ
L =L | 9

L, =T | 1\ @2 ’ 0 ‘ <a> [l><l1Q1¢1a <+ Dngn ¢n]

cona€ A, neN e {<,>}, ¢ €Q parai=1,...,n.

Definimos también, para m € N, la logica L£,, que tendra la misma sintaxis que L,
pero con la restriccion de que sea n < m en las férmulas (a)|uw,q,@i)i—;. Notemos que
gracias a la numerabilidad de A y a la restriccion a cotas probabilistas racionales, todas
las logicas definidas poseen un conjunto numerable de formulas.

3.5.2. Semantica

Emplearemos la notaciéon s F ¢ para indicar que la formula ¢ es satisfecha por el
estado s. Fijada una logica £ y una interpretacion de F, decimos que dos estados s y
t son equivalentes (respecto de L) si satisfacen las mismas formulas de £ (es decir, si
Voe L:skE ¢ < s E @),y lo denotaremos s ~, t (o simplemente s ~ s si no hay
ambigiiedad) . Definimos también la semantica de una férmula ¢ como el conjunto de
todos los estados que la satisfacen:

[o] ={s€S[sF ¢}

Notemos que /. es una relacion de equivalencia, y que los conjuntos [¢] son ~-cerrados.
Definimos a continuacion la interpretacién de la satisfaccion de féormulas. La seman-
tica de T, Ay — es la esperada:
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seT Vse S
S':¢1/\¢2 SiiS':¢1y8':¢2
sFE ¢ sii s F ¢

Diremos que s F (a)~,¢, si ante la accién a hay una transicion desde s con probabilidad
mayor a ¢ de moverse a un estado que satisfaga ¢. Es decir, si

e M(S,Ss), Q€N : s S un([6] 2 Q) A (@) > q)

La semantica de s F (a),¢ se define en forma analoga:

e M(S,8s), QeX:s=u([¢] CQ)A(MQ) < q)

La formula (a)[s,q,¢:]7; funciona como una conjuncién de las formulas (a)u,q, @i, pero
con la condicién adicional de que todas las cotas probabilistas se satisfagan a través de
una tnica transicion. Interpretamos s E (a)[u,q, ¢i]7; como

Ip € M(S,Zs), {Qi}iey € T x5 AViI(([0i] o, Qi) A (1(Q1) > 41))

donde interpretamos r~ = D y r- = C. Probaremos més adelante que para cada ¢ resulta
[¢] medible, lo que eliminara la necesidad de hablar de un conjunto ) medible en las
interpretaciones. La necesidad de emplear estas extensiones quedara clara en la proxima
seccion, a medida que surjan las distintas limitaciones expresivas de cada logica.

Ejemplo 7. Volviendo al ejemplo 5, podemos escribir una férmula ¢ € Lo que sea satis-
fecha por los estados con la siguiente propiedad:

“Saltando en alguna direccion, hay una probabilidad mayor al 60 % de no caer fuera de
la cuerda y una probabilidad menor al 50 % de caer en un punto en el que el prozimo salto
tenga probabilidad de éxito mayor que 75% en alguna direccion” (Obviamente asumimos
que la pulga es obediente y sélo salta cuando se le da la orden a).

Dicha formula es (a)[s06T , <05((a)[s0757T])]-

3.6. Caracterizacion Loégica de la Bisimulaciéon

Probaremos diferentes caracterizaciones logicas de la bisimulacion, con logicas cada
vez més fuertes a medida que tratamos con sistemas de mayor grado de no determinismo.
El caso méas simple es el de los LMP.

Adaptaremos la estructura de la prueba de caracterizacion dada en [99Des|. El prin-
cipal cambio serd que daremos una version interna de esta prueba, en el sentido de que
trabajaremos con bisimulaciéon de estados dentro de un tinico NLMP, en contraposicion
con la prueba original que trabajaba con dos LMP con estados iniciales y definia una
bisimulacion entre sistemas.
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3.6.1. Resultados Centrales

Probaremos en esta secciéon una serie de proposiciones y teoremas que no dependen
del tipo de NLMP escogido y son comunes a todas las pruebas de caracterizacion de la
bisimulacion

Nuestra primera proposicion dice que en un NLMP los conjuntos de estados definibles
por formulas son siempre medibles. Lo probaremos para L, de donde se cumplira para
las otras logicas definidas por ser £, la mas expresiva de ellas.

Proposicion 36. Sea S = (S, %, 7) un NLMP de imagen numerable. Entonces para toda
formula ¢ € L, se tiene [¢] € 2.

Prueba. Lo probamos por induccién en la estructura de ¢. El caso base T es obvio, pues
[T] = S € 3. La conjuncion y la negacion son también inmediatas, ya que por definicion
una o-algebra es siempre cerrada por intersecciéon y complemento. Supongamos ahore que
la proposicion es cierta para {¢; }1; v sea ¢ := (a) s, ¢i]7— . Por hipotesis inductiva, cada
[#i] es medible y entonces [¢] = [(a)[sq @i]71] = ms(ra N [S X N, M[[;l]](lz)}), con [; =
0,4:) 6 (g, 1], segln sea ;=< 6 >. Cada ]\/[[[;1]]([1) es medible en M(.S) por definicion de
Y(s)- Como la interseccion numerable de medibles es un medible, S x (", M[[:blﬂ (I;) es un
rectangulo medible, y es entonces medible en S x M(.S). Luego, como 7, es medible y todas
sus secciones (7,)s, s € S son numerables, deducimos que A := 7, N[S x (), M[[:blﬂ(fz)]
es medible con A, numerable para todo s € S. Como M(S) es Borel estandar , podemos
aplicar el teorema 23 y concluir que mg(A) = [(@)[m;q; @il ] es medible. O

Nota 3. Notemos que para cualquier logica £ de las definidas en 3.5, dada una férmula
¢ € L, hay otra formula ¢ € L, tal que [¢'] = [¢], por lo que el resultado anterior es
valido para cualquiera de estas L.

Nota 4. Al saber que cada [¢] es medible, ya no necesitamos hablar de inclusiones con
medibles en la seméantica, quedando simplificadas las interpretaciones a lo siguiente:

s F (a)sq0, si 3 € M(S, Bs) = s=pu A (u([8]) > q)
s F (a) <9, si I € M(S,Sg) : s=p A (u([8]) < q)
5 E () [a,q, @iy, si3p € M(S,5g) 0 s p AVi(u([o:]) > q)

Podemos probar ahora una direcciéon de nuestra caracterizaciéon

Teorema 37. Si s y s’ son dos estados bisimilares en un NLMP S = (S,%, 1), entonces
son equivalentes respecto de L. Es decir, s ~ s = s, s

Prueba. Sea R una bisimulacion en S. Probamos por induccion en formulas que si sRs’
y ¢ € L, entonces s F ¢ < s F ¢. Los casos de T, la conjuncién y la negacion son
obvios. Ahora supongamos que el enunciado es cierto para {¢;}!, i.e. para cada par
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de estados R-relacionados, cada ¢; es satisfecha o bien por ambos o por ninguno de
los dos estados. Esto significa que cada [¢;] es un R-cerrado, y ademas es medible por
la proposicion 36. Como R es una bisimulacion, para cada s— g hay una s’ -5/ con
pRy, de donde p([¢:]) = #/([¢:]) Vi = 1...n. Entonces si s F ¢ := (a)[w;q,Pi]i;, con
b€ {<, >}, se da también s’ F ¢b. Aplicando el mismo razonamiento, vemos que también
vale s’ E ¢ = s E 1. [

Nota 5. La misma observacion que hicimos en la nota 3, garantiza que el resultado es
también valido para cualquiera de las otras logicas L.

Para probar que una logica £ caracteriza completamente la bisimulacion, deberemos
ver el reciproco del teorema anterior: (s &~y s’ = s ~ ). Para lograr esto, queremos
probar que s &, s’ es una bisimulacion, es decir, que para cada para s,s’ € S con s ~, §
se cumple que por cada transicién s—»p hay una s’-% 4/, con i ~; pu. Recordemos
que esto ultimo significa u(Q) = p/(Q) para todo Q) ~-cerrado medible. Podriamos
comenzar tratando de probar que esto vale para los ) definibles por formulas (o sea, para
Q = [#], con ¢ € L). El siguiente teorema nos dice que dicha condicion es suficiente, y
usa fuertemente el hecho de que S sea un espacio Borel estandar.

Teorema 38. Sea S un NLMP y L una légica modal tal que para todo par de estados
s/, sy toda transicion s— u, existe una transicion s’ tal que

p([91) = w(l9]), Vo € £

Entonces si dos estados s, s’ son equivalentes, son bisimilares. Es decir, s ~; ' = s ~ .

Prueba. Sea F :={[¢] | ¢ € L}. Como [T] =Sy [¢] N[¢] = [¢ A¢], F es una w-clase
y S € F. Como py ' coinciden sobre F, por el lema 29 coinciden sobre o(F).

Por la proposicion 36, cada [¢,] es medible. Ademéas hay una cantidad numerable
{¢n} de formulas y se cumple

rry < Yn(x € o] © vy € on])

Se verifican entonces las hipotesis del teorema 25 y concluimos que o(F) ={AC S| A €
Y, A ~-cerrado}.

Luego, p y p' coinciden sobre todos los medibles ~-cerrados y entonces ~, es una
simulacion. Como =, es simétrica, resulta una bisimulacién.

Luego, s~; s = s~ s O

3.6.2. Cada Loco con su Légica

Por lo visto hasta ahora, el “esqueleto” de la prueba de caracterizacion estd formado
por la proposicion 36 y los teoremas 37 y 38. Dado un NLMP, cualquier logica que
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satisfaga la hipotesis del teorema 38 caracterizard a la bisimulacion en ese NLMP. En
esta seccion nos dedicaremos a encontrar, para clases particulares de NLMP, logicas que
satisfagan esta hipétesis. Comenzaremos con el caso LMP, y luego exhibiremos ejemplos
de NLMP con mayor grado de no determinismo en los que se vera la necesidad de emplear
logicas mas expresivas.

LMP

Nuestro primer lema completa la reconstruccion de la prueba de la caracterizacion de
[99Des| para LMP.

Lema 39. Sea S = (S,%,7) un LMP. Entonces para todo par de estados s =, s' y toda
a € A, se cumple (s, [6]) = pals', [6]), ¥ € L.

Prueba. Supongamos que la ecuacion no es cierta. Entonces, para alguna ¢ se tiene, por
ejemplo, q (s, [¢]) < (s, [¢]). Tomemos un racional g entre estos dos valores. Entonces
se sigue que s’ F (a)~,¢ pero s ¥ (a)s,¢ ]

2-NLMP

Si deseamos probar un resultado andlogo al anterior para 2-NLMP, la légica L resulta
insuficiente, e incluso L.~ tampoco alcanza. Podemos verlo en el siguiente ejemplo:

oS .S,
Ho M1 Tlo Ui
\ | 7

\ l
N Y

oxD b[1] Oy

La notacioén b[1] indica que 2% i con p({x}) = 1. Las u; y n; se anulan fuera de {z,y}
y vienen dadas por la siguiente tabla:

Ejemplo 8.

k| Mo | M1 || Mo | Th
{z}10,1]0,2(0,1]0,2
{y}10,2]10,2]0,3/0,1

Veremos que s ~,__ s, pero s ~ s’.
<> ?
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Si fuera s ~ s, ya que s g, deberia ser jo ~ ng, para algin k. Pero {z}, {y} son
~-cerrados y vemos en la tabla que pg = 7 para todo k. Luego, s » §'.

Veamos por induccién en formulas que s ~,__ s’. Los casos T, y A son inmediatos.
Supongamos s F ¢ := (l)~,¢. Entonces, debe ser [ = a y para algtin & se tiene

([ N {2, y}) = me([]) > g

Ahora, [¢] N {x,y} puede ser solo {z} o {z,y} (sin — es imposible distinguir a y por
una formula) y por construccion de las p; y n;, hay una n; tal que n;([¢]) = ne([¢])
y entonces n;([¢]) > ¢, con lo que s' F 1. Andlogamente, asumiendo s F ¢ podemos
concluir que s E 1. Del mismo modo vemos que se cumplen las mismas férmulas de la
forma (1) ,¢.

Reforzando la logica a £- podemos probar la hipotesis para 2-NLMP:

Lema 40. Sea § = (S, %, 7) un 2-NLMP. Entonces para todo par de estados s ~,_ s’y
toda transicion s— i, existe una transicion s’ ' tal que p'([¢]) = u([4]), Vo € L-..

Prueba. Si d,(s) = 0 no hay nada que probar. Si d,(s) # 0 existe al menos una transicion
s . Sea g € Q,q > u(S). Como s E ¢ := (a),T, se tiene s’ F ¢, de donde d,(s) # 0.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que 6,(s) = 6,(s') = 2 y que s,
s 1y, "5k, 8% b son todas las transiciones posibles para s y s’ (por ejemplo, el
caso d,(s) = 1 podra deducirse de esta prueba poniendo py = ps).

Sea ¢ € L.,y sean M := max{u([¢]), p2([0])}, M' := max{p([]), pna([0])}-
Tiene que ser M = M’, ya que si, por ejemplo, M < M’, tomando un racional ¢ tal que
M < g < M’ se tiene s’ E (a)-,¢ pero s ¥ (a)s,¢, lo que contradice s =~ s'.

Analogamente si tuviéramos, por ejemplo,

min{z ([¢]), p2([¢])} < min{s, ([0]), 5[0},

podriamos tomar ¢ tal que s’ E (a)<;¢ v s ¥ (a)<,¢. Podemos ver entonces que los
minimos también coinciden.

Combinando estos dos resultados obtenemos {1 ([¢]), u2([@]) } = {wi ([2]), 5 ([@]) }-
Dado que [6] U [¢] = [(=6 A ~9)] v [6]\ [¢] = [6 A ~¢], deducimos que T =
{[¢] | ¢ € L~} es un algebra. Entonces tomando p = py 6 po, tenemos que I, u, i}, 11
satisfacen las hipotesis del lema 28 y podemos concluir que alguna ), cumple u)(B) =

u(B) VB €T, es decir, 14([8]) = n([6]) V6 € L-. 0

n-NLMP y NLMP de imagen finita

Al pasar a estudiar NLMP con mayor grado de no determinismo, nuevamente es nece-
sario extender la logica, ya que resulta demasiado débil para caracterizar la bisimulacion.
Veamos un ejemplo que muestra la insuficiencia de £_:
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Ejemplo 9.
oS .S/
o 251 M2 Mo T 2
N [ [ | | s
S | | 7
N . Y 12

oxi} b[1] Oy 3 1] oz3 d[]

Las p; y 1; se anulan fuera de {z,y, z} y vienen dadas por la siguiente tabla:

* | Mo | M1 | M2 |[To | T | T2
@120 2][1]0
{wp|0]3[35]0]3]3
EIFIIR AL

Veremos que s ~,_ s', pero s = s'.

Si fuera s ~ s', ya que s 19, deberfa ser pg ~ 1, para algin k. Pero {z}, {y}, {z}
son ~-cerrados y vemos en la tabla que pg ~ 1, para todo k. Luego, s ~ s'.

Veamos por inducciéon en formulas que s ~,_ s'. Los casos T, = y A son inmediatos.
Supongamos s F ¢ := (I)~,¢. Entonces, debe ser [ = a y para algin k se tiene

pe([o] 0 iz, y, 21) = e ([9]) > ¢

Ahora, por construccion de las p; y n;, hay una n; tal que n;([¢]) = ux([¢]) ¥ entonces
n;([¢]) > g, con lo que " F 7). Analogamente, asumiendo s’ F ¢ podemos concluir que
s E 1. Del mismo modo vemos que se cumplen las mismas formulas de la forma (1) ,¢.

El fallo de la caracterizacion logica en este ejemplo radica en la imposibilidad de £_,
de imponer condiciones miltiples que deban cumplirse a través de una tnica transicion.
Es por esto que nuestro ejemplo explota las propiedades de “imitacion cruzada” de las
medidas asociadas a uno y otro estado. Esta necesidad es la que nos impulsé a introducir
las logicas L, y L,.

Lema 41. Sea § = (S, %, 7) un n-NLMP. Entonces para todo par de estados s ., sy
toda transicion s— i, existe una transicion s’ ' tal que (' ([¢]) = u([8]), Yo € L.

Prueba. Al igual que en el caso 2-NLMP, se puede probar que si s /., s' entonces para
todo a, 0,(s) = 0 < 0,(s") = 0. Supongamos que el lema es falso. Entonces existen s y
s', con s &~ &', y una transicion s— i tal que para cada transicion s’ p; hay al menos
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una formula ¢; € L, con p([¢i]) # wi([¢:]). Como S es un n-NLMP, hay a lo sumo n
transiciones ' p;. Sean i1, . . ., ftm, m < n todas las medidas de estas transiciones.
Parai =1...m, sea ¢; un racional estrictamente entre u([¢:]) v pi([#:]), v definamos
pi=> 6 <, segun sea u([¢;]) mayor o menor que p;([¢;]). Entonces definiendo v :=
(@) g 0i)1, tenemos que s F v, pero s’ ¥ 7, lo que contradice s ~ s'. O

Corolario 42. 5t S es un NLMP de imagen finita, entonces para todo par de esta-
dos s ~p, s' y toda transicion s pu, existe una transicion s’y tal que p'([¢]) =

p(lel), vo € Lo

3.6.3. Teorema de Caracterizacién Loégica de la Bisimulacién

Finalmente, aplicando la proposicion 36 y los teoremas 37 y 38, junto con los lemas
39, 40 y 41, obtenemos el siguiente teorema general:

Teorema 43 (Caracterizacion logica de la bisimulacion para NLMP de imagen finita).
Sea S = (S,%,7) un NLMP de imagen finita (LMP, 2-NLMP, n-NLMP) y sea L = L,
(L~, L., L, respectivamente). Entonces para todo par de estados s, s' € S, se satisface

/ /
SR, S &S5~ s
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Conclusiones y Trabajo Futuro

El principal aporte de este trabajo es la construccién de la teoria de NLMP sobre
espacios Polacos en vez de analiticos, abriendo una linea que no aparecia como posible en
[99Des|. Si bien los espacios analiticos son méas generales que los Polacos, su definicion es
mas técnica, con las complicaciones que ello conlleva. Notemos que los espacios analiticos
no fueron introducidos para darle mas generalidad a la teorfa sino por una limitacion
técnica que impedia usar solo espacios Polacos (debido al uso de cocientes en la prueba).
En la practica, es dificil imaginar procesos que requieran el uso de un espacio analitico
no Polaco como conjunto de estados.

El estudio de los espacios Polacos y analiticos y sus propiedades relevantes en la teoria
de NLMP, permitio lograr, ademés del aporte ya mencionado, una mejor estructuracion de
las pruebas de caracterizacion logica de la bisimulacion, aislando una propiedad central
que garantiza que una logica caracteriza la bisimulacion. Notemos que los conjuntos
analiticos, a pesar de ya no ser usados como espacios de estados, siguen teniendo un rol
fundamental en la demostracion de los resultados técnicos utilizados (los teoremas de
Blackwell y de Lusin-Novikov, son ambos consecuencias del Teorema de Separaciéon de
Lusin).

Sin embargo, puede ser interesante ver que nuestros resultados se verifican también
sobre espacios analiticos de estados, ya que esto permitiria una mejor integracién con
los resultados de [99Des| y todo el desarrollo subsiguiente. También se podria intentar
dar una organizaciéon categorica de los NLMP. Otras posibles mejoras se refieren a la
eliminacion de algunas de las restricciones impuestas aqui, como por ejemplo, retirar la
condiciéon de imagen finita o trabajar sobre procesos con conjuntos no numerables de
acciones (por ejemplo, en los que la interaccion con el entorno pueda estar dada por
variables temporales o fisicas continuas).

41
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