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Resumen

En las pruebas de sistemas de tiempo real, y en particular los que tienen comportamiento
estocéstico, es muy importante que éstas se ejecuten con la mayor probabilidad posible. El
objetivo de este trabajo final es implementar de forma eficiente una soluciéon al problema de
optimizacion de la probabilidad de ejecucion de casos de prueba de un modelo de sistema
de tiempo real con salidas estocasticas y entradas controladas por el usuario. El tiempo
en el que ocurren dichas entradas sera tal que maximize la probabilidad de ocurrencia del
caso de prueba en el modelo. La herramienta se basa en la equivalencia entre este problema
y la maximizacion del volumen seccional de un politopo convexo. Esta implementacion es
complementaria a una investigacion reciente de Wolovick, D’Argenio, y Qu (reportada en
ICST 2009) sobre este problema. En particular, el desarrollo de la implementacion permitio
evidenciar y corregir algunos problemas en dicho trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacidon

Testear software engloba un conjunto de actividades que tienen el objeto de evaluar
la calidad del producto, identificando defectos y problemas. Mas precisamente, consiste en
verificar dindmicamente el comportamiento de un programa a través de un grupo finito de
casos de prueba, debidamente seleccionados del, tipicamente infinito, &mbito de ejecuciones,
todo en relacion al comportamiento esperado.

El concepto detras del testing basado en modelos es usar modelos que expliciten el com-
portamiento esperado del sistema para generar y realizar la prueba de software. Las trazas
de estos modelos son interpretadas como casos de prueba para la implementacion, indicando
las entradas a proveer y las salidas a esperar. La seleccion de un conjunto finito de trazas
finitas del total de trazas del modelo, se determina de acuerdo a un criterio de cobertura par-
ticular, ya que usualmente no es posible generar conjuntos de prueba exhaustivos. Durante
la ejecucion, la implementacion (o SUT, system under test) es alimentada con las entradas
y la salida de esta es comparada con la del modelo.

Pensando en sistemas de tiempo real, las entradas no sélo estan compuestas por las
entradas propiamente dichas sino también por el momento en que éstas deben realizarse.
Ademas si estamos ante la presencia de probabilismo, la ejecucion de una traza particular
del sistema no es certera, existe una probabilidad de que se ejecute y esta no sélo depende
del orden de las entradas sino también de los tiempos en los que éstas se realicen.

Si la derivacion, la ejecucion y la evaluacion de las pruebas son actividades costosas,
ademés uno espera que la ejecucion de las pruebas, entre otras cosas, sea eficiente. Por
lo tanto, es necesario incrementar la probabilidad de éxito de la ejecucion de un caso de
prueba, donde por “éxito” queremos decir “que la prueba ejecute la traza esperada”. Para eso
la derivacion del caso de prueba no solo debe indicar entradas a realizar y salidas esperadas,
sino también los tiempos 6ptimos de las entradas.

TEO pretende implementar una técnica que completa la derivacion de un caso de prueba
particular con los tiempos de entrada que dan la mayor probabilidad de éxito posible en
la ejecucion y cuantificar esta probabilidad. Esta técnica ha sido desarrollada por Pedro
D’Argenio, Nicolas Wolovick y Hongyang Qu en el trabajo [42].
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1.2. Objetivos

» Estudiar la eficiencia de la técnica propuesta en [42] mediante la realizacion de un
prototipo de herramienta que la implemente.

» Estudiar las posibles optimizaciones a la técnica propuesta mediante modificaciones
del prototipo anterior.

= Realizar estudios sobre casos de prueba con casos representativos.

1.3. Descripcién general

El presente trabajo final consiste en la construccion de una herramienta que tome un caso
de prueba de un sistema de tiempo real y provea los tiempos en los que debera realizarse
cada entrada de manera tal que se maximice la probabilidad de ejecucion del mismo.

La técnica sugerida en [42] utiliza un modelo del sistema de tiempo real. En este modelo
hay acciones de entrada (controladas) y de salida (no controladas): las entradas son comple-
tamente controladas por el usuario y las salidas son acciones temporizadas de acuerdo a una
distribuciéon uniforme. Asumiendo que los casos de prueba son obtenidos por alguna técnica
([41, 30, 40]), consideraremos a un caso de prueba como una secuencia de entradas y salidas
que finalizan en un veredicto. La ejecucion de casos de prueba puede ser vista como un juego
entre el tester, que alimenta las entradas, y el sistema bajo prueba, que posee el rol opuesto
de producir las salidas. Estas salidas pueden ser o no las esperadas en el caso de prueba.
En este tltimo caso el veredicto probablemente no seré concluyente. La técnica deriva los
tiempos 6ptimos de alimentacion de cada entrada del caso de prueba al sistema bajo prueba
de forma tal que el sistema es guiado con la mayor probabilidad al final del caso de prueba,
donde el veredicto es llevado a cabo.

En el trabajo citado se muestra que este problema de optimizacion es equivalente al
problema de maximizacién del volumen de una seccién de un politopo convexo. Como ha
sido senalado por sus autores la complejidad tedrica de este tiltimo problema es exponencial.
Aun asi, dadas las caracteristicas del problema original, los autores sostienen que en sistemas
reales la complejidad deberia ser significativamente menor y por lo tanto ser 1til en términos
practicos. En este trabajo proveemos evidencia de esta hipotesis.

En la primer parte del trabajo, comenzaremos discutiendo qué es y como se realiza el
testing basado en modelos de sistemas de tiempo real. En el Capitulo 3 discutiremos los
fundamentos matematicos necesarios para resolver este problema. En el capitulo siguiente
describimos el modelo para sistemas estocasticos de tiempo real y su seméntica. Discutimos
qué es un caso de prueba, como determinar su probabilidad de ejecucion y la equivalencia en-
tre optimizar esta probabilidad y maximizar el volumen de un politopo conveco paramétrico
en el Capitulo 5. También mostraremos la técnica propuesta para realizar esta maximizacion.

La segunda parte del trabajo, se inicia discutiendo el algoritmo general de la herramienta
y como se implementd cada piso. La arquitectura, el diseno detallado y la metodologia de
desarrollo es discutida en el Capitulo 7.

En la ultima parte, presentaremos los resultados obtenidos de diferentes ejecuciones de
la herramienta y las conclusiones obtenidas en este trabajo.
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Parte 1

Fundamentos tedricos
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Capitulo 2

Testing de sistemas de tiempo real
basado en modelos

. Qué es testing de software?

El testeo de software es una actividad importante en el proceso de desarrollo de software.
Engloba un conjunto de actividades que tienen el objeto de evaluar la calidad del producto,
identificando defectos y problemas. Las pruebas del software consisten en verificar dindmi-
camente el comportamiento de un programa a través de un grupo finito de casos de prueba,
debidamente seleccionados del, tipicamente infinito, ambito de ejecuciones, en relacion al
comportamiento esperado. [15]

Los siguientes aspectos caracterizan al testeo de software:

= Verificacion dindmica: testear software siempre supone ejecutar el programa ingresando
datos.

= Conjunto finito de pruebas: incluso en programas sencillos, teéricamente podria haber
tantas pruebas que realizar, que hacer pruebas exhaustivas podria demorar meses o
anos.

= Pruebas seleccionadas: la diferencia esencial entre las diferentes técnicas de pruebas se
encuentra en como se escoge el conjunto de pruebas.

= Comportamiento esperado: deberia ser posible, aunque a veces no sea facil, decidir si
el resultado observado de la ejecuciéon de un programa es aceptable o no.

., Qué es y como se realiza la derivacion de las pruebas?

De manera frecuente, el comportamiento esperado es definido con especificaciones de
requerimientos informales e incompletas. Los analistas de testing usan estos documentos
para obtener un entendimiento aproximado del comportamiento deseado. Podemos decir
que construyen un modelo mental del sistema. Este modelo mental es entonces usado para
derivar casos de prueba para la implementacion. Este enfoque es implicito y desestructurado,
no pone atencion a los detalles y no es reproducible.

15



. Qué es y como se realiza el testing basado en modelos?

Para contrarrestar las deficiencias de un enfoque informal de la derivacion del testing, po-
demos utilizar el testing basado en modelos. Esta técnica prescribe la utilizacion de modelos
que explicitan el comportamiento esperado del software para generar los casos de pruebas.
Esto es debido a que las trazas de estos modelos son interpretadas como casos de prue-
ba para la implementacién indicando las entradas a proveer y las salidas esperadas de la
implementacion.

En el paso siguiente a la construccion del modelo, se seleccionan un conjunto de trazas
del modelo de acuerdo a un criterio de cobertura particular. Esta etapa es conocida como
especificacion o derivacion de los casos de prueba.

Antes de usarse como casos de pruebas, las trazas generadas también pueden ser verifi-
cadas manualmente para establecer si el modelo representa los requerimientos del sistema.
Esta es una actividad de wvalidacion, encargada de verificar si un artefacto, el modelo en este
caso, satisface los requerimientos de los usuarios reales.

Finalmente, en tiempo de ejecucion las entradas son alimentadas a la implementacion y
la salida de la implementacion se compara con la del modelo. Estas pruebas aumentarén la
confianza que la implementacion corresponde con el modelo, o probaran que no es asi. La
ejecucion de los casos de prueba en el SUT es una actividad de werificacion: indaga si la
implementacion se comporta adecuadamente.

Modelo

Validacion

Especificaciones de
Caso de prueba

< > Casos de prueba
i

Verificacion

Hardware, Sist. operativo

Un punto esencial en la utilizaciéon de modelos es que estos son mas abstractos o simples
que la implementacion. Por lo tanto son més faciles de entender, validar, mantener, y més
utiles para generar casos de prueba.

Los modelos de tipo automata han sido ampliamente estudiados como base para la deri-
vacion de pruebas (por ejemplo [30, 41]).
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. Qué es y qué caracteristicas poseen los sistemas en tiempo real?

Un sistema se denomina de tiempo real cuando su funcionalidad no sélo depende de
los resultados légicos de un computo sino también del tiempo en que esa computacion se
realiza [13|. Generalmente se encuentran en sistemas embebidos y probablemente desem-
penando alguna funcionalidad critica, donde la posibilidad de destruccion de informacion,
bienes valiosos o la vida de personas esta en juego. Por ejemplo, son usados en aviacion,
automoviles, sistemas de control de procesos industriales, etc. Por lo tanto, la correcciéon de
estos sistemas es un tema fundamental para sus desarrolladores y usuarios. En este trabajo,
nos enfocaremos en el testeo de este tipo de sistemas.

., Qué desafios y caracteristicas tiene el testing de sistemas en tiempo real?

Las caracteristicas particulares que presentan los sistemas de tiempo real, hacen mas
dificiles los problemas usuales del testing, ya que agregan problemas adicionales. Por ejemplo,
el tiempo se incorpora como una variable continua no controlada del entorno de ejecuciéon

38].

., Como se usa testing basado en modelos en sistemas de tiempo real?

Las técnicas de testing basado en modelos en principio son aplicables al testeo de sistemas
de tiempo real atn cuando el comportamiento temporal agrega una nueva dimension del
espacio de entradas. Pero la derivacion de pruebas para sistemas de tiempo real ha resultado
ser un duro problema a la hora de obtener un conjunto de pruebas exhaustivas [40]. Con esto
en mente, estas técnicas no buscan exhaustividad sino que responden a un criterio particular
de cobertura (ver por ejemplo |20, 32, 23, 17]).

. Por qué es importante que las pruebas se ejecuten correctamente?

La ejecucion de las pruebas de sistemas en tiempo real presenta la fuente de las diferencias
mas significativas en comparacion con las pruebas de software que no es de tiempo real,
parcialmente por las restricciones temporales, caracteristica esencial de este tipo de sistemas,
[38] y parcialmente por el no determinismo o probabilismo que suele caracterizarlos. Al ser
de tiempo real, ahora no solo importa la secuencia de las entradas del caso de prueba sino
también el tiempo de ocurrencia de las mismas. Al no ser determinista o siendo probabilista
existe la posibilidad de que al querer reproducir un comportamiento, incluso proveyendo
las mismas entradas, este comportamiento no se repita. Dado que la derivacion, ejecucion y
evaluacion de las pruebas son actividades costosas, uno espera que la ejecucion de las pruebas
sea eficiente. Ademas la reproducibilidad de las pruebas es muy importante para las pruebas
de regresion. Estas son las pruebas que se realizan para probar si un cambio en el software
no ha introducido nuevos errores en funcionalidades ya probadas.
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., Como modelamos los sistemas en este trabajo?

En este trabajo, asumiremos que un sistema de tiempo real es modelado como un conjun-
to de componentes en paralelo. Cada componente es modelado como un autémata controlado
donde acciones (controladas) de entrada son dirigidas por el entorno y acciones (no contro-
ladas) de salida pueden ocurrir dentro de un intervalo de tiempo dado. La mejor opcion
posible para estimar el tiempo de ocurrencia de un evento cuando solo un intervalo de tiem-
po es conocido, es asumiendo que este es uniformemente distribuido ya que la distribuciéon
uniforme es precisamente la distribuciéon con méaxima entropia soportada en un intervalo
cerrado. También hay una consecuencia técnica de elegir la distribucion uniforme: la funcion
de densidad es una funcién constante y esto hace que el problema con el que trabajamos
sea mucho mas tratable. También consideraremos los casos de prueba modelados como una
secuencia de entradas y salidas, finalizando en un veredicto [42].

., Qué hacemos en este trabajo?

Por la presencia del no determinismo externo y el probabilismo interno, la ejecucion
del caso de prueba puede ser vista como un juego entre el tester, que realiza las entradas,
y el sistema bajo pruebas, que juega el rol opuesto produciendo las salidas. Estas salidas
pueden ser esperadas en los casos de prueba; o inesperadas, en cuyo caso el veredicto sera
probablemente inconcluso.

En este trabajo implementamos una herramienta que deriva el tiempo 6ptimo para rea-
lizar cada entrada del caso de prueba al SUT de modo que el sistema sea guiado con la
méaxima probabilidad hasta el final del caso de prueba donde se realiza el veredicto. Al in-
cluir los tiempos de las entradas, el caso de prueba contaré con los requisitos para realizar
una ejecucion, por lo cual podemos decir que se completa su derivacion. A esta la llamaremos
TEQ por la abreviatura de “test execution optimizer”, es decir “optimizador de ejecucion de
pruebas” en inglés.

En nuestra implementacion haremos los calculos de los tiempos de las entradas antes
de la ejecucion. Para eso utilizaremos el hecho de que el problema de calcular los tiempos
o6ptimos de las entradas para maximizar la probabilidad de ejecuciéon de un caso de prueba
es equivalente a maximizar el volumen seccional de un politopo convexo. Este trabajo se
basaré en la técnica descripta por Wolovick, D’Argenio y Qu [42].

., Qué no hacemos en este trabajo?

El objetivo de este trabajo no abarca la derivacion completa de casos de prueba, sino
completarlos con los mejores tiempos en lo que las entradas deben ser provistas. Al igual
que en [42], asumiremos que la secuencia de entradas y salidas de los casos de pruebas son
obtenidos de alguna forma (probablemente, de una abstraccién) del modelo. En el mismo
trabajo se citan al menos dos técnicas conocidas para la derivacion de casos de pruebas sobre
modelos més abstractos que el utilizado en este trabajo: Input/Output labelled transition
system [41], y observable nondeterministic finite state machine [30]. Incluso cuando mas
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técnicas conocidas pueden generar estas secuencias, hay que considerar cuidadosamente los
casos generados. Cuando el tiempo es ignorado por la técnica, pueden derivarse casos de
prueba imposibles de ejecutar. Es de esperar que TEQ detecte estas secuencias sin posibilidad
de ser ejecutadas.

Otras técnicas [20, 32, 23, 16, 40| consideran el tiempo al realizar las derivaciones y no
generan pruebas imposibles. Aun asi la derivacién de pruebas temporizadas puede volverse
muy costosa si intenta ser exhaustiva|40|. Si bien el calculo de probabilidad de ejecucion
podria realizarse sobre los casos de prueba generados por estas técnicas, no forma parte de
este trabajo aunque si da evidencia de que puede ser implementado.
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Capitulo 3

Base matematica

3.1. Probabilidad

Dado un conjunto €2 y una coleccion F de subconjuntos de €2, llamaremos a F una o-
dalgebra si y so6lo si 2 € F y F es cerrada bajo complemento y unién contable. Nosotros
llamaremos a este par (2, F) un espacio medible. Cualquier conjunto A € F es llamado
medible.

Un espacio topologico es un conjunto X junto con 7', una colecciéon de subconjuntos de
X, satisfaciendo los siguientes axiomas:

1. El conjunto vacio y X estan en T
2. La union de cualquier coleccion de conjuntos 7' también se encuentra en 7.

3. La interseccion de cualquier coleccion finita de conjuntos 7' también se encuentra en
T.

La coleccion T es llamada una topologia sobre X. Los conjuntos en 71" son llamados
conjuntos abiertos.

Un conjunto de Borel es cualquier conjunto en un espacio topolégico que puede ser
formado por conjuntos abiertos por las operaciones de uniéon contable, intersecciéon contable
y diferencia.

Para un espacio topolégico T, la coleccion de todos los conjuntos de Borel de T', forman
o-algebra de Borel de T' que denotaremos por B(T'). Por ejemplo, B(R™) denota el conjunto
generado por todos los intervalos abiertos por derecha de R™. B(T') es la menor o-algebra
que contiene todos los conjuntos abiertos.

Dada una o-algebra A, una funcion p : A — [—o0, +00] es llamada o-aditiva si para toda
secuencia Ay, Ay, ..., Ay, ..., de conjuntos disjuntos en A vale que (U2, A,) = > u(A,)

Dado un espacio medible (£, F), una funciéon o-aditiva P : F — [0, 1] es llamada una
medida de probabilidad si P(€2) = 1. La terna (2, F, P) es un espacio medible probabilistico.
Una funcion f : (Qy, F1) — (0, Fo) es medible si YAy € Fo, f71(Ay) € Fi, i. e. la funcion
inversa mapea medibles a medibles. Esta condicion es satisfecha por una o-algebra de Borel
sobre los reales si y solo si f~!([a,b)) € B(RT), i. e. esto tiene que ser valido para los genera-
dores, o sea, para los intervalos [a, b) con a,b € Q. Una variable aleatoria X sobre un espacio
de probabilidad (€2, F, P) es una funcién medible de Borel de © a R. Por ejemplo, la funcion
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identidad o cualquier funciéon lineal es una variable aleatoria en el espacio de probabilidad
(R, B(R), P). Dada una variable aleatoria X, la medida de probabilidad inducida por X es
Px(B) = P{w | X(w) € B} = P(X"!(B)), donde B € B(R) y X (B) es un conjunto me-
dible ya que X es medible. Una funciéon medible de Borel f es la densidad de probabilidad de
la variable aleatoria X si Px(B) = [, f(x)dx para todo B € B(R). Ejemplos de una funcion
de densidad es la distribucién uniforme en [a, ], f(x) = (if a < x < b then (b—a)~! else 0).
Un wector aleatorio X es una funcion medible de 2 a R", a la cual las definiciones previas
aplican y pueden considerarse como n variables aleatorias (Xi, ..., X,,). Estas variables alea-
torias se dicen independientes si P{X; € By,.., X, € B,} = P{X; € B}..P{X, € B,}
y esto corresponde a la intuiciéon de que el conocimiento de cualquier subconjunto de varia-
bles aleatorias no afecta las probabilidades del resto. Dado un vector X = Xj,..., X, con
funciones de densidad f, ..., f, por la definicion previa y [8, Corolario 4.8.5] tenemos que:

PX(B):/Bfl(fﬁl)---fn(xn)dxl...dxn

3.2. Geometria

Definiciéon 3.1. Un subconjunto K del espacio euclideo se llama convero si para todo
x1,22 € Ky 0 <\ <1entonces Az; + (1 —A)xg € K. 1. e. si contiene a todo segmento lineal
que conecta a todos sus pares de puntos.

De manera opuesta,

Definicion 3.2. Un subconjunto K del espacio euclideo se llama cdncavo si existen x1, xo €
Ky0<A<1tal que Ax; + (1 — N)zy ¢ K. i. e. si contiene un segmento lineal que conecta
a un par de puntos propios, pero incluye puntos fuera de este.

En R2, podemos visualizar los conceptos en estos ejemplos:

convexo concavo
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El dodecaedro estrellado pequeno (a la izquierda) es un conjunto céncavo en R®. La
envoltura convezra de este, es decir la interseccion de todos los conjuntos convexos que lo
contienen, es el icosaedro (a la derecha).

Definiciéon 3.3. En R" llamamos semiespacio a los conjuntos de puntos en una de las
dos regiones en el cual un hiperplano divide el espacio completo, i. e. las soluciones de
axy + ... +a,z, <b.

Por ejemplo, en R3 el hiperplano z = —z — y divide el espacio completo en los semiespacios
—x —y+ 2 >0 (en amarillo) y —x — y + z < 0 (en rojo).

Definiciéon 3.4. Un politopo convexo es un subconjunto acotado de R™ el cual puede ser de-
finido de forma equivalente como soluciones de la desigualdad lineal AZ < b o la interseccion
finita de semiespacios.
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Los politopos convexos son cerrados bajo intersecciones y proyecciones. Por ejemplo, pode-
mos ver como 6 semiespacios en R? definen un politopo convexo.

Definiciéon 3.5. Dados dos politopos K, Ks la suma de Minkowski es la suma de todos los
vectores que pertenecen a cada politopo K + Ko = {1 + x5 | 21 € Ky, 29 € K>}.

De forma similar podemos definir la multiplicaciéon escalar

Definiciéon 3.6. Dados un politopos Ky y un escalar A la multiplicacion escalar de un
politopo es el conjunto AK = {\z | z € K}.

Por Vol(K') denotaremos el volumen del politopo K.
En la siguiente figura vemos la suma de Minkowski de un cuadrado y un circulo.

e N

d r r d ir

Y,

Una funcién convexa es una funciéon continua cuyo valor en el punto medio de cada
intervalo dentro de su dominio no supera a la media aritmética de los valores en los extremos
de dicho intervalo. En términos formales:
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Definicion 3.7. Una funcion f(z) a R se dice que es conveza si para todo par de puntos x;
y o3 en el dominio X y todo t € [0, 1] vale: f(txy + (1 — t)za) < tf(x1) + (1 —t)f(x2). Una
funcion f se dice que es concava si —f es convexa.

Una funcion f(x) entre dos conjuntos ordenados es unimodal si para algun valor m (la
moda), esta es mondtona creciente para x < m y monotona decreciente para z > m. Es este
caso, el valor méaximo de f(x) es f(m) y no hay otro méaximo local.

A continuacién observamos dos funciones unimodales continuas, notando que la funcion
a la derecha ademés es concava.

100¢

120
100
80

60F
20f

-20

Este concepto es extendido a funciones medibles multidimensionales [25].

Definicién 3.8. Si f es una funcién medible no negativa en R, diremos que f es unimodal
si los conjuntos de nivel L(f,t) = {x | f(z) >t} son convexos para todo t > 0.

50
2432410

Por ejemplo, la funcién f: R?* — R con f(x) = es unimodal.

La convexidad de los conjuntos de niveles nos permite decir lo siguiente.
Proposicion 3.9. En cada funcién unimodal, el méximo local coincide con el maximo global.

Definicién 3.10. Dado un politopo convexo K C R? y la funciéon generadora de subespacio
H :R¢ — RY con ¢ < d, donde H(w1,....,2c) = {(21, .., Tes Terty ooy Xq) | Tegts ooy g € R},
definimos el volumen seccional del politopo Vi (Z) = Vol(K N H(Z)).

Notar que si bien la funcion H llega a RY, el resultado de aplicar H es un volumen de
dimensiones d — c.
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Sea K C R3 un politopo convexo, en las siguientes figuras podemos ver las secciones al
intersecar K con H(3)y H(3,4).

La desigualdad de Brunn-Minkowski [25] relaciona el volumen de dos cuerpos convexos:

Teorema 3.11. Dados politopos converos K, L en R y X € (0,1) la siguiente desigualdad
es vdlida: Vol(AK + (1 — A\)L)Y® > AVol(K)Y + (1 — \) Vol(L)Y/.

Tendremos en cuenta la siguiente inclusion de conjuntos que involucra la suma de Min-
kowsky.

Corolario 3.12. Dados politopos convexos K, L en R? con 0 < A\ < 1 la siguiente inclusion
es valida: KN H(Azy + (1 = N)23) DMK NH(z1))+ (1= N (KN H(2))

El siguiente corolario es el resultado principal de este capitulo.

Corolario 3.13. El volumen seccional V' (Z) de un politopo convexo es una funcion unimodal.

Demostracion. Sea x7,75 € Ry S = KN H(xy), So = K N H(23). Observar que S1, So
son politopos convexos en R?~¢. Recordemos que de acuerdo a 3.8, V(&) es unimodal si los
conjuntos de nivel L(V,t) son convexos para todo ¢ > 0. Ahora suponiendo que 0 < A <1y
11,25 € L(V,t), con V(z7), V(23) > t, demostraremos que V (Az7 + (1 — \)z3) > t.
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V(AZ} + (1 = \)ap)/d=9)

{De acuerdo a 3.10}

Vol(K N H(A\ay + (1 — \)aip)) /=)

{De acuerdo a 3.12}

Vol(AMK N H (1)) + (1 — M\)(K N H(a3)))YE4=)
{Definiciéon de Sy, S5}

Vol(A(S1) + (1 — \)Sy))Y/ =9

{De acuerdo a 3.11}

AVol(S1)Y4=9 4 (1 — \)Vol(Sy)"/ (@9
{Definicion de Sy, S»}

AVol(K N H (7)Y (1 = M)Vol(K N H(a3))Y @)
{De acuerdo a 3.10}

AV ()89 4 (1 = NV (a3) M/ 4=)

{Dado que 73,73 € L(V,t)}

M=) 4 (] — y)/d=)

{Aritmética}

$1/(d=c)
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Capitulo 4

Autémata de entrada/salida
temporizado estocastico

Definiciéon 4.1. Un autémata de entrada/salida temporizado estocasticamente (STIOA, del
inglés Stochastic Timed I/O Automaton) es una estructura 7 = (V, ) donde:

1. V es un conjunto finito de variables de programa, y

2. Y es un conjunto finito de transiciones particionadas en dos conjuntos: el conjunto >
de transiciones de entrada y el conjunto Yo de transiciones de salida.
Cada transicion a € ¥ incluye los siguientes componentes:

a) un predicado de primer orden en(«) sobre las variables V' llamado condicion
habilitante de o

b) una funcion de transformacion F, : V — V sobre las variables V', la cual es
aplicada a ellas mismas si la transicion a es tomada

¢) para transiciones de salida a = ap € Yo, el intervalo [ lo,,, ua,]| establece la cota
inferior y superior de la duracion del periodo durante el cual vale en(ap) antes
de que ap pueda ser ejecutada, nosotros requerimos l,, < uq,,. Por simplicidad,
ambas cotas pertenecen a N.

Ejemplo 4.2. Veamos un sistema que tiene tres componentes paralelas con dos transiciones
de entrada i, j y cuatro de salida a, b, ¢, d. La transicion de salida a es usada para
sincronizar la habilitacion de ¢ y j, y para ese propoésito fue dividida en emisor a! y receptor
a? sincronizados.

a? I b

LAY L)) ®53 LAY
[4.6]

al J c

o/ o/ of; — o,
[1,2] [2,5]
d
e[l L1755
[1.9]
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Formalmente, llamaremos a este STIOA M = (V,X) donde:
1. El conjunto de variables V' = s,t,u con s,t € {1,2,3,4} y u € {1,2,3}.
2. El conjunto de transiciones ¥ = X;UX es formado por ¥X; = {i,j} vy Xo = {a, b, ¢, d}.

3. Las condiciones habilitantes de las transiciones son:

en(fa) = s=1Nt=1

en(b) = s=3

en(c) = t=3

en(d) = u=1

en(i) = s=2

en(j) = t=2

4. Las funciones de transformacion son
Fu(s,t,u)=(s+1,t+1,u) si en(a)

Fy(s,t,u) = (s+ 1,t,u) si en(b)
F.(s,t,u) = (s,t +1,u) si en(c)
Fy(s,t,u) = (s,t,u+1) si en(d)
Fi(s,t,u) = (s+ 1,t,u) si en(e)
Fi(s,t,u) = (s,t+1,u) si en(f)

F.(s,t,u) = (s,t,u) cc

5. Las cotas de ejecucion para las transiciones de salida ap son [, para la cota inferior
Y Uq, DPara la superior:

lo,=1 , u,=2
lb=4 , u,=26
l.=2 , u.=5
ly=1 , ug=9

Cada transicion de salida ap esté asociada con un reloj regresivo cl(ap). Cada vez que
ap se habilita, o sea en(ap) pasa a ser valida, cl(ap) se establece en un valor en el intervalo
[ log, Uag|- Entonces su valor comienza decrecer. Notar que los relojes no son discretos, el
valor de cada reloj pertenece a R. Una vez que es igual a cero, ap es ejecutada. Si ap es
deshabilitada, deja de valer en(ap), antes de que su reloj alcance cero, el reloj deja de correr y
vuelve a cero (notar que ap no es ejecutada). También hay un reloj global incremental cl(gt)
por sistema. Cuando el sistema empieza a ejecutarse, este comienza a correr y nunca para. Un
estado s de T esta conformado por el vector asignacion V' (s) de las variables de programa y
los valores de los relojes de las transiciones de salida cl(«)(s) y el global cl(gt)(s). Para cada
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ap € Yo, cl(ap)(s) (respectivamente cl(gt)(s)) denota la lectura de cl(ap) (respectivamente
cl(gt)) en el estado s, y por cada o € ¥p U Xy, s E en(a) representa que la condicion en(«)
de « vale en el estado s, i. e., a esta habilitado en s.

En este modelo son diferentes las transiciones de entrada y salida, obteniendo un sistema
internamente probabilistico y externamente no deterministico.

Las transiciones de salida no son gobernadas por el ambiente y el tiempo de ocurrencia
de una transiciéon de salida ap € Y respeta una distribucion de probabilidad cuyo conjunto
de salida es el intervalo | l,,, Ua,|. En el resto del trabajo, tomaremos que esta distribucion
es uniforme en dicho intervalo.

En cambio, las transiciones de entrada son controladas por el ambiente. El preciso mo-
mento en el cual una transiciéon de entrada toma lugar es elegido de forma no deterministica
por el ambiente, respetando siempre la condicion habilitante. Entonces no obedece ninguna
distribucion de probabilidad inherente al modelo.

Definimos a una ejecucion probabilistica como un secuencia alternante de pasos de tiempo
y ejecuciones de transicion comenzando en un estado inicial sg.

Definicion 4.3. Una ejecucion probabilistica de un sistema 7 es una secuencia finita de
la forma sggi1819200982093...50—1GnnSy, donde s;,g; son estados y «; son transiciones. El
estado sg es el estado inicial de 7. Si una transicion 5 € Yo esta habilitada sy F en(5),
entonces cl(f)(sg) es un valor elegido al azar de [l5, ug|. El par adyacente s;, ;11 representa
un paso de tiempo, por lo tanto V' (s;) = V(g;41), y donde todos los relojes habilitados se
descuentan uniformemente, entonces cl(a;y1)(s;) — cl(air1)(giv1) = cl(gt)(giv1) — cl(gt)(sq),
donde a; € Yo y s, 941 F en(a;). La tripla g;a;s; representa la ejecucion de una transicion,
por lo tanto «; tiene que estar habilitado en g;, i. e., g; F en(q;), si o € Xp, v el valor de su
reloj debe ser 0, esto es cl(«;)(g;) = 0. La ejecucion de la transicion es instantanea es decir
cl(gt)(g:) = cl(gt)(s;), y el estado cambia de acuerdo a V' (s;) = F,,(V(g;)). Si una ejecucion
de transicion 5 € Yo pasa a estar habilitada por la ejecucion de «; tal que g; ¥ en(B) y
si E en(f3), o B = o vuelve a estar habilitada otra vez s; F en(f), entonces cl(f)(s;) es un
valor elegido al azar de |lg, ug|. En el caso de que una transicion v € ¥ sea deshabilitada
por la ejecucion de «; tal que g; F en(vy) y s; ¥ en(7), su reloj se reinicia, i. e., cl(y)(s;) = 0.
Los relojes de otras transiciones permanecen sin cambios en s; y g;.

Definiciéon 4.4. Un camino es una secuencia finita de acciones o = «a;...«,,. Es consistente
con una ejecucion p si es obtenida eliminando todos los estados de p.

Ejemplo 4.5. A continuacién vemos la composicion paralela del sistema de 4.2 para el
camino p = atjbc de una ejecucion sgg1as19o215293JS391bS4G5CSs.

Los estados w; denotan a un estado entre s;_1 y ¢; y que contiene los mismos valores
en las variables, o sea V(w;) = V(s;_1) = V(g;). Podemos notar que multiples ejecuciones
pueden realizar el mismo camino pero variando los momentos en que las transiciones ocurren.
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Denotaremos con val(i7) = (s,t,u) la terna con los valores de las variables s, t y u para
el estado w;. En este ejemplo vemos que:

val(l) = (1,1,1)
val(2) = (2,2,1)
val(3) = (3,2,1)
val(4) = (3,3,1)
val(b) = (4,3,1)
val(6) = (4,4,1)

Debajo observamos la representacion grafica de la ejecucion.

*W L21%) L2 ] LA LA . *Wg
[1,2] [4.6] [2,5]

Cuando el sistema alcanza un estado, se define un conjunto de transiciones que estan
habilitadas. En este punto, comienza una carrera si hay mas de una transiciéon habilitada.
Por lo tanto la probabilidad de tomar una transiciéon en particular es una funcién de todas
las transiciones habilitadas.

Definicién 4.6. El intervalo habilitante de una transicion « (no necesariamente en p)
con respecto a la ejecucion p = $9g101 5192025973 Sn—1GnQn Sy, €S [start(a), stop(a)| , don-
de start(a) =min{j | 0<j<(n—1)As;jEen(a)}ystop(a) =maz{j | 1<j<nAg;F
en(a)}. Si la transicion nunca es habilitada en p, su intervalo habilitante es vacio.

Una transicion es una transicion participante de una ejecucion p si su intervalo habilitante
con respecto a p es no vacio.

Ejemplo 4.7. Continuando con el ejemplo 4.5 podemos ver las transiciones participantes
en p. Los intervalos habilitantes respectivos serfan :

start(a) =0 , stop(a) =1
start(b) =2 , stop(b) =4
start(c) =3 , stop(c) =5
start(d) =0 , stop(d) =5
start(i) =1 , stop(i) =2
start(j) =1 , stop(j) =3
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L ] LA oW

Wh
[1, 2] [4.6] [2, 3]
d
[1,9] [1,9] [1,9] X [1,9] [1,9]

Por definiciéon «; en p posee un intervalo habilitante no vacio que incluye i. Considera-
mos todas las transiciones participantes en un camino como diferentes, renombrando cada
ocurrencia cuando sea necesario para cumplir con esta restriccion. Entonces podemos ver
que el intervalo habilitante de o; en p es continuo, i. e. Sqar()y F en(®i), gsopiy F enla;) y
Vj 1 j €lstart(i) + 1,stop(i) — 1]:s; F en(a;) A gj F en(a).
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Capitulo 5

Optimizacion de probabilidad de
ejecucion de prueba

5.1. Probabilidad de ejecucion de un caso de prueba

Primero definimos un caso de prueba como un camino que finaliza en una transicion
de salida, i.e. dado ¢ = ajas...«,, entonces «,, € Yp. Dado un caso de prueba corriendo
bajo la ejecucion de p = $og10181G20028293---Sn—19nCnSn, sea [p] = {aq,...,an} el conjunto
de transiciones en el caso de prueba y [p]" = {@,41, ..., @} €l conjunto de transiciones que
han estado habilitadas en algiin momento a lo largo de p pero que no pertenecen a [p], i.
e. las que no son ejecutadas en [p]. No consideraremos las transiciones de entrada que son
habilitadas durante p pero lo desvian de su ejecucion. Dichas entradas podrian hacer que el
caso de prueba alcance un veredicto no concluyente, algo que uno puede evitar ya que las
entradas son controlables.

Sea [p|; = {I1,...,Ix} C [p] U [p]" el conjunto de las transiciones de entrada y [plo =
{O1,...,0;} C [p] U p]" el conjunto de las transiciones de salida, donde k + [ = m. Sea
X = {zg,...,x,} el conjunto de puntos del tiempo global donde z; = cl(gt)(s;) (1 <1i < n)
es el instante donde «; € [p] ocurre (tomamos zy = 0 que es consistente con el hecho de que
xo = cl(gt)(so0)). Para cualquier transicion de salida ap, € [p]o con periodo de habilitacion
[start(0; ), stop(0;)], Tstart(0,) € X es el punto en el tiempo donde ap, pasa a estar habilitada,
Y To;, = Tstart(0;) + cl(Q0,)(Sstart(0;)) €s el tiempo en que ap,; se espera que ocurra, donde
cl(ao,)(Sstart(0;)) s el valor del reloj cl(ap,) en el estado ssan(o;). Para cada a’oj € [plo,
Tstop(0;) € X es el tiempo en el que ozbj pasa a estar deshabilitada.

Para poder calcular la probabilidad de ejecutar un caso de prueba dado, necesitamos
establecer restricciones de tiempo para el caso de prueba. Primero que todo, los puntos de
tiempo global en X estan totalmente ordenados, lo cual se deduce de la ejecucion secuencial
de las transiciones en [p].

To <11 < ... <@y (5.1)

Para cada transicion de salida (tomada o habilitada pero no tomada) ao, € [p]o, el valor
inicial del reloj cl(ap,) tiene que ser elegido dentro de las cotas cuando ha sido habilitado.

le <cl (OéOj) (Sstart(Oj)) = L0, — Tstart(0;) < Uo; (52)

35



Para asegurarse que todas las transiciones de salida af, € [p]’ no son ejecutadas, reque-
rimos la siguiente restriccion, que pide que cuando ozbj deja de estar habilitada, estas tienen
un valor de reloj mayor a uno,

Tstop(0;) < To; (53)

Notar que si el sistema esté compuesto solamente de salidas, entonces todos los zo, estarian
acotados. Agregando entradas puede invalidarse esta propiedad. Como deseamos dar la me-
jor disposicion temporal para alimentar las entradas, podemos de forma segura descuidar
sistemas para los cuales este tiempo les es indistinto. Desde ahora, asumiremos que el mode-
lo STIOA y el caso de prueba definen un sistema de desigualdades donde todos los valores
de tiempos globales x4, ..., x,, estan acotados.

Ejemplo 5.1. Siguiendo el Ejemplo 4.2 y tomando como caso de prueba a ¢ = aijbe, pode-
mos ver que tanto b, ¢ como d tienen periodos de habilitacién no unitarios. A continuaciéon
transcribimos las desigualdades:

T < Ty <z <xj <xp <z por (5.1)

1 < Tq < 2
4 < zp—x; < 6
2 < me—z, < 5 por (5.2)
1 S T4 S 9
Te < Xg por (5.3)

obtenidas del sistema que observamos a continuacion.

//

[1. 2] [4.,6] [2, J]
d
[1.9] [1,9] [1,9] k [1,9] [1,9]

Dada la ejecucion p, las desigualdades (5.1), (5.2) y (5.3) definen una region B variando
sobre dos tipos diferentes de variables: entradas x;, y salidas o, . Las entradas estan definidas
por el ambiente por eso las consideramos como parametros externos. Las salidas tienen
comportamiento estocastico dado por variables aleatorias independientes en el espacio de
probabilidad (2, F, P) = ([0, 1], B([0,1]), U([0, 1])), i. e. el espacio de probabilidad uniforme

estandar en el intervalo real [0, 1]. Cada variable aleatoria es una funcion lineal zo, : [0, 1] —
R* que mapea el intervalo [0, 1] para caer en (5.2):

To; (U}) = (qu - le)w + le + Tstart(0;) (54)

Entonces definiremos la region paramétrica B (xy,, ..., £, ) como una funcién que dados los

parametros de entrada nos devuelve la region limitada por variables aleatorias independientes
uniformemente distribuidas.
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Proposicién 5.2. La probabilidad de la region paramétrica B (zy,, ..., xy, ) es:

VB x] en x]
Pmol,...,xok (B (le,...’[]jlk>> — l( 19 3 k)
HjZI qu - le

(5.5)

Demostracion. Por definicion la probabilidad de la regién paramétrica B (xp,, ..., xy, ) esta
dada por la ecuacion:

Pmol,---,ll?ok (B (.I’[l, ...,.I’[k)) = / f1<1’01)...fl(ﬂfol)dﬂfol... dl’ol

B(zry,.-..wr;,)

donde f; es la funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria xp,. Como en

este caso [;(2) = ((Tstart(0,) + v0;) — (Tstart(0;) + loj))_1 = uovl—lo.’ tenemos que:
J J

l

1
Pro. - wor (B (211, 71,)) = /

/ d{L‘Ol... dl‘ol
B(1'117~~~71'1k) j=1 uoj 0

Despejando las constantes, la probabilidad de una ejecucion es:

l

1
Pmol,...,:vok (B (37[1, ...7~T[k>) = H m . /B<x11’m’xlk d.’EOl...d.TOl

j=1
donde la integral es simplemente el volumen de la region paramétrica B (zy,, ..., 21, ) ¥

que es igual al volumen seccional de la regiéon B con k hiperplanos Vol (B (xp,,...,x1,)) =
Vol (B NH (l‘[l, ...,l‘jk)) = VB (IL‘]I, ceny ZL‘]k).

Vi (i
Proy. oy (B (ry, o 2y)) = Vo T0)
HJZIqu_le

LOp s TOy,
U

Notar que esta expresion sigue la clésica idea de teoria de probabilidad: la probabilidad
es el volumen posible dividido el volumen total.

Las entradas agregan parametros a la probabilidad por lo tanto es razonable preguntarse
cuando esas acciones deben ser realizadas con el objetivo de maximizar la probabilidad del
caso de prueba. Para maximizar la probabilidad de ejecuciéon hay que notar la siguiente
igualdad:

max Vg (xr,,...,T
<VB (l’[l,---,l’[k)> ) B( JERRREY Ik>

mazx <P$ o, (B(xr,.xp ))) = mazx =
01 Oy, 19 ) k H§:1 UOJ. o loj H§:1 Uoj o loj

TLp Ty, Ty,

Puesto en otras palabras, para encontrar que xy,, ..., x7, dan la maxima probabilidad de
ejecucion del caso de prueba debemos encontrar que zy,, ..., zy, dan el maximo volumen de
B (.I‘[l, ceey .I‘[k).
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5.2. (Calculo y evaluacién de volimenes paramétricos

Dado un caso de prueba con las transiciones participantes ..., a4 1...q, tenemos un
sistema generado por las desigualdades (5.1), (5.2) y (5.3) que define la region B(zy,, ..., zy, ).
A la hora del célculo del volumen de esta region si la desigualdad es estricta o no, no afecta
el resultado, por lo que tomaremos que todas son <. Este sistema de desigualdades se puede
describir como una desigualdad A7 < g, donde A es un matriz de tamano o X m cuyos
elementos elementos pertenecen a {—1,0,1}, o es el numero de desigualdades generadas,
donde el vector & contiene las variables xy,, ..., xy, de los tiempos de entrada y zo,, ..., 7o,
de los tiempos de salida y el vector b es un vector columna conteniendo constantes enteras
de tamano m. Como la desigualdades del sistema son de la forma +x; < co x; —z; < c este
sistema puede ser representado como una matriz de diferencias acotadas, més conocidas por
su sigla en inglés; DBM por “difference bound matrices” [22].

Habiendo establecido a B(xp,, ...,z ) como el conjunto de soluciones del sistema {7 |
AT < g}, pasaremos a computar V' (zy,,...,xr, ), que representa el volumen de un politopo
convexo paramétrico de dimension [. Para esto, es necesario calcular una integral sobre un
poliedro, razén por la cual adaptaremos el método que desarrollo Schechter [36] para, en vez
de calcular integrales sobre poliedros, hacerlo sobre politopos convexos paramétricos.

Schechter utiliza el método Fourier-Motzkin para descomponer el poliedro en regiones
de integracion que ofrezcan limites simples (i.e. afines) para la integracion. Un limite de
integracion es afin si es una combinacion lineal de las variables y los coeficientes de las
mismas suman 1, o si es una constante. Las siguientes funciones son ejemplos de limites
afines 2x—y, r—y+ 2z, (t+y+2)/3 y kr + (1 — k)y.

El método de Fourier-Motzkin [37, Sec 12.2] es el equivalente a la eliminacion de Gauss
para sistemas de desigualdades, pero a diferencia de este, Fourier-Motzkin agrega nuevas
desigualdades al sistema, e incluso es posible que lo haga de manera exponencial.

Este método de eliminacion determina cuando un sistema de desigualdades y ecuaciones
lineales es consistente o no y, si lo es, nos permite buscar soluciones. Ademas puede operar
con desigualdades estricta y no estrictas, pero en nuestro caso utilizaremos la variante més
simple, la que lidia con sistemas Ax < b.

La eliminacion de una variable se realiza realizando operaciones sobre las filas de la matriz
aumentada (A, l;), donde A es una matriz m x n. A continuacién se realizan los siguientes
pasos para eliminar la variable z:

1. Reordenar las filas de (A, E) y multiplicar las filas por constantes positivas como sea
necesario de manera tal que la primera columna se una cadena de 1 seguida de una
cadena de —1 seguida de 0. En el caso de que una de esas cadenas sea vacia, el sistema
es insatisfactible.

El sistema resultante se observa en la Figura (5.1), donde r,s,t >0, r+s+t=m,y

tanto aj 2] como b, = ﬁ valen par de mismo par (i,4") si a;; # 0, sino existe
T, 7,

un par ( i') donde a, . = a;; y bl = b;.

2. Por cada par (1, —1) de la columna 1 construir una nueva desigualdad sumando las
respectivas columnas de (A, b). La desigualdad resultante es agregada al sistema.

Al realizar este paso obtenemos el sistema que llamaremos F'M (A, E) y que se observa
la Figura (5.2)
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/ / /
1 a’r,Q ar,n br
! / /
-1 ar+1,2 a’r+1,n br+1
/ / /
1 ar+s,2 te a’r+s,n errs
! ! !
0 ar+s+1,2 T ar—l—s—i—l,n br+s+1
! ! /
0 ar+s+t,2 ce ar+s+t,n br+s+t

Figura 5.1: Matriz resultante del primer paso de Fourier-Motzkin

/ /
1 ay 9 ayn by
I I /
1 ar,Q ar,n br
/ I /
—1 Api12 Ari1n br+1
I / /
—1 Apigo -+ Arysn br-l—s
/ / /
0 ar+s+1,2 e a’r+s+1,n br+s+1
/ / /
0 ar+s+t,2 e a’r+s+t,n br+s+t
I / / 1 / /
0 Aot Quyyo -or Gyt iy, by + by
/ I / ’ / /
0 ar,Q + ar+s,2 ce a’r,n + a’r—l—s,n br + br-l—s

Figura 5.2: Matriz resultante de Fourier-Motzkin
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1 0 0 0 0 -1 0

1 0 0 0 0 0 2
_ - -1 0 0 0 0 0 -1

1 0 0 0 0 =1]0
o 1 0 0 0 0 9

1 0 0 0 0 012
0 -1 0 1 0 0 0

-1 0 0 0 0 0/]-1
0O 0 1 -1 0 0 0

0O 1 0 0 0 019
0O 0 1 0 0 -1 6

0 -1 0 1 0 010
0O 0 -1 0 1 0 0
0 -1 0 0 0 0/]-1 0 0 1 0 0 1 4

M=| 0 0 1 -1 0 010 M, =

O 0 0 1 -1 0 5

0O 0 1 0 0 —1|6
O 0 0 1 0 0 9

0 0 -1 0 1 010
o 0 0 -1 1 0 =2

0O 0 -1 0 0 1 |—-4
o 0 0 -1 0 1 -4

0o 0 0 1 -1 0135
0o 0 0 0 1 -1 6

0O 0 0 -1 1 0 |=2
0O 0 0 0 1 10 00 0 0 1 0 7
i . 0O 0 0 0 -1 1 0
O 0 0 0O 0 1 5
0o 0 0 0 0 -1 -1

Figura 5.3: Matrices aumentadas del Ejemplo (5.1)

Ejemplo 5.3. Las desigualdades correspondientes al Ejemplo (5.1) forman el siguiente sis-
tema AZ < b:

+x, — ;<0
+xq <2
—T, <-1
+ x4 <9
— X4 + 2. <0
— 2y <-1
+xp — Te <0
+xy — ;<6
—xp +x; <0
—Tp +a,<—4
+ To—x;j <5
— Tt < -2
—xj + ;<0

En la Figura (5.3) vemos al mismo sistema denotado por la matriz aumentada M = (A |

-

b) y la matriz M; resultante de aplicar el método de Fourier-Motzkin que también representa
al mismo sistema.

El método de Schechter permite calcular integrales sobre un poliedro de n dimensiones,
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representado por un sistema de desigualdades P. Para ello descompone el sistema P en un
conjunto de sistemas R = {Ry, ..., R,,} de n dimensiones y 2n desigualdades, de forma tal
que

/f:pl,..., Ydxy...dz, = Z/ f(xq, ..., zp)dxy...dz),

y para R; los limites de integracion para cada variable son afines, tanto por arriba como por
abajo.

Para esto, se construye un arbol de n+ 1 niveles, cuyos nodos son sistemas de desigualda-
des. En el nodo raiz (a nivel 0) se ubica el sistema original. Mantendremos como invariante
el hecho de que los nodos de nivel m presentan limites simples para las primeras m-ésimas
variables. Entonces para construir los hijos de un nodo de nivel m, tomaremos el sistema
resultante de eliminar las primeras 2m filas y 2m columnas. Sobre este sistema es que aplica-
remos Fourier-Motzkin y descompondremos como explicamos en el parrafo siguiente. Cada
sistema de la descomposiciéon junto con las 2m filas que habiamos descartado forma un nodo
de nivel m + 1.

La descomposicion del sistema FM(A, l;), resultante de aplicar Fourier-Motzkin a la
matriz aumentada (A, g), consiste en r X s matrices F; ;. Cada matriz P, coni € 1,...,ry
j €1,...,s se obtiene de: para p = 1,...,7,p # i reemplazar en F'M (A, g) la fila p por (fila p
-filai) y parap =r+1,...7 4+ s,p # j reemplazar en F'M (A, E) la fila p por (fila p - fila
r+7).

En la Figura (5.4), vemos el sistema resultante respecto al sistema (A, l;) del nodo padre.

Debemos notar que las operaciones de filas realizadas en ambos algoritmos no modifican
la posibilidad de caracterizar como DBM a los sistemas resultantes de las descomposiciones.

Ejemplo 5.4. El método Schechter indica que el nodo raiz contiene al sistema M. Para
obtener los nodos de nivel 1, tomaremos la resultante de aplicar Fourier-Motzkin a M, en
este caso Mj. Observamos que no hay un par de limites afines para la primer variable a
eliminar, en este caso x,, sino una terna de limites lo que no nos permite realizar integral
simple.

Para obtener los limites deseados descompondremos la matriz original, creando una ma-
triz nueva por cada par de limites afines posible (cada par conteniendo un limite positivo
y otro negativo) que involucre a la variable a eliminar. Ademas a cada limite no elegido,
que incluya la variable a proyectar, le restaremos el limite elegido del mismo signo. El resto
de los limites que no involucran a esta variable son mantenidos tal cual. En este ejemplo,
donde tenemos 3 limites que incluyen a z, (2 positivos y uno negativo) crearemos dos nodos
de nivel 1, donde en M elegimos el segundo limite y se lo restamos al primero y en M?
hacemos lo opuesto. Los nodos resultantes se observan en la Figura (5.5).

Para el siguiente nivel repetiremos el proceso a cada matriz, aplicaremos Fourier-Motzkin
y luego descompondremos, pero sin considerar los pares de limites afines obtenidos en el paso
anterior. Y asi continuaremos hasta obtener un par de limites afines por variable.

Para nuestro problema decidimos modificar ligeramente el algoritmo de [36] de manera tal
que al aplicarlo sobre B(xy,, ..., 1, ) las variables que proyectemos sean solamente las salidas
2oy, .-, To,. Generalizando el método de Schechter para poder indicarle que se detenga al
procesar la [-ésima dimension (o al [-ésimo nivel), obtendremos en el ultimo nivel del arbol
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, , , /. / /
i1 = Qi i1p = G0 bia =0
/ / /
CLZ-72 i,n bz
/ / ! ! / !
Aip12 = i Git1n — Qi Ui = bi
’ / / / /
po — U9 Ay = Qi b — b

/ / / / / !
Apy12 = Qpyjo Uri1n =~ Qrtjm b1 = byy J

/ / / ! / /
Urpji2 = Grije oo Grpjoin = O Ui = by

/ / /
Urijo - Artjn brts

/ / / / / /
Urpjre = Grijz oo Grpjiin = G Orpipn = iy

/ / / / / !
Tris2 = Gy o Orpsn ~ Gy Urpy = bryy

/ / /
Arysy12 - - rystimn br+s+1
/ / /

Grystt2 - Arysttn br+8+t

/ / / / / /
Apo+ Gryyo - W+ g1 byt b

/ / 4 / / /
Uro + Opgsp - Urp T Crpsin b+ Orys

Figura 5.4: Matriz resultante de Schechter
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0 0 0 0 0 -1 —2 1 0 0 0 0 -1 0
1 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 1 2
1.0 0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 -1
0O 1 0 0 0 0 9 0 1 0 0 0 0 9
0 -1 0 1 0 0 0 0 -1 0 1 0 0 0
0 0 1 -1 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0
0 0 1 0 0 -1 6 0 0 1 0 0 —1 6
0 0 -1 0 1 0 0 0 0 -1 0 1 0 0
. 0 0 -1 0 0 1 —4 . 0 0 -1 0 0 1 -4
M=l 0o 0o 0o 1 10 5| ™% 0 0 0 1 10 5
0O 0 0 1 0 0 9 0 0 0 1 0 0 9
0 0 0 -1 1 0 -2 0 0 0 -1 1 0 -2
0 0 0 -1 0 1 —4 0 0 0 -1 0 1 -4
0O 0 0 0 1 -1 6 0 0 0 0 1 —1 6
o 0 0 0 1 0 7 0 0 0 0 1 0 7
0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 -1 1 0
0O 0 0 0 0 1 5 0 0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 -1 —1

filas los limites superiores e inferiores de la integral Pol(RP) correspondiente a cada salida
zo, (1 <i <) en funcion de zy,, ..., x5, To,, ..., To,_, y de la conjuncion del resto de las filas
la condicion de aplicacion AC(RP) de esta integral como una funciéon booleana de xy, , ..., ¥, .
Continuar con Schechter no ofrece ninguna ventaja ya que no la hay en tener condiciones de
aplicacion con pares de limites afines.

La integral Pol(RP) puede ser resuelto por computo simbélico recursivamente usando
$k+1 b
k+1

, obteniendo un polinomio de grado [

el teorema fundamental del célculo fab xkdr =
sobre las k variables de entrada. ‘

La funcién de evaluacion del volumen paramétrico seré entonces:

Vi, . ...xp) = > Pol(RP) x AC(RP)

Ejemplo 5.5. En la Figura (5.6), y siguiendo el ejemplo anterior, podemos ver el sistema de

un nodo de nivel 4. En este nivel vamos a terminar la descomposicion, ya que corresponde a

la variable z., el tiempo de ocurrencia de la ultima transiciéon de salida del caso de prueba.
Este nodo corresponde entonces al polinomio

6+x; c 9 2 22
Pol(M}) = / / / / dx, dvg dzy dv, = — — 2,
A+z, A4x; Jc 1 3
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1 0 0 O0]0 o0 2
-1 0 0 Oo0]l0 0 -1
o 1 0 0|0 0 9
0 -1 0 1]0 0 O
0 0 1 —-1]0 0 O
0 0 -1 0|0 1 —4
0 0 0O 1]0 -1 6
1 o 0 0 —-1]0 1 —4
My = 0 0 0 O0|1 -1 4
o o0 0 0|1 -1 2
o 0 o0 o1 0 7
o 0 0 O0/]-1 1 -1
o 0 0 O0|—-1 1 0
o 0 0O 0|0 1 5
o 0 o0 o]0 1 3
0 0 0 0|0 -1 -2

Figura 5.6: Uno de los nodos resultantes de la descomposicion de Schechter para el Ejemplo

(5.1)

y a la condicion de aplicacion

Para nuestro ejemplo la funciéon de evaluacion completa se puede observar en la Figura

(5.7).

Este algoritmo es diferente al presentado en el trabajo original [42]. En el citado trabajo
se indica que el conjunto de matrices resultantes de aplicar Schechter nos permite modelar
la funcién de evaluacion como una funcién por partes. Esto no es cierto.

Al aplicar el método original de Schechter las subregiones resultantes de B(zy,, ..., 2y, )
no son disjuntas, las intersecciones entre estas solo se dan en hiperplanos, por lo que [36]
indica que para la integraciéon podemos ignorar este hecho.

Pero nuestro problema es diferente, ya que lidiamos con la integral de un politopo con-
vexo paramétrico. Aun aplicando el método original, los hiperplanos resultantes pueden ser
disjuntos pero los que forman las condiciones de aplicacién no lo serdn necesariamente. Por
lo tanto la funcién de evaluacion del volumen paramétrico obtenida de este método no es
una funcion por partes.

Este hecho también nos hace preguntar si es conveniente realizar Schechter hasta obtener
limites afines para los diferenciales (hasta la dimension [-ésima) o continuar hasta hacer
afines incluso a las condiciones de aplicacion. En este trabajo, hemos optado por la primer
opcion porque es ventajosa respecto al desempeno de la herramienta.
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V(zi, xj;)

(7+ )i + 8xyxy + (—1) xlx? + (=T)2? + 12} + (=8) z; + 1x?)
(x4 <2/\a:]<4/\ —z; < —1Az; —x; <4AdAT — 3y < —1)

((—9) + 152; + (=7) 22 + 1)

(i <2AN—z; < —1Azj —a; <4Az;—xj < —1A—zx; < —4)

245,0 ~119,0 19,0 1,0 49,0 1,0
((—147) + 5 i + ( ) T + me? + (T) J:,a:? + x? + (=7) aiz; + —xfz?

2 2
133,0 1,0
+sz+(710)z?+ 71«;”)
(i <2AN—z; < —1Az;—a; <6Ax; <TAxz;—xj < —4)

22,0\ = 28,0
((T) + Tt (—2)z} +0+0)

(s 2N —z; < —1Azj —x; <2ANx —wj < —1)

16,0 26,0 1,0 —-23,0 -1,0 -8,0
( zi+7:v¢:rj+(—4):v¢? 31‘i1‘?+( 5 )z?+7z?zj+( 5 )1‘31‘?+( )xf’

3 3 3
9,0 ~1,0
e (210) )

L0,
(s 2N —z; < =1Azj —x; <4 Nz —xj < —2)

+_
—-13,0 20,0 -1,0 1,0 8,0
(( ) z; + 8x;x; + 1mim§ + ( ) J:,a:? +(=T)a? + (—4) 2z + xfa:? + a3

6 3 3 2 3

-1,0 -3,0 1,0
+( 5 )x + (—4)z; + (T)a:?-f—?x?)

(i S2N—z; < =1Azj —x; < 1Az —xj <0)

((=7) + (=6) s + 127 + 8z + (—1) 27)

(z; 3/\ —x; < —2Az;—x; <AAz; <AAxzp—xy; < —1)

( zl+1:1:)

(z; 3/\ —x; < —2Ax; —x; <ANT; <TAzy—xj < —1A—x; < —4)
49,0 10 5 [-1330 y =10\ 4

147+—zl+(77)zizj+7zi1j+ 5 zj + 10z5 + - z

(Ii<3/\*x¢<f2/\zjS7/\Iifzj<f4)

(220+( )xi+o+o)

|/\+|/\

3
(s <3N—z; < —2ANzj —a; C2Ax; STAz; —xj < —1)

—16,0 -1,0 -5,0 1,0 -9,0 1,0
(( 3 )+(714):v¢+7:v¢:1:j+( 5 )zzz§+( 5 )zf 6 z?+14xj+( 5 )x?Jr 3 :v;’)

($i§3/\—l‘i<—2/\$]‘—$i§4/\$]‘ §7/\$i—l‘j <—2)

13,0 -9,0 1,0 5,0 1,0 3,0 -1,0
( ( 5 )x¢+(f4)zizj+ 2:1:1':1:? 2z?+( G ):1: + 4z 5 ? ( 3 )x?)

g KB AN—x; < —2Azj —x; < 1Az; <4Az; —xj <0)

1250 [/ —25,0 50 o (—10Y) ;5
— T\ )it el (=)=

T KON =z < =3Axj —x; K282 STAz; —wj <OA -z < —4)

49,0 —49,0 -1,0 -9,0 1,0
( + (T) i+ Trix; + (T) xlx? + ldz; + (T) $? + ?a:?)

(s S5 N —z; < =3Azj —x; <4Nz; STAz; —xj < —2N—x; < —4)

—~
[=]

[}

—

@

Figura 5.7: Funcion de evaluacion para el Ejemplo (5.1)
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5.3. Maximizacién de probabilidad de casos de prueba

En la ecuacion 5.5 la probabilidad de un caso de prueba fue establecida como una fraccion
con un numerador que es una funcion de zy,, ...,z , es decir de los tiempos globales en
que se realizan las entradas, y un denominador constante independiente del tiempo de las
entradas. Entonces el problema de maximizar la probabilidad se reduce al numerador, esto es
el volumen del poliedro paramétrico, y dadas las caracteristicas de la funciéon de evaluacion
del mismo este se hace computacionalmente tratable por una familia de algoritmos numéricos.

En particular la caracteristica que nos interesa aprovechar es la unimodalidad de la
funcion de evaluacion. La prueba de esto radica en el hecho de que representa el volumen
seccional de un politopo convexo.

Las desigualdades 5.1, 5.2 y 5.3 forman una interseccion de semi-espacios sobre las varia-
bles x4, ..., x,,. Siendo estas variables acotadas por la definiciéon del sistema, entonces las de-

sigualdades forman un politopo convexo de dimensién m. La integral [ Blas ) dzo,...dro,es
17

LT
entonces el volumen de B(xy,...,x;), y esta es una funcion V : (RT)* k—> R*, donde
xr, ..., o, son los pardmetros de entrada del problema de maximizacion.

Sea h(z,i) el hiperplano en (R*)™ definido fijando x; = x y sea H el subespacio
H(zp,....z5,) = {(@1, ..., 21, 0y, -, To,) | o, € RY,1 < j < I} que es interseccion de
los k hiperplanos h(zp,,1) N...N h(zy,, k), cada uno estableciendo un valor de entrada del
sistema, sea K el politopo generado por las desigualdades 5.1, 5.2 y 5.3. Entonces la funcion
V(zy,, ..., xr,) puede también verse como el volumen del politopo convexo K N H (xp,, ..., x1,)
que vive en (R™)™ por lo tanto la funcion de evaluacion denota el volumen seccional de un
politopo convexo [9]. Dado el Corolario 3.13 del Teorema de Brunn-Minkowski, la funcion
de evaluacion es unimodal.

En resumen, las caracteristicas de la funcion de evaluacion que definen que algoritmos es
posible utilizar para la maximizaciéon son:

s Unimodalidad: si el método de maximizacion converge a un maximo, este sera el mé-
ximo global. Aun asi la funcién no es concava ni incluso continua.

= No diferenciabilidad: al estar definida por regiones solapadas, es imposible calcular el
gradiente, ya que en los bordes de las regiones es imposible de determinar. Este hecho
descarta un gran ntamero de los métodos de maximizacion.

Ejemplo 5.6. En los graficos de la Figura (5.8) podemos visualizar la funcion de evaluacion
del volumen seccional del Ejemplo 5.5. En la figura de la izquierda vemos la funcion de
volumen y se puede observar una discontinuidad pronunciada en la recta z; = z;. A la
derecha podemos ver como las condiciones de aplicacion particionan, en este caso, la region
de incertidumbre.

También podemos observar la discontinuidad de la funcion V(z;, x;), fijando z; = 2,
y variando x;. La misma se observa en x; = 2. Y de manera similar, haremos con la no
diferenciabilidad y no concavidad, fijando x; = 1, se manifiesta en z; = 2. Sin embargo, en
ambos graficos de la Figura (5.9) se puede notar la propiedad de unimodalidad.

Con esto en mente, decidimos utilizar un método de maximizacion de funciones multidimen-
sionales que no requiera calcular gradientes. Entre estos métodos se incluye al método de
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Figura 5.8: Visualizacion de la funcion de evaluacion del ejemplo (5.5)

V(2,x)) V(xi,4)
4 , 4 7
3 ; 3 ;
X

Figura 5.9: Anélisis de la funcion de evaluacion del ejemplo (5.5)
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colina abajo o Nelder-Mead [35, Seccion 10.4] y el de Powell[35, Seccion 10.5]. Utilizaremos
este ultimo ya que [35] indica que es mas rapido en la mayorfa de las aplicaciones.

Estos método de maximizacion, como muchos otros de busqueda multidimensional, re-
quieren que implementemos bisqueda lineal sobre un vector n-dimensional: dados como
entradas los vectores P y n, y la funcion f encuentra el escalar A que minimiza f(P + An),
reemplazando P por P+ An y reemplazando n por An. Implementada la busqueda lineal, el
método multidimensional consiste en elegir la direccién n para la siguiente buisqueda lineal.

La busqueda lineal que implementaremos es la de Fibonacci, ya que dado un ntmero
fijo de evaluaciones esta ha sido probada 6ptima para encontrar el maximo de una funcién
unimodal [26].

El método de Powell es conocido como uno de los métodos de conjuntos de direcciones.
El método méas simple de estos, para N dimensiones, consiste en: tomar los vectores unidad
€1, €, ...,en como conjuntos de direcciones. Usando bisqueda lineal, nos movemos en la
primera direccion a su méximo, desde ahi lo hacemos a lo largo de la segunda direcciéon a su
méximo, y asi sucesivamente, ciclando por el conjunto de direcciones hasta que la funciéon
pare de crecer. Este algoritmo puede ser muy ineficiente para un gran niimero de funciones,
en especial aquellas que tienen valles en algin édngulo respecto de las coordenadas. Como
las funciones de volumen seccional tienen esta caracteristica, no decidimos implementar este
método que es el citado en [42] ya que no es conveniente.

En cambio, el método de Powell intenta remediar el déficit de este método simple, dando
buenas direcciones que nos permitan seguir los valles y que no interfieran entre si de manera
que la maximizacion en una direccién no sea “pisada”’ por una direccion siguiente.

El primer paso del método consiste en inicializar el conjunto de direcciones wu; como
vectores unitarios:

U; = €; ’Lzl,,N

Ahora repetiremos la siguiente secuencia de pasos (procedimiento bésico) hasta que la
funciéon pare de crecer:

= Guardamos la posicion inicial como F.

Para i =1,..., N, movemos P;_; al maximo en la direcciéon u; y llamamos a ese punto
P,

Para:=1,..., N — 1, asignamos a u; < ;1.

Asignamos a uy < Py — P,.

Mover Py al maximo en la direcciéon uy y llamar a este punto F.

Para garantizar la independencia de las direcciones, vamos a reinicializar el conjunto de
direcciones u; a los vectores unitarios e; luego de N o N + 1 iteraciones de procedimiento
basico.

Este método puede conseguir en una pasada de N(N + 1) maximizaciones lineales el
maximo para una funciéon céncava. Es necesario notar que este método no da garantia de
convergencia a nuestra maximizacion, debido a que nuestra funcién no es concava.

Ademas la busqueda del maximo se realiza en una regiéon donde en gran parte de la
funcion evaltia a 0 porque no se satisface ninguna condicién de aplicacién. Debido a ello,
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el éxito de la maximizacion también depende fuertemente del punto en que iniciemos la
bisqueda.

Otra asuncion critica para esta clase de algoritmos es que la region de incertidumbre
donde se encuentra el maximo debe ser conocida previamente. El siguiente es un procedi-
miento para obtener el rango inicial de la bisqueda del maximo de la funcién de evaluacion.
Recordemos que el sistema definido por 5.1, 5.2 y 5.3 es de la forma de un DBM, por lo que
las desigualdades pueden ser de dos formas: £x; < cy z; — z; < ¢. Como pedimos que el
sistema sea acotado, lo tomaremos para definir el rango inicial.

En [34], se presenta el algoritmo que denominaremos de Pratt, donde un sistema de
desigualdades es codificado como un grafo dirigido con pesos para decidir satisfactibilidad.
Los nodos son las variables x1, ..., x,,, con un nodo especial representando el 0. Para cada
desigualdad z; — x; < ¢, el lado z; 5 x; es agregado. En el caso x; < ¢, agregamos el lado
x; — 0, cambiando la direccién de la flecha para el caso —z; < c. Entonces el camino mas
corto de z; a 0 (0 a z;) es la cota superior minima (inferior maxima). Usando el algoritmo
de Bellman-Ford [10, Secc. 2.3.4] para camino mas corto de origen tnico, en O(m?) pasos
obtenemos todos los caminos méas cortos desde 0 a cualquier z;, o sea sus cotas inferiores
méximas. Dando vuelta la direcciéon de todos los lados y volviendo a computar obtenemos los
caminos mas cortos de cualquier x; a 0, obteniendo las deseadas cotas superiores minimas.
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Parte 11

Implementaciéon
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Capitulo 6

Descripcion del algoritmo

De manera abstracta, vamos a desglosar el algoritmo propuesto por Wolovick, D’Argenio
y Qu [42].

Dado un modelo STIOA y un caso de prueba con k entradas y [ salidas el algoritmo
realiza lo siguiente:

1. Calcular la ejecucion de prueba paramétrica con k parametros (variables de entrada)
y [ variables ligadas (las de salida), renombrando las entradas y salidas del caso de
prueba con el nimero de ocurrencia de la misma y validando el caso de prueba como
un camino del modelo.

2. Derivar el sistema de desigualdades B de k+[ variables con las restricciones de tiempos
globales de las ocurrencias de las transiciones de prueba. Este sistema de desigualdades
tiene las siguientes propiedades:

a) el conjunto de soluciones es un politopo convexo, o sea un poliedro convexo aco-
tado, de k+[ dimensiones,

b) el mismo esta parametrizado en k dimensiones o pardmetros,
c¢) cada desigualdad del sistema es una diferencia de variables acotada,

d) las cotas de las desigualdades son ntimeros enteros

3. Determinar la satisfactibilidad del sistema de desigualdades B y de esta forma saber
si es temporalmente viable la ejecucion del caso de prueba provisto. También definir la
region de incertidumbre para los k& parametros del sistema o hiperrectangulo que los
acota.

4. Calcular el volumen seccional del politopo convexo con k parametros y [ variables liga-
das denotado por el sistema de desigualdades B. Lo llamaremos funcién V : RF — R
y es la integral de la funcién constante 1 de las [ variables ligadas sobre el politopo
convexo B.
Para obtener esta integral, descomponer B de manera tal que cada porcion tenga li-
mites de integracion simples para cada variable ligada, por ej. que ambos limites sean
lineales. Observamos que cada porcion a su vez serd un politopo convexo de k + [ di-
mensiones con k parametros.
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Formar la funcién de evaluacion, que por cada porcion tiene:

a) la funcion de volumen de la porcion: es un polinomio de grado [ en k variables. Se
puede calcular de manera simbolica usando el teorema fundamental del calculo y
las propiedades de las integrales de funciones polinomiales.

b) la condicion de aplicacion para la funcion: es un politopo convexo de k dimensio-
nes.

5. Buscar el vector de R¥, dentro de la region de incertidumbre, que maximiza el volumen
seccional del politopo convexo.

6. Calcular la maxima probabilidad de ejecucion, dado el volumen méximo y el volumen
total de la ejecucion de prueba paramétrica.

7. Informar el resultado de la optimizacion

TEO esté pensado para ser una implementacion de referencia de esta técnica. “Un lenguaje de
programacion dindmico y de codigo abierto enfocado en la simplicidad y productividad [cuyaf
elegante sintazis se siente natural al leerla y fdcil al escribirla [...]”[3] parece apropiado para
esta tarea. A continuacion, discutiremos detalles de esta implementacion del algoritmo y
las diferencias del algoritmo implementado con el propuesto en [42]. Estos algoritmos seran
presentados en el lenguaje de implementacion debido a su alta legibilidad y comprensibilidad
y con comentarios descriptivos.

6.1. Calculo de ejecucion de prueba paramétrica

Utilizar estrictamente la definicion de los STIOA no se consider6 como la forma mas
practica de modelar nuestro sistema. En su lugar utilizamos una notaciéon de composicion
paralela de componentes con sincronizacion de a pares.

Cada componente es un sistema etiquetado de transiciones deterministico y conexo. De
cada estado una transicion puede tener sélo un estado resultante. Una transicion es conside-
rada como salida solo si se definen las cotas temporales para la ocurrencia de la misma. Por
lo tanto, una transiciéon no puede ser de salida y entrada en el mismo componente y todas
las ocurrencias de una transicion de salida tiene los mismo limites temporales.

La composicion paralela de estas componentes determinaré un sistema STIOA equivalen-
te. La composicion requiere que cada transicion de entrada ocurra so6lo en un componente.
Lo mismo para cada transiciéon de salida. Una transicion es considerada como salida de la
composicion si ocurre como salida de un componente. En el caso que una transicion sea salida
en un componente y entrada en otro, se la considerara una transicion de salida y sincronizara
la ejecucion de ambos ya que no estara habilitada si no se encuentra habilitada en ambos
componentes.

Ejemplo 6.1. El Ejemplo 4.2 ilustra la equivalencia entre esta notaciéon y la definicion de
STIOA. Graficamente este es el sistema citado, notar que los simbolos 7 y ! se usan s6lo
para favorecer la comprension siguiendo la notacion habitual de canales de comunicaciéon en
notaciones de procesos.
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Este sistema se representa en TEO en el siguiente archivo YAML [11]:

—— lruby/object:TEQ::Driver ::ParallelCompFactory

components:
— sl
— [[]:s1, :a, :s2], [:s2, :i, :83], [:83, :b, :s4]]
- H:ba 4, 6”
- — :t1
— [[:t1, :a, :t2], [:t2, :j, :t3], [:t3, :c, :t4]]
- H:aa 1, 2]7 [:Ca 2, 5”
— :ul
— [[:ul, :d, :u2]]
= [[:a, 1, 9]]
test_case: [:a, :i, :j, :b, :c]

La primer linea declara la clase con la que se instanciara este objeto. El objeto consta de
dos atributos: components y test case:

= ¢l primero es un arreglo de componentes, donde cada componente es una terna con

e ¢l estado inicial del componente,

e un arreglo con las ternas que representan las transiciones (estado inicial, transicion
y estado final) y

e otro arreglo de ternas con las transiciones de salida, el limite inferior y el limite
superior del intervalo de incertidumbre de ocurrencia de la transicion;

= ¢l segundo es un arreglo con las transiciones del camino de prueba.

Una de las suposiciones del algoritmo es que todas las transiciones participantes de una
ejecucion deben ser diferentes. Por este motivo para calcular la ejecucion de prueba paramé-
trica a partir de un modelo de este tipo y un camino de prueba lo haremos en términos de
ocurrencias de transicion.

Cada ocurrencia de transicion consta de la transiciéon participante, el nimero de ocurren-
cia (utilizando 0 para la primera ocurrencia), y el inicio y final del periodo de habilitacion.
Una ocurrencia de transicion comienza en el momento en que la transiciéon se encuentra
habilitada y en el momento anterior o fue ejecutada o no se encontraba habilitada. Esta
termina cuando es ejecutada o deja de estar habilitada.

El método comienza con el calculo de las ocurrencias de transicion, luego se agregan las
transacciones a la ejecucion de pruebas paramétrica, primero las que son ejecutadas en el
caso de prueba y luego el resto de las transacciones participantes.
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#Devuelve una nueva instancia de #ParamTestExecution dado una de
#ParallelComp +model+ y un arreglo con las transacciones de caso de
#prueba +test case+
def calculate model, test_case
#Verificar precondicidn
check_pre_calculate model, test_case
#Calcular de ocurrencia de transacciones
trans_occurrs, test_case_occurrs —
calculate_trans_occurrs model, test_case
param_test_exec — TEO::Model::ParamTestExecution.new
#Agregar ocurrencias de transicidn ejecutadas
for trans_occurr in test_case_occurrs
append_trans param_test_exec, trans_occurr, model, test_case_occurrs
end
#Agregar ocurrencias de transicidn no ejecutadas
for trans_name, trans_occurr_a in trans_occurrs

trans_occurr = trans_occurr_a.last
unless trans_occurr — nil or test_case_occurrs.include? trans_occurr
append_trans param_test_exec, trans_occurr, model, test_case_occurrs
end
end

#Devolver ejecucidon de prueba paramétrica
param_test_exec
end

Al calcular las ocurrencias de transicion, las ubicaremos en dos contenedores: un arreglo
ordenado de la manera que ocurren en el caso de prueba y un hash de arreglos indexados
por transicion y que contienen sélo las ocurrencias de esta de manera ordenada.

#Devuelve una dupla con un hash con todas las ocurrencias de transicidn
H#TransOccur), indexadas por nombre y un arreglo de las ocurrencias de las
#transacciones ordenadas como en el caso de prueba
def calculate_trans_occurrs model, test_case
#Inicializamos contenedores
trans_occurrs — Hash.new{|hash,key| hash[key]|=][]}
test_case_occurrs = []
#Pedimos el estado inicial del modelo
curr_state — model.initial
#Por cada momento del caso de prueba
test_case.each_index do |curr_time_point|
#Pedimos la transicidon actual
curr_tc_trans — test_case|[curr_time_point]
#Fn cada transicidn del modelo
model.each_trans do |trans]|
#0btenemos la ocurrencia de transicion actual
curr_trans_occurrs_a — trans_occurrs|trans]
curr_trans_occurr — curr_trans_occurrs_a.last
#Pedimos si la transicion estd habilitada
trans_is_enabled = model.enabled?(curr_state, trans)
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#8581 la transicion estd habilitada

if trans_is_enabled #
#Si ya existe una ocurrencia de trans_mame,
# si esta se encuentra habilitada vy,

# esta occurrencia mno fue ejecutada en el paso anterior
if curr_trans_occurr and
(curr_trans_occurr.stop = curr_time_point) and
(curr_trans_occurr != test_case_occurrs|curr_time_point — 1])

curr_trans_occurr.continue!
#es una nueva occurrencia de transicion
# o0 si no existe una occurrencia de trans_name
else
curr_trans_occurrs_a <<
TransOccurr.new(
trans,
curr_trans_occurrs_a.length,
curr_time_point,
curr_time_point + 1)
end
# else # si no esta habilitada , no hay occurrencia de transicion
end
#8581 es la transicion que va a ser ejecutada
if trans = curr_tc_trans
#8581 mo estd habilitada , lanzamos una excepcion
raise "Theytransition #{trans}_ isn’t_ enabledyat #{curr_time_point
}-th testcase step" unless trans_is_enabled
#Asociamos al test case la occurrencia actual

test_case_occurrs|curr_time_point| = curr_trans_occurrs_a.last
end
end
#Pedimos el estado siguiente de la ejecucidn
curr_state = model.following(curr_state, curr_tc_trans)
end
[trans_occurrs, test_case_occurrs]

end

6.2. Derivaciéon del politopo convexo paramétrico

Tal como sugiere el trabajo original, representaremos el sistemas de desigualdades deri-
vado de la ejecucion de prueba paramétrica como una matriz de diferencias acotadas (DBM)
con parametros. Es decir, elegiremos el dominio abstracto de las DBM paramétricas para
representar el politopo convexo paramétrico.

Dicho esto, la derivacion es muy directa dadas las desigualdades (5.1), (5.2) y (5.3). En
este momento, tendremos en cuenta que el hecho de si la desigualdad es o no estricta no
afecta nuestro computo, por lo que consideraremos que no lo son. También en este dominio
llamaremos a los tiempos de las entradas parametros y a los tiempos de las salidas variables,
por ser las variables ligadas del sistema.
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#Devuelve una #ParamDBM asociada a la ParamTestExecution +pte+
def calculate pte
#Verificamos precondicion
check_pre_calculate pte
trans = nil
#Inicializamos contenedores de las dimensiones
params, vars = []|, []
#Agregamos cada transicion tomada en el contenedor respectivo
pte.each_taken_trans do |trans|
if pte.is_output_trans?(trans)
vars << trams
else
params << trans
end
end
#Agregamos cada transicion de salida no tomada a las variables
pte.each_enabled_not_taken_trans do |trans|
vars << trans if pte.is_output_trans?(trans)
end
#Inicializamos la DBM paramétrica
pcp — TEO::Model::ParamDBM.new params, vars
previous_trans = nil
#Iteramos cada transicidn tomada/ejecutada
pte.each_taken_trans do |trans|
#Agregamos una ecuacidn tipo 2
pcp.add_ineq(previous_trans, trans, 0)
#S1 es de salida
if pte.is_output_trans?(trans)
#Agregamos las ecuaciones tipo 8§
pcp.add_ineq(pte.start_trans(trans), trans, —pte.lower_bound(trans))
pcp.add_ineq(trans, pte.start_trans(trans), pte.upper_bound(trans))
end
previous_trans — trans
end
#Iteramos por cada transicidn de salida no tomada/ejecutada
pte.each_enabled_not_taken_trans do |trans|
if pte.is_output_trans?(trans)
#Agregamos las ecuaciones de tipo 3
pcp.add_ineq(pte.start_trans(trans), trans, —pte.lower_bound(trans))
pcp.add_ineq(trans, pte.start_trans(trans), pte.upper_bound(trans))
#Agregamos una ecuacion tipo 4
pcp.add_ineq(pte.stop_trans(trans), trans, 0)
end
end
pcp
end
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6.3. Determinar la satisfactibilidad del sistema de de-
sigualdades

Determinar la satisfactibilidad del sistema de desigualdades B, nos permite saber si es
viable temporalmente la ejecucion del caso de prueba provisto. En el mismo paso deberiamos
poder calcular también la region de incertidumbre para los & pardametros o hiperrectangulo
que los acota, condicion tutil para implementar el algoritmo de maximizacion.

Esto se implementa con el siguiente algoritmo.

#Devolver la region de incertidumbre para la +param_dbm+ dada
def calculate param_dbm
#Instanciamos evaluador de satisfactibilidad
sat_checker — Pratt.new
#Pasamos las desigualdades al evaluador
param_dbm.each_ineq do |pos_var, neg_var, bound|
sat_checker.add_ineq(pos_var, neg_var, bound)
end
#Lanzamos una excepcidn a menos que param_dbm sea satisfactible
raise "ParamDBM,isn’t_satisfiable" unless sat_checker.is_satisfiable?
#Instanciamos una region de incertidumbre para los pardmetros
unc_region = TEO::Model::UncRegion.new param_dbm.params
#Agregamos las cotas de cada pardmetro de la regidn
for param in param_dbm.params
unc_region.add_bound(
param,
sat_checker.maximal_lower_bound(param),
sat_checker.minimal _upper_bound(param)
)
end
#Devolvemos la region de incertidumbre
unc_region
end

Como dijimos en la secciéon 5.3, la representacion en DBM del sistema de desigualdades
nos permite aplicar el algoritmo propuesto por Pratt [34] y recomendado por el trabajo
original.

La implementacion se realiza en una clase que crea un grafo dirigido con pesos.

class Pratt

#Constante representando el vértice especial 0
ZERO = 0

#Devuelve un verificador de satisfiabilidad de Pratt
def initialize

#Inicializamos un grafo dirigido

@graph — Digraph.new
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@distance_from_zero = {}; @distance_to_zero = {}
end

#add_ineq agrega una desigualdad al verificador representando

#"pos _wvar — neg _wvar >= bound". Tanto pos_wvar como mneg var

#puede ser mnil, pero no ambos.

def add_ineq pos_var, neg_var, bound
raise "Both,varsycan’t_be nil" unless pos_var or neg_var
#Agregamos un lado desde el vértice positivo al vértice negativo
#con peso bound y usando el vértice ZERO si la wvar es nil

@graph.add_edge!(pos_var || ZERO, neg_var ||ZERO, bound)
end
end

Usando el algoritmo de Bellman-Ford [10, Secc. 2.3.4] calcularemos las distancias entre
las variables y 0, las que dependiendo del sentido de las flechas sera la minima cota superior
o la maxima inferior. Este algoritmo requiere que no haya ciclos negativos para obtener las
distancias, pero atn en estos casos la implementacion devolvera una distancia negativa lo que
se informara como no satisfactibilidad ya que representa una contradiccion del sistema. Algo
similar sucedera con las variables no acotadas cuya distancia sera reportada como infinita,
en este caso con valor nil (es decir, nulo en Ruby).

class Pratt
#Devuelve true si el sistema con las desigualdades dadas es satisfactible
def is_satisfiable?
#Guardamos un hash con la distancia del camino mds corto
#desde ZERO hasta el resto de los wvértices usando Bellman—Ford
@distance_from_zero = Qgraph.bellman_ford_moore(ZERO)[O]
#Revertimos el grafo
rgraph — Qgraph.reversal
#Guardamos un hash con la distancia del camino mds corto
#desde el resto de los wvértices hasta ZERO usando Bellman—Ford
@distance_to_zero = rgraph.bellman_ford_moore(ZER0D)|[O]
is_satisfiable = true
#En cada variable /vertice, distinta de ZERO
for var in @graph.vertices
max_upper = @distance_from_zero|var]
opp_min_lower = @distance_to_zero|var]
#A menos que las distancias desde y hacia ZERO para cada vertice
#esten definidas , y la cotas superior mo sea menor que la menor
#y la menor no sea que ZERO, el sistema es satisfactible
unless max_upper and opp_min_lower and
opp_min_lower >= —max_upper and max_upper <= 0
is_satisfiable = false
break
end
end
is_satisfiable
end
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#Devuelve la minitma cota superior de wvar si existe, si no nitl
def minimal _upper_bound var

@distance_to_zero|var]
end

#Devuelve la mdxima cota inferior de wvar si existe, si no nil
def maximal_lower_bound var
from_zero = @distance_from_zero|var|
—from_zero if from_zero
end
end

La implementacion concreta de Pratt usa la técnica de memoizacion para mejorar el
desempeno de la misma.

6.4. Calcular el volumen seccional del politopo convexo
paramétrico

Para realizar la integral de la funcion constante 1 de las [ variables ligadas sobre el politopo
convexo B con k parametros, el trabajo original sugiere utilizar Schechter y Fourier-Motzkin
para descomponer B de manera tal que cada porcion tenga limites simples (lineales) de inte-
gracion para cada variable ligada y condiciones de aplicaciéon simples para cada parametro.
Para luego integrar en cada porciéon y agregar la funciéon polinomial resultante junto a la
respectiva condicion de aplicacion en la funcion de evaluacion.

En este punto, el trabajo original hace una apreciacion errénea al indicar que la funcion
de evaluacion es una funcion por partes. Es cierto que el mismo Schechter [36, pag. 250|
indica que las intersecciones entre las porciones obtenidas por la descomposicion, si no son
vacias, suceden en hiperplanos; que incluso hiperplanos como estos también pueden aparecer
en la descomposicion; y que ambos hechos pueden ser ignorados en términos de la integra-
cion. Estos hechos tienen sentido si integramos en las porciones completas, en definitiva si
no tenemos parametros, pero este no es nuestro caso. Nada indica que las condiciones de
aplicacion, subpoliedros de k dimensiones de una porciéon de k + [ dimensiones, sean dis-
juntas, incluso la afirmacién anterior nos indicaria que es probable que formen parte de la
interseccion entre partes.

Dicho esto observamos que la funcién de evaluacién no es una funcién por partes sino
la sumatoria de funciones booleanas (condiciones de aplicacion) por funciones polinomiales
(integral de variables ligadas). La implementacion elegida en este caso para la funcion de
evaluacion es un hash donde las funciones polinomiales son acumuladas por condicién de
aplicacion.

El hecho que las condiciones de aplicaciéon no sean disjuntas, elimina la ventaja de pro-
yectar los parametros del poliedro convexo, por lo que realizaremos la descomposicion de
Schechter s6lo hasta el nivel que garantice que las variables ligadas poseen limites simples
de integracion. Esto mejora la eficacia de nuestro algoritmo respecto del algoritmo original.
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A continuacién vemos el algoritmo para calcular el volumen seccional.

#Devuelve una #EvalFunction for the given parametrized dbm +param_ dbm+
def calculate param_dbm
#Inicializamos la funcidon de evaluacion
eval_fun — EvalFunction.new param_dbm.params
#Instanciamos a un drbol de Schechter
tree = Tree.new(param_dbm)
#Iteramos por cada nodo en el nivel donde los limites de integracion
#son simples
tree.each_node_at_level(param_dbm.vars.size) do |subpolytope]
#Calculamos la condicion de aplicacion asociada al subpolitopo
appl_cond — subpolytope.calculate_appl_cond
#S1 la condicion de aplicacion es satisfactible
if appl_cond.is_satisfiable?
#Calculamos la funcion polinomial con el volumen del subpolitopo
#realizando la integral de 1 de las wvariables ligadas
polinomial — subpolytope.calculate_volume
#Agregamos la porcidn en la funcion de aplicacion
eval_fun.add_piece(appl_cond, polinomial)
end
end
#Devuelve la funcion de evaluacidn
eval_fun
end

En las subsecciones siguientes detallaremos este algoritmo.

6.4.1. Descomposicién del politopo convexo

Para realizar la integral sobre el poliedro convexo, necesitamos descomponerlo hasta
obtener limites simples en las variables a integrar. Schechter propone utilizar el método
de eliminacién de Fourier-Motzkin sobre una variable del politopo, y del sistema resultante
combinar las desigualdades que ligan a esta variable con el hiperplano que forma la proyecciéon
de la misma en 0 para obtener una descomposicién cuya union es el politopo original. Con esto
en mente, construye un arbol en el que cada nivel representa una nueva variable proyectada.

Antes de comenzar vamos a notar que ambos algoritmos representan el sistema de de-
sigualdades como una matriz aumentada, i.e. una matriz donde cada fila representa una
desigualdad y cada columna corresponde al coeficiente de la misma variable, excepto la tlti-
ma columna a la derecha que contiene la cota superior de la sumatoria de las variables por
sus respectivos coeficientes.

Como queremos proyectar particularmente las variables del politopo convexo paramétri-
co, ubicaremos a estas en las primeras [ columnas del sistema. De esta manera, en el [-ésimo
nivel del arbol ya tendremos los subpolitopos con limites simples de integracion. Para me-
jorar aun mas el desempeno ordenaremos a las variables de menor a mayor de acuerdo al
costo de descomposicion en la matriz original. Como el algoritmo proyecta las variables de
derecha a izquierda, tomamos como el costo de descomposicion al nimero de subpolitopos
que resultarian de descomponer el sistema si fuera la variable a proyectar, i.e. el niimero de
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indices positivos por el de negativos en la columna que representa la variable. Esta idea es
sugerida en [39].

Lo descripto en el paso anterior es lo que se realiza al instanciar un arbol de Schechter.
En resumen, se provee el politopo paramétrico original, se instancia el nodo raiz, proveyendo
los parametros, las variables y la respectiva matriz aumentada, y por tltimo se ordenan las
variables.

class Tree
#Devuelve un Tree dado un politopo paramétrico convezo
def initialize(system)
#Instanciamos nodo raiz, obteniendo la matriz aumentada de system

@system — Node.new(system.params, system.vars, system.to_a, 0)
#Ordenamos las wvariables de acuerdo a costo de decomposicidn
@system — Q@system.sort_vars

end

end

Para iterar por los nodos del édrbol en el nivel [-ésimo no vamos a crear el arbol hasta el
nivel deseado y una vez construido iterar en las hojas del mismo. Esto aumentaria terrible-
mente el consumo de memoria de nuestro sistema. En nuestra implementacién haremos una
busqueda en profundidad [ de las hojas de nuestro arbol. La implementacion no es la ideal
ya que calculamos todos los hijos de cada nodo intermedio en vez de s6lo el hijo por el cual
vamos a continuar la biisqueda lo que haria al consumo de memoria de a lo sumo [ nodos.
A pesar de esto el consumo es significativamente menor al que requeria el arbol completo.

Entonces el algoritmo que recorre los nodos de cierto nivel es relativamente simple, ya
que comienza con una cola cuyo tnico elemento es el nodo raiz, y continua hasta vaciar la
cola, calculando los hijos de un nodo y agregandolos a la cola si no son del nivel deseado, o
en caso contrario, pasandolos como argumento al bloque provisto.

class Tree
#Invoca el bloque prowvisto por cada nodo a nivel level pasandolo
#como argumento.
def each_node_at_level level
#Inicializar cola de procesamiento
processing = [@system]
#Mientras la cola no esté vacia
while not processing.empty? do
#Tomar el wultimo nodo de la cola
current_node — processing.pop
#A menos que el nodo sea del nivel esperado
unless current_node.level — level
#Agregar sus hijos a la cola de procesamiento
processing.concat(current_node.childrens)
else
#FEjecutar el bloque prowvisto con el nodo como pardmetro
yield current_node
end
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end
nil
end
end

Un nodo devuelve sus hijos de acuerdo a Schechter, primero instanciando un sistema
apto para Fourier-Motzkin. Recordemos que un nodo de nivel n tiene dos limites por las
primeras n variables. Entonces, si no es un nodo del ultimo nivel, partimos el sistema entre
las primeras 2n filas y las restantes. Sobre estas ultimas aplicamos Fourier-Motzkin. A menos
que este procedimiento devuelva una excepcion, en cuyo caso devolvemos un arreglo vacio,
el resultado obtenido es descompuesto como lo describe Schechter y por cada sistema se
instancia un nodo del nivel siguiente que es agregado al arreglo resultante. Los sistemas
cuyos nuevos limites son iguales, no son agregados al resultado porque forman un hiperplano
y por el teorema fundamental del calculo su integral sera 0.

class Node
#Devuelve un arreglo con los hijos del nodo de acuerdo a Schechter
def childrens
#Obtener sistema para FM
system = System.new(@ndim, @rows)
result = |[]
#8581 el nivel es menor que la cantidad de wvariables mds pardmetros
if @level < @ndim
#Calculamos el subsistema no afin
unaffine_subsys — system.tail Qlevel
#Nos quedamos con el subsistema afin
affine_subsys = system.head! @level
begin
#Eliminamos la primer wvariable del sistema no afin
solution — Solver.solve unaffine_subsys
#Descomponemos la solucion de acuerdo a Schechter
decomposed_child_syss — solution.decompose Q@level, affine_subsys
#Por cada sistema de la descomposicion
for child_sys in decomposed_child_syss
#Lo agregamos al resultado, a menos que los limites
#de la wvariable proyectada sean iguales
result <<
Node.new(@params7 @vars, child_sys.to_a, @level + 1) unless
child_sys.are_equal?(@level + 1)
end
rescue FourierMotzkin::SystemInfeasible
#8i el sistema es contradictorio, no tiene hijos
end
end
#Devolvemos el arreglo con los hijos
result
end
end
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El método de eliminacion de Fourier-Motzkin es realizado por la biblioteca FM de Louis-
Noél Pouchet [33] y se encuentra disponible junto a su documentacion en [2].

Como dijimos antes, Schechter indica que en un nodo de nivel n las desigualdades de las
filas 2¢ y 2i + 1 nos dicen los limites de la (7 + 1)-ésima variable en funcion de las [ —i — 1
variables restantes y los k parametros para ¢ = 0,...,n — 1. Tomamos al sistema A como
la matriz con las primeras 2n filas y columnas eliminadas (en realidad basta con eliminar
las primeras 2n filas y eso es lo que implementamos). Habiendo aplicado Fourier-Motzkin
a A, el sistema resultante P con las r primeras filas positivas y s primeras negativas sera
descompuesto de la siguiente manera. Llamaremos P! a la proyeccion de P en la variable n-
ésima igual a 0, o sea el sistema P menos las primeras r + s filas. La descomposicién constara
de los sistemas Pzi parat=0,....,r—1yj =0,...,5s—1 obtenidos con la siguiente receta: para
p=0,..,r—1,p # i reemplazar en P la fila p por (filap-filai) y parap =r,...,r+s—1,p # j
reemplazar en P la fila p por (fila p - fila r + j). La implementacion realizada ademas ubica
a las filas ¢ y » + j en las dos primeras filas de Pé Esta descomposicion se implementa en
los métodos a continuacion.

class System
#Devuelve la decomposicion de +self+ en la columna +dim_idz+,
#agregando por delante las filas de +affine sub_polyhedra+.
def decompose dim_idx, affine_sub_polyhedra
#Calcula las listas de indices de filas positivas y negativas en dim_idx
classify_rows(dim_idx)
result = |[]
#Por cada indice positivo
for pos_row_idx in @pos_row_idxs
#Por cada indice negativo
for neg_row_idx in Gneg_row_idxs
#Agregar al resultado el nodo P~1_1ij
result <<
FourierMotzkin:: System.new(
Ondim,
affine_sub_polyhedra.to_a +
build_p_ij(pos_row_idx ,neg_row_idx)
)
end
end
result
end

#Dado el indice de una fila positiva pos_row_idr y una fila mnegativa
#neg row idr, devuelve una matriz con, el orden dado:

#+ la fila positiva seleccionada,

#+ la fila mnegativa seleccionada,

#* las filas con 0,

#* el resto de las filas positivas menos la fila positiva seleccionada
#* el resto de las filas mnegativas menos la fila negativa seleccionada
def build_p_ij pos_row_idx, neg_row_idx

result = ||
rest_pos_row_idxs = @pos_row_idxs — [pos_row_idx]
rest_neg_row_idxs = Oneg_row_idxs — [neg_row_idx]|
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pl_rows_idx = ((0...Q@rows.length).to_a — rest_pos_row_idxs) —
rest_neg_row_idxs

for row_idx in pil_rows_idx
result << @rows|[row_idx]|

end

for row_idx in rest_pos_row_idxs
offset — —1
result << Q@rows|[row_idx].collect do |cell_value]

offset+=1; cell_value — @rows|pos_row_idx|[offset]

end

end

for row_idx in rest_neg_row_idxs
offset — —1
result << Q@rows|[row_idx].collect do |cell_value]

offset+=1; cell_value — @rows|neg_row_idx|[offset]

end

end

result

end
end

Recordamos que un aspecto muy importante del algoritmo presentado es que todas estas
operaciones mantienen los nodos como DBMs. En Fourier-Motzkin, como los sistemas son
DBMs los coeficientes ya son 1, 0 6 -1, por lo que no es necesario normalizar las filas, y
como en el paso siguiente sumamos dos filas cuyo primer coeficiente es 1 y -1, eliminamos
una variable y en el caso de que ambas hayan sido diferencias de variables, si no se eliminan
entre si, forman otra diferencia. En la descomposiciéon de Schechter, sucede algo similar, ya
que restamos dos filas donde los primeros coeficientes son 1 6 -1.

6.4.2. Determinar condicién de aplicaciéon y su satisfactibilidad

En cada porcion de la descomposicion, es decir en cada nodo en el nivel [-ésimo del arbol,
debemos determinar la condicion de aplicacion de la misma. Como veremos a continuacion,
en términos de complejidad, el célculo del volumen de la porcion es significativamente mayor
incluso que la determinacion de la satisfactibilidad de la condicion, por lo que s6lo haremos
este calculo si la condicion de aplicacion es satisfactible.

A diferencia del trabajo original, las condiciones de aplicacién no poseen solo 2k restric-
ciones o desigualdades, ya que realizamos Schechter solo a las variables ligadas, pero siguen
siendo un politopo convexo de k dimensiones caracterizable como una DBM. Esto hace
que la implementacion de las condiciones de aplicacion sea directa, asi como determinar su
satisfactibilidad ya que podemos utilizar nuevamente el algoritmo de Pratt.

Determinar la condiciéon de aplicacién de una porcion consiste en incluir en esta solamente
las desigualdades en término de los parametros. En nuestra implementacion, estas son las
desigualdades ubicadas a partir de (2{ + 1)-ésima fila de la matriz aumentada.

Dado que nuestra funciéon de evaluacion consiste de un hash indexado por las condiciones
de aplicacion, debemos implementar una funcién de hash para las mismas.
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6.4.3. Calculo del volumen de cada porcién

Ya hemos dicho que el volumen de cada porcién es una funciéon polinomial de k variables.
Este se obtiene de la siguiente integral

upper <$Ol ) upper ($Ol )
/ Ce / 1d$01 e dl’ol
l l

ower(mol) ower(a:ol)

donde upper (xo,) y lower (zo,) son limites lineales de la forma +x; +cconc € Qy j €
{Oi41,...,0,, 1, ..., I;}. Para cada i = 1,...,1, upper (zo,) (lower (zp,)) se obtiene de la
2i-ésima ((27 + 1)-ésima) fila de la matriz subyacente que representa una desigualdad de la
forma xp, —z; <c (x; —xo, < —c) con j € {O;11,...,0, 11, ..., I}

Para realizar el calculo de la integral utilizamos el siguiente término general

upper(x) c
/ cat . akrakdr = A 1:16]1’“ ot (upper (2)" — lower (:E)Hl)
!

ower(x)

mientras ¢, x1,...,x,,r € Ry k>0, k € Z.

Visto lo anterior y que la integral de un polinomio es igual a la suma de la integral de
sus términos, podemos observar que la funcién del volumen de la porciéon serd una funciéon
polinomial de grado [ en k variables.

Con esto en mente, implementamos una representacion para polinomios que contenga su
expansion y pueda ser integrada en limites lineales. También nos interesa sumar polinomios,
en el caso que en la funcién de evaluacion agreguemos una porcién con una condicion de
aplicacion ya existente.

Esta representacion utiliza un hash para indexar los términos que lo componen de acuerdo
a su parte literal.

class Polinomial
#Devuelve un polinomio
def initialize
Q@terms = {}
end

#Agrega un término
def add_term new_term
unless new_term.coef —
key = new_term.key
current_term = @terms|key|
if current_term then
current_term << new_term

Q@terms.delete(key) if current_term.coef — 0
else
Q@terms |[key| = new_term
end
end
self
end

67



#Actualiza el polinomio por el resultante de la integracidn
#de diferencial +diff+ entre los limites (lineales) +upper+ y +lower+
def integrate! diff, upper, lower
terms — Qterms
Oterms = {}
for key, term in terms
term.each_integral_term(diff, upper, lower) do |iterm]|
add_term(iterm)
end
end
self
end

#Acumula otro polinomio en este
def << pol
for key, term in pol.terms
self.add_term term
end
self
end
end

Como la integracion del polinomio es la sumatoria de las integrales de cada término, la
implementacion de estos debe permitir integrar entre limites lineales, y estos a su vez elevarse
a una potencia entera no negativa.

class Term
#Devuelve el término de la forma c¢ % x_1 #% exp 1 * ... x T _n ** exp_n
#dados :
# coef = ¢
# wars = {:x 1 = exp 1, ..., :x_n => exp n}
def initialize(coef,vars)
@coef = coef
if @coef —
@vars = {}
else
@vars — vars
end
Qkey — Q@vars.to_a
end

#Acumular other en self si tienen la mismas vars
def << other

@coef += other.coef if @vars = other.vars
end
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#Invoca el bloque prowvisto por cada término de la integral definida
#de self dada la wvariable de integracion diff con los limites upper
#y lower
def each_integral_term diff, upper_limit, lower_limit

if @coef =— 0 or upper_limit — lower_limit then
yield ZERO

else
common_factor_vars — Qvars.clone

common_factor_vars.delete(diff)
integral_degree = (@vars|[diff])?(@vars|[diff] + 1):(1)
common_factor —
Term.new(—Qcoef.to_f / integral_degree, common_factor_vars)
lower_limit.each_power_term(integral_degree) do |coef, vars|
yield (Term.new(coef, vars) x common_factor)
end
common_factor.negate
upper_limit.each_power_term(integral_degree) do |coef, vars
yield (Term.new(coef, vars) x common_factor)
end
end
self
end

#Actualiza self con el resultado de su multiplicacion por obj
def * other
new_coef = @coef *x other.coef
if new_coef — 0 then
return ZERO
else
@coef — new_coef
@vars.merge!(other.vars) do |var,exp,exp_obj|
exp + exp_obj
end
Q@key — Q@vars.to_a
self
end
end

#Transforma el término en su opuesto
def oppose
@coef — —Qcoef
self
end
end
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class LinearLimit
attr_reader :coef, :var

#Devuelve un limite lineal que representa a coef + wvar
def initialize(coef,var)

Qcoef = coef
Qvar — var
end

#Invoca por cada término del resultado de elevar self a la exp—ésima
#potencia entera no negativa, el bloque provisto con el coeficiente
#y las wvariables de cada término como pardmetros
def each_power_term exp
raise ArgumentError, "Integer, >=_ 0 expected as argument” unless
exp.kind_of ?(Integer) and exp >= 0
if exp > 0
yvield ((@coef xx exp), {}) unless @coef — 0
if exp > 1 and @var and not (Q@coef — 0)
combinat_number = exp.to_f
for term_number in (1..exp — 1)
rev_term_number = (exp — term_number)
yield (combinat_number x (@coef xx rev_term_number),
{@var => term_number})
combinat_number =
combinat_number % rev_term_number / (term_number + 1)

end
end
yield (1, {@var => exp}) if @var
else #exp == 0
yield (1, {})
end
end

end

6.5. Busqueda del maximo volumen del politopo convexo
paramétrico

El siguiente paso del algoritmo requiere que realicemos la busqueda vector de R* que
provea el maximo volumen seccional del politopo convexo B.

Como la funcién de evaluacion del volumen es unimodal podemos estar seguros de que
la busqueda del mismo no se detendra en un méaximo local. Pero en una parte significativa
de la region de incertidumbre la misma evaltia a 0 e incluso no es continua. Esto quiere
decir que nuestra funciéon a maximizar puede no ser concava lo que no permite garantizar la
convergencia de la bisqueda en el maximo. Notar que cuando nos referimos a no convergencia
no nos referimos al hecho de que el algoritmo no termine, sino que la btisqueda termine antes
de encontrar el maximo.

Los puntos anteriores no son mencionados en el trabajo original. Incluso el método su-
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gerido por el trabajo original para realizar la busqueda del maximo en un espacio multidi-
mensional puede ser muy ineficiente.

En este trabajo se implementd otro método de busqueda por conjunto de direcciones,
el método de Powell (ver Secciéon 5.3), que es maés eficiente y garantiza convergencia si la
funciéon es concava.

Otro aspecto a considerar en la busqueda del méximo es que la evaluacion de la funcién
es mas costosa de lo previsto. Al no ser una funcién por partes, no hacemos simplemente
busqueda de la condicion de aplicacion que aplique para evaluar una funcién polinomial. En
cambio debemos acumular la evaluacion de las miltiples funciones polinomiales para las que
vale su respectiva condicion de aplicacion.

6.5.1. Evaluacion de la funciéon de volumen

La implementacion de la evaluacion de la funcion es muy directa, ya que consiste en
acumular el polinomio de cada porcion que aplique en los valores dados. Los valores de los
parametros son dados en un hash.

class EvalFunction
def evaluate param_values
resulting_value = 0
for appl_cond, polinomial in @pieces
if appl_cond.evaluate(param_values)
piece_value = polinomial.evaluate(param_values)
resulting_value 4= piece_value unless piece_value < 0
end
end
resulting_value
end
end

La condicién de aplicacion evaliia cada restriccion hasta que encuentra una que devuel-
va falso, si no lo hace devuelve verdadero. En este sentido, la condiciéon de aplicacion es
conjuncion de las restricciones.

class ApplCondition
def evaluate param_values
for key,cons in Qconss
return false unless cons.evaluate param_values
end
true
end
end

Cada restriccion es evaluada realizando la diferencia de los valores de parametro y de-
volviendo el resultado de la comparacion con la cota. Notar que la evaluacion es estricta
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cuando la cota es negativa, o sea inferior. Si bien la funcién de evaluacion por definiciéon es
unimodal, en la implementaciéon si todos los limites fueran no estrictos, cuando la funcién
fuera evaluada donde se produce la interseccion de dos condiciones se obtendria el doble,
rompiendo la unimodalidad.

class Constraint
def evaluate param_values
if @bound > 0
(param_values|@var|—param_values|@nvar| <= @bound)
else
(param_values|@var|—param_values|@nvar| < @bound)
end
end
end

La evaluacion de polinomios y términos es directa

class Polinomial
def evaluate param_values
result — 0
for key, term in Qterms
result += term.evaluate(param_values)
end
result
end
end

class Term
def evaluate param_values
result — Qcoef
unless @coef — 0
for var, power in Qvars
result x= (param_values|[var]| xx power)
end
end
result
end
end

6.5.2. Busqueda multidimensional por conjuntos de direcciones

Para la buisqueda multidimensional implementamos un método de busqueda por conjun-
tos de direcciones, en particular la variante convergente del algoritmo de Powell.

En el trabajo original es propuesta la variante méas simple de los métodos de busqueda
por conjuntos de direcciones [29]. Esta consiste, en realizar una busqueda unidimensional, en
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este caso Fibonacci, por cada pardmetro de forma recursiva hasta llegar a un punto donde
encontramos un valor menor al previamente evaluado. Hay una equivocaciéon en el trabajo
original al decir que ese valor se encuentra en tantas biisquedas como parametros.

El método de Powell luego de haber buscado en tantas direcciones como parametros y
busca en la recta que une el punto con el que empezo6 y con el que acaba de terminar. Para
esto requiere adaptar el método de bisqueda unidimensional.

La terminacion de éste método esta garantizada debido a que al terminar un ciclo si el
valor es menor o igual al actual se detiene la bisqueda. En el caso restante de no terminaciéon
seria que nos acerquemos al méximo con un comportamiento de Zenén pero no es posible
dada la presicion finita del punto flotante.

def direction_set_search
#Calculamos wvector base
basis_vectors — calc_basis_vectors
set_of_directions — basis_vectors.clone
#Calculamos el punto de inicio de la bisqueda
current_point, f_current_point — calc_initial_point
previous_point, f_previous_point = current_point, f_current_point
n_iteration = 0
#Mientras no sean las 2 primeras iteracion y haya nuevo mdzximo
while n_iteration < 2 or f_current_point > f_previous_point
#Guardamos el punto anterior
previous_point = current_point; f_previous_point = f_current_point
#Buscamos el mdxrimo en cada direccion del conjunto
for direction in set_of_directions
current_point, f_current_point —
linear_search(current_point, f_current_point, direction)
end
#Descartamos la primer direccion del conjunto
set_of_directions.shift
#A menos que el punto inicial y el final sea el mismo
unless current_point — previous_point
#Agregamos la direccion entre el punto inicial y el dltimo
set_of_directions <<
linear_transform(current_point, —1, previous_point)
#Buscamos el mdzrimo en la nueva direccidn
current_point, f_current_point —
linear_search(current_point,f_current_point ,set_of_directions.last)
end
n_iteration 4= 1
#Si no hay direcciones o ya cambiamos el conjunto de direcciones
#completo, reinicializamos el conjunto de direcciones.
#Fsta es la wvariante convergente de Powell
if set_of_directions.empty? or

n_iteration % set_of_directions.size — 0
set_of_directions — basis_vectors.clone
end
end
[previous_point, f_previous_point]
end
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Como nuestra funcién evaliia a 0 para muchos valores y puede no ser concava, el punto de
comienzo es critico para converger al maximo en nuestra busqueda. Para encontrar el punto
de inicio vamos a utilizar el hecho que cuando calculamos satisfactibilidad de las condiciones
de aplicacion, calculamos el minimo hiperrectangulo que acota a esta. Los centros de estos
hiperrectdngulos son buenos candidatos para encontrar nuestro punto de inicio. En particular
elegiremos al que logre la maxima valuacion de la funciéon. En caso de que todos estos puntos
evalten a 0, comenzaremos en el centro de la regiéon de incertidumbre.

def calc_initial_point
current_point = nil; f_current_point= 0
max_point — Qunc_region.center
f_max_point = @eval_fun.evaluate(max_point)
@eval_fun.each_appl_cond do |appl_cond]
current_point — appl_cond.center
if current_point
f_current_point = @eval_fun.evaluate(current_point)
if f_current_point > f_max_point
f_max_point = f_current_point
max_point = current_point
end
end
end
[max_point, f_max_point]
end

Para la busqueda lineal, adaptaremos la bisqueda unidimensional de Fibonacci [26], que
como el método de la proporciéon dorada o de Lucas, reducen el intervalo de incertidumbre
paso a paso hasta encontrar un intervalo suficientemente reducido para que el error sea menor
que la precision deseada. Esta implementacién considera cuidadosamente el caso en que la
evaluacion de ambos extremos es igual, y utiliza un punto inicial para decidir en cuél de los
tres intervalos continuar la biisqueda.

#Calcula las constantes de Fibonacci y los
#coeficientes que se utilizan en la busqueda
def calc_fibonacci_constants
FIB.replace [1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987
1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025, 121393,
196418, 317811, 514229, 832040, 1346269, 2178309, 3524578, 5702887,
9227465, 14930352, 24157817, 39088169, 63245986, 102334155, 165580141,

267914296]
for idx in (0...(FIB.size—2))

DELTA_FIB|idx| — FIB[—3—idx|.to_f / FIB|—1—idx]
end

end
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#Devuelve false si la busqueda alcanzd el mdrimo o la precisidon deseada
def continue_search?
(@_bs_length > $PRECISION_LIMIT and
@_bs_n_iteration < DELTA_FIB.size) or
@_bs_n_iteration — 0
end

#Devuelve el nuevo intervalo como indica el método de Fibonacci
#donde @ bs bottom < delta bottom < delta upper < @ bs wupper
def calc_new_bracket
delta = DELTA_FIB|[@_bs_n_iteration]| * @_bs_length
[@_bs_bottom + delta, @_bs_upper — delta]
end

#bracketing search devuelve el punto mdzrimo y el wvalor

#respectivo de la funcidon unidimensional

def bracketing_search(init_bottom, init_upper, f_zero)
@_bs_bottom — init_bottom; @_bs_upper — init_upper
@_bs_length — @_bs_upper — Q@_bs_bottom
@_bs_n_iteration = 0
max = 0; f_max = Float::MIN # safer

while continue_search?
delta_bottom, delta_upper = calc_new_bracket
f_delta_bottom = yield delta_bottom
f_delta_upper = yield delta_upper
if f_delta_bottom < f_delta_upper
@_bs_bottom — delta_bottom
(max = delta_upper; f_max = f_delta_upper) if f_delta_upper > f_max
elsif f_delta_bottom > f_delta_upper
@_bs_upper — delta_upper

(max = delta_bottom; f_max = f_delta_bottom) if f_delta_bottom > f_max

else # f bo == f wup
if f_zero > f_delta_bottom # and f seed > f up
if 0 < delta_bottom
@_bs_upper — delta_bottom
elsif 0 > delta_upper
O@_bs_bottom — delta_upper
else
@_bs_bottom — delta_bottom
@_bs_upper — delta_upper
end
elsif f_zero < f_delta_bottom # and [ seed < f up
f_max — f_delta_bottom
if 0 < delta_bottom
@_bs_bottom — delta_bottom
max — delta_upper
elsif 0 > delta_upper
O@_bs_upper — delta_upper
max — delta_bottom
else # seed >= bo or seed <= up
raise "Situacidn,Imposible" unless
(f_zero — f_delta_bottom).abs < $PRECISION_LIMIT
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end
else # f seed == f bo == f up
break
end
end
@_bs_n_iteration += 1
@_bs_length — @_bs_upper — Q@_bs_bottom
end

[max , f_max|
end

La buisqueda lineal encontrara un escalar a partir del punto en la direccién provista, pero
para realizarla debemos dar el intervalo inicial. En nuestro caso sera el intervalo que no
permita evaluar la funciéon fuera de la region de incertidumbre.

#Devuelve tanto el punto como el wvalor mdximo de la funcidon
#de evaluacion comenzando en current point, que evalua a f_ current_ point
#,hacia direction
def linear_search init_point, f_init_point, direction
#Calcular intervalo inicial
bottom_delta, upper_delta —
calc_initial_bracketing(init_point, direction)
scalar=nil
#Buscar el mdzrimo del bloque siguiente
max_delta, f_max_point —
bracketing_search(bottom_delta, upper_delta, f_init_point) do |scalar|
#Calcular el punto a evaluar
point = linear_transform(init_point, scalar, direction)
#Fvaluar en nuevo punto
@eval_fun.evaluate point

end
#Calcular el punto mdrimo con el escalar mdzrimo
max_point = linear_transform(init_point, max_delta, direction)

#Devolver punto mdximo con valuacion mdxrima
[max_point, f_max_point]
end

#Devuelve la mdrima cota minima y la minima cota mdrima del escalar
#que genere puntos dentro de la region de incertidumbre
def calc_initial_bracketing(init_point, direction)
maximal_bottom = nil
minimal _upper = nil
#Por cada pardmetro de la funcidon de evaluacidn
for param in G@eval_fun.params
init_param = init_point|[param]
dir_param = direction|param]
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#Calculo las cotas respecto a la direccidn en el mismo
case dir_param <=> (

when 0 #if direction [param] == 0
current_bottom = nil
current_upper = nil

when 1 #if direction [param] > 0
current_bottom =

(Qunc_region.bottom_bounds|param| — init_param).to_f / dir_param
current_upper =
(Qunc_region.top_bounds|param| — init_param).to_f / dir_param

else #if direction [param] < 0
current_bottom =

(Qunc_region.top_bounds|param| — init_param).to_f / dir_param
current_upper =
(Qunc_region.bottom_bounds|param| — init_param).to_f / dir_param
end
#Fvaluo si decido quedarme con las cotas de esta dimension
maximal_bottom = current_bottom if (not maximal_bottom) or
(current_bottom and maximal_bottom < current_bottom)
minimal_upper = current_upper if (not minimal_upper) or
(current_upper and minimal_upper > current_upper)
end

raise "Null_ bottom_ bound" unless maximal_bottom
raise "Null,upper bound" unless minimal_upper
#Devuelvo las cotas para el escalar a buscar
[maximal_bottom, minimal_upper|

end
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Capitulo 7

Arquitectura, diseno detallado y
metodologia de desarrollo de TEQ

7.1. Arquitectura

La arquitectura de TEO consiste de un modulo para driver (TEQ::Driver), uno pa-
ra los modelos de datos (TEO::Model), otro para la realizacion de computos sobre estos
(TEO: :Calc), mas uno con los mapeos a bibliotecas externas (TEQ: :Native).

TEO

Calc Model Driver Native

Esta arquitectura realiza una separacion de responsabilidades de manera similar a la
arquitectura Model-View-Controller.

TEQ: :DRIVER se encarga de cargar los datos necesarios, producir los modelos y pedir los
computos deseados con estos.

TEO

Driver

ParallelCompFactory DataFileDriver

J;

AbstractDriver
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En TEQ: : MoDEL se ubican los modelos de datos de las entidades operadas en la aplicacion.

TEO
Model
Component Polinomial ParamDBM EvalFunction UncRegion LinearLimit ParamTestExecution
ParallelComp Term ParamPolytope ApplCondition Constraint ControlledTestExecution

Las clases de TEQ: :CALC realizan computos y calculos sobre modelos.

TEO
Cale

ParamSchechter

FourierMotzkin

e

UncRegionCalculator EvalFunctionCalculator VolumeMaximizer ParallelCompPTECalculator Decomposer

l WDQOptimizer

/ Model

i ) =]

ParamDBMCalculator

l CTECalculator

v

BracketingSearch

7.2. Diseno detallado

En una ejecucion completa de la herramienta mostraremos de qué manera interacttian
de manera dindmica los objetos de la implementacion.

7.2.1. Driver

En particular, TEO: :DRIVER: : DATAFILEDRIVER#1oad lee el modelo STIOA del sistema y
del caso de prueba, i. e. una ejecucién de prueba, de un archivo YAML con un formato es-
pecifico. Estrictamente, carga una instancia de TEQ: :DRIVER: : PARALLELCOMPFACTORY, que
es una fabrica de objetos que devuelve la ejecucion de prueba paramétrica inherente al modelo
(#obtain_test_execution) y al caso de prueba leido (TEQ: :MODEL: : PARAMTESTEXECUTION).
Este computo se realiza con una instancia de TEQ: :CALC: : PARALLELCOMPPTECALCULATOR.
TEO: :DRIVER: :DATAFILEDRIVER calcula (#calculate) la ejecucion controlada de prueba
(TEO: :MODEL: : CONTROLLEDTESTEXECUTION) con mayor probabilidad de ejecucion, utilizan-
do una instancia de TEQ: :CALC: :WDQOPTIMIZER. Debemos notar que la diferencia entre una
ejecucion de prueba paramétrica y una controlada consiste en que la segunda indica los tiem-
pos en los cuales realizar las entradas al modelo y la probabilidad de éxito de la ejecucion
de prueba.

7.2.2. Optimizaciéon de la ejecuciéon de prueba

La optimizacion de la ejecucion de prueba (TEQ::CALC: :WDQOPTIMIZER#optimize) co-
mienza calculando el politopo convexo paramétrico que representa la ejecucion de prueba de
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Figura 7.1: Grafico de secuencia de mensajes esperados por TEQ: :DRIVER: :DATAFILEDRIVER

acuerdo a las desigualdades 5.1, 5.2 y 5.3. En este caso, la representacion elegida para este po-
litopo es una matriz de diferencias acotadas paramétrica (TEQ: :MODEL: : PARAMDBM) que cal-
culamos invocando TEQ: : CALC: : PARAMDBMCALCULATOR#calculate. En el paso siguiente, ob-
tenemos la region de incertidumbre (TEQ: :MODEL: : UNCREGION) de los parametros o hiperrec-
tangulo que los acota invocando el método TEQ: : CALC: : UNCREGIONCALCULATOR#calculate.
La optimizacién s6lo podra realizarse si se verifica que la region de incertidumbre es acota-
da en cada uno de los parametros. Luego calculamos la funciéon que define el volumen del
politopo convexo paramétrico. La funciéon de evaluacion (TEQ: :MODEL: : EVALFUNCTION) es
calculada por TEQ: :CALC: :EVALFUNCTIONCALCULATOR#calculate y luego maximizada por
TEQ: :CALC: : VOLUMEMAXIMIZER#optimize. Lo que resta es calcular la ejecucion de prueba
controlada (TEO: :MODEL: : CONTROLLEDTESTEXECUTION) con los tiempos 6ptimos para cada
entrada y la probabilidad de que se ejecute, invocando TEQ: : CALC: : CTECALCULATOR#calculate.

7.2.3. Satisfactibilidad y regiéon de incertidumbre

El célculo de la region de incertidumbre (TEO: : CALC: : UNCREGIONCALCULATOR) es realiza-
do utilizando la implementacion del algoritmo de satisfactibilidad de sistemas de diferencias
acotadas de Pratt [34] (TEQ: :CALC: :PRATT). Este requiere la implementacion de un algorit-
mo del camino mas corto en un grafo dirigido ponderado. En este caso se utiliza el algoritmo
de Bellman-Ford-Moore implementado en la biblioteca GRAph Theory in Ruby (GRATR) de
acuerdo a [10].
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7.2.4. CAalculo de la funcién de evaluacion

Para el calculo de la funcion de evaluacion (TEO: : CALC: : EVALFUNCTIONCALCULATOR) to-
mamos una DBM paramétrica (TEO: :MODEL: : PARAMDBM), inicializamos una instancia vacia
de la funcion de evaluacion (TEO: :MODEL: : EVALFUNCTION) y realizamos la descomposicion
(TEO: :CALC: : PARAMSCHECHTER : : DECOMPOSER#decompose_on_demand) de dicha DBM utili-
zando el algoritmo de Schechter para la integracion sobre poliedros y acumulando el resultado
en la funcion de evaluacion. Terminada la descomposicion, hacemos inmutable a la funciéon
(TEQ: :MODEL: : EVALFUNCTION#inmute) ya que no le agregaremos nuevas porciones durante
los computos siguientes y de esta manera podremos aplicar optimizaciones para mejorar la
velocidad de evaluacion de la misma.

7.2.5. Descomposicion del politopo paramétrico

Al descomponer bajo demanda la matriz paramétrica de diferencias acotadas, asociada a
la ejecucion de prueba, (TEO: : CALC: : PARAMSCHECHTER : : DECOMPOSER#decompose_on_demand),
se crea una instancia de un arbol de Schechter (TEO::CALC::PARAMSCHECHTER: :TREE) y
TEO: : CALC: : PARAMSCHECHTER : : TREE#each_node_at_level itera sobre cada subpolitopo con-
vexo paramétrico con limites de integracion afines para los diferenciales de las variables que
son no parametros. Cada subpolitopo afin es una porcién del politopo convexo paramétri-
co del que calculamos el volumen y sobre cada uno calculamos la condicién de aplicacion
(TEO: :MoDEL: : APPLCONDITION) y la funcién polinomial (TEO: :MODEL: : POLINOMIAL) que Te-
presenta el volumen seccional de esta porcién. Ambos objetos son agregados como una nueva
porcion a la funcién de evaluacion.

7.2.6. Schechter

Cada arbol de Schechter TEQ: :CALC: : PARAMSCHECHTER: : TREE al ser instanciado requie-
re un objeto de una subclase de TEO: :MODEL: : PARAMPOLYTOPE (en general una instancia
de TEQ: :MODEL: : PARAMDBM) y genera el nodo raiz TEQ: : CALC: : PARAMSCHECHTER: : NODE del
arbol de descomposicion. Cuando se solicita iterar sobre los nodos de un determinado ni-
vel (TREE#each_node_at_level) se piden los hijos de cada nodo (NoDE#childrens) hasta
encontrar los del nivel indicado y se invoca el bloque provisto al método con el nodo como
argumento por cada uno.

Un nodo en el arbol de Schechter (TEQ: : CALC: : PARAMSCHECHTER: : NODE) denota un poli-
topo convexo paramétrico, y la uniéon de los nodos del mismo arbol de cada nivel denotan al
mismo politopo convexo paramétrico, en particular al que se encuentra en la raiz. Dado el do-
minio abstracto utilizado en el algoritmo de Schechter, cada nodo esta representado como una
matriz aumentada paramétrica. Cuando se solicitan los hijos de un nodo (NobE#childrens)
se crea un sistema (TEQ: :CALC: : PARAMSCHECHTER: : FOURIERMOTZKIN: : SYSTEM) equivalente
al que denota el nodo y al cual se le aplicaré el método de eliminacion de Fourier-Motzkin
(TEO: :CALC: : PARAMSCHECHTER : : FOURIERMOTZKIN: : SOLVER#solve). El sistema resultante
se descompondra de acuerdo a Schechter (SysTEM#decompose) y de este podemos crear
los nodos hijos. De cada nodo con limites afines de integracion podremos extraer la condi-
cion de aplicacion (NoDE#calculate_appl_cond) y la funciéon polinomial de volumen del
mismo (NoDE#calculate_volume) .
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7.2.7. Fourier-Motzkin

Para implementar TEQ: : CALC: : PARAMSCHECHTER : : FOURIERMOTZKIN : : SOLVER#solve uti-
lizamos en TEQ: :NATIVE: :FM la biblioteca DL para ligarnos con la biblioteca nativa “FM: the
Fourier-Motzkin library” [2| de Louis-Noél Pouchet. En realidad se utiliza una version mo-
dificada para que no aborte y no se produzcan fugas de memoria en el caso que el sistema
sea contradictorio. Esta biblioteca es nativa y debe ser compilada con GCC 4.3.

7.2.8. Maximizacion de la funciéon de evaluacion

Dadas la funcion de evaluacion (TEO: :MODEL: : EVALFUNCTION) y la region de incertidum-
bre de los parametros de la misma TEQ: :MODEL: : UNCREGION, buscamos los valores de estos
parametros que nos den la valuacion maxima de esta funcion. TEQ: : CALC: : VOLUMEMAXIMIZER
realiza esta tarea utilizando el método convergente de Powell para bisqueda acotada del mé-
ximo en funciones multidimensionales (TEO: : CALC: : CONVERGENTPOWELLSEARCH) y Fibonacci
como método de busqueda acotada en funciones lineales (TEQ: :CALC: : FIBONACCISEARCH).
En particular VOLUMEMAXIMIZER liga estos algoritmos genéricos con el problema en que tra-
bajamos, en particular con la representacion de un vector: la transformacion lineal de un
vector, la evaluacion de la funciéon a maximizar y los calculos de las cotas para la busqueda
multi- y uni-dimensional. También se define la eleccion del punto de partida y el vector de di-
recciones bésicas, que utilizando el conocimiento de dominio pueden mejorar la convergencia
y eficiencia de la busqueda.

7.3. Detalles de la implementacién y metodologia de desa-
rrollo

Como ya comentamos el objetivo de este trabajo es construir una implementacion de
referencia de esta técnica para optimizar la ejecucion de casos de prueba. Decidimos trabajar
con software libre porque de esta manera se garantiza que esta sea accesible a quienes estén
interesados en hacer otra implementacion. Para esto basta con que el ambiente de ejecucion
sea libre, pero es deseable que las herramientas de desarrollo también lo sean. A continuacion
describiremos cémo fue el proceso de desarrollo y qué técnicas y herramientas se utilizaron
en el proceso.

El desarrollo se realiz6 de manera incremental e iterativa con la ejecucion continua de
pruebas tanto unitarias como de integracion. No era requisito del trabajo implementar todos
los algoritmos utilizados por la técnica por lo que se evaluaron implementaciones de terceros.

En esta etapa se eligi6 como lenguaje de desarrollo a Ruby [3, 24]. Ademas de las ca-
racteristicas ya mencionadas soporta miltiples plataformas, e incluso permite trabajar con
bibliotecas nativas, lo que es sumamente interesante si planeamos utilizar herramientas de
desarrollo.

La primer etapa de desarrollo se concentré en los dos pasos més criticos para el desarrollo
del algoritmo: calcular la funcion de evaluacion y obtener el méximo volumen paramétrico.
Esta etapa comenzo6 con una implementacion parcial del problema. Durante el desarrollo del
trabajo original se realizaron pruebas de concepto del algoritmo en cuadernos de Mathema-
tica [6]. Estos cuadernos realizaban ambos pasos utilizando las caracteristicas de alto nivel

84



de la herramienta. Nuestro interés era aprovecharlos no como implementacion de referencia,
sino como oréaculo para nuestras pruebas.

Para estos pasos del algoritmo, evaluamos implementaciones de Schechter, Fourier-Motzkin
y computaciéon simbolica. No evaluamos implementaciones de matrices de diferencia acotada
(DBM) ya que tanto Schechter como Fourier-Motzkin estéan definidos en término de matrices
aumentadas y se encuentra disponible al menos una implementaciéon optimizada de Fourier-
Motzkin [2], no asi de Schechter. Si bien se encontraron sistemas de dlgebra computacional
(CAS por sus siglas en inglés) libres, como Maxima [4], Axiom [1], Yacas [7], estos no ofrecen
interfaces de programacion en su distribucion, sino servidores e interfaces graficas o de linea
de comandos que interpretan el lenguaje propio de cada sistema. Dada la complejidad de la
implementacion (establecer un mecanismo de comunicacion de baja latencia con el servidor,
ademas de parsear y generar expresiones en un lenguaje especializado) y lo especifico del pro-
blema a resolver, i.e. integrar polinomios, decidimos desarrollar este computo por nuestros
medios.

A continuacién, se definié el algoritmo de alto nivel que consistia en estos dos pasos.
Si bien siguen estando implementados en Mathematica, en esta etapa se establecieron los
modelos de datos tanto para las entradas (politopo convexo paramétrico, region de incerti-
dumbre), estructuras intermedias (funcion de evaluacion del volumen) y salidas (vector de
parametros y volumen correspondiente). Una vez implementados los modelos de datos y las
pruebas de estos pasos, desarrollamos los modulos que proveeran la misma funcionalidad,
pero implementando la técnica indicada.

El paso siguiente a implementar fue la obtenciéon de la region de incertidumbre desde un
politopo convexo paramétrico, en concreto, el algoritmo de Pratt. En este caso encontramos
una biblioteca nativa de Ruby para trabajar con grafos.

En las siguientes etapas, se implementan la carga de STIOAs desde un formato de ar-
chivo especifico, la obtenciéon de la ejecucion paramétrica y el politopo convexo paramétrico
correspondiente.

Una vez que la herramienta ya fue funcional, comenzamos el proceso de optimizacion y
refactorizacion del codigo. Fue esencial para la optimizacion poseer herramientas para medir
el uso de recursos de los diferentes bloques funcionales del sistema, y para la refactorizacion
tener un conjunto de prueba de regresion exhaustivo que nos provea confianza de que los
cambios de diseno no afectan el desempeno y, sobre todo, la funcionalidad.
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Capitulo 8

Experimentos

8.1. Pruebas con diferentes ejecuciones

Tanto [27] como [42] nos ofrecen ejemplos para probar nuestras técnicas. Utilizaremos
estos sistemas y variantes mas complejas para ilustrar el comportamiento de la herramienta.

La primera ejecucion de prueba no posee entradas y es la planteada por Jurdzinksky et &l.
en [27]. Para este caso no habra maximizacion ni funcion de evaluacion y el unico resultado
que obtendremos es la probabilidad de la ejecucion. Ver Figura 8.1.

La ejecucion de ejemplo de un STIOA de [42], utiliza un sistema con tres componentes
que compiten entre si, mientras dos de ellos largan de manera sincronizada. Ver Figura 8.2.

Una variante al sistema anterior, es un sistema con cuatro componentes, con una de ellas
sincronizando a otras dos con el siguiente caso de prueba. Ver Figura 8.3.

Otra variante es replicar las componentes sincronizadas y el caso de prueba, duplicando
las condiciones de carrera. Ver Figura 8.4.

Por tltimo, construimos una variante ciclica del sistema de “example v” donde ejecuta-
remos dos veces el mismo caso de prueba. Ver Figura 8.5.

Figura 8.1: Este sistema y el caso de prueba § = ag forman la ejecucion de prueba “jurdzinski”
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Figura 8.2: Este sistema y el caso de prueba 0 = atjbc forman la ejecuciéon de prueba
“example V”

Figura 8.3: Este sistema y el caso de prueba § = abijldef forman la ejecucion de prueba
“triple”

90



Figura 8.4: Este sistema y el caso de prueba ¢ = aetkjlbfcg forman la ejecucion de prueba
“double”.

Figura 8.5: Este sistema y el caso de prueba 6 = azjbcdazgbe forman la ejecucion de prueba
“twice”
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8.2. Resultados obtenidos

TEO obtuvo los siguientes pardmetros 6ptimos con sus respectivas probabilidades de eje-
cucion en los casos estudiados, ordenados por complejidad en su calculo.

‘ Ejecucion ‘ k ‘ [ ‘ Probabilidad ‘ Parametros ‘
gurdzinski | 0 | 2 | 0,25850694 {}
example v | 2 | 3| 0,00027777 {io = 2;jo =4}
triple 3 15| 0,0533899 {ip = 3,5815; jo = 5,5815; 1y = 7,5815}
double 416 | 0,00956489 | {ip = 2;ko = 2,2961; jo = 4,5302; 1y = 4,9088}
twice 4171 0,00766653 | {ip = 2;jo = 3,9695;i; = 9,7137; j; = 11,9183}

Cuadro 8.1: Probabilidad de ejecucion de los casos estudiados con TEO

El sistema de algebra computacional Mathematica sélo pudo resolver los dos primeros
casos obteniendo resultados idénticos a TEQ. En el resto de los casos no devolvié ningin
resultado incluso durante ejecuciones de ocho o méas horas.

‘ Ejecucion ‘ k ‘ l ‘ Probabilidad ‘ Parametros ‘
Jurdzinski | 0 | 2 s {}
example v | 2 | 3| 0.0902778 | {ip = 2;j0 = 3,99999}
triple 315 N/A N/A
double |4 |6 N/A N/A
twice 417 N/A N/A

Cuadro 8.2: Probabilidad de ejecucion de los casos estudiados con Mathematica

8.3. Analisis de desempeno

Para nuestras pruebas utilizamos un sistema Intel Core2 Quad Q9400 de 2,67 Ghz con
4GB 800MHz DDR2 corriendo openSUSE 11.2 (286 6/) con kernel linux 2.6.51.

Los resultados siguientes se obtuvieron con el intérprete Ruby de mejor desempeno en el
sistema de prueba, Ruby Enterprise Edition 1.8.7 2009.10[5]. Ademas este intérprete provee
soporte para medir consumo de memoria.

Los resultados a continuacion representan los promedios de 30 ejecuciones consecutivas
de cada caso.
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Figura 8.6: Desempeno de los casos estudiados

Vemos que la eleccion de las ejecuciones no fue azarosa. Cada escenario intenta representar
ejecuciones donde no es trivial decidir la competencia entre tiempos de entrada y tiempo
de salida para obtener la maxima probabilidad de ejecuciéon. Y de escenario a escenario
tratamos de hacer cada vez més compleja la competencia introduciendo més pasos en los
casos de prueba.

Dicho esto y analizando los tiempos de procesamiento y la cantidad de memoria solicitada
por cada ejecucion podemos deducir que, al menos para los peores casos, hay un crecimiento
exponencial de los recursos consumidos ante el aumento de pasos en el caso de prueba.
También se observa cierta correlacion entre el aumento del tiempo de procesamiento y el
consumo de memoria.

Teniendo en cuenta que hay un aumento de la complejidad en cada caso estudiado, es
interesante también analizar como se distribuyen los recursos en cada paso del algoritmo.

En la Figura 8.7 podemos observar que, salvo el caso no parametrizado, la maximizacion
del volumen seccional generalmente utiliza la mitad del tiempo de ejecucion, y que el resto
del tiempo es para calcular la funciéon de evaluacion, donde los pasos significativos son la
descomposicion de Schechter incluyendo Fourier-Motzkin, el calculo de las condiciones de
aplicacion y su satisfactibilidad, y el calculo de la funcién polinomial.
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En el caso del consumo de memoria (Figura 8.8), hay dos puntos muy interesantes a
destacar:

= como la maximizacion consiste fundamentalmente en miltiples evaluaciones de la fun-
cion de volumen, practicamente no solicita memorial;

» ¢l célculo de las funciones polinomiales que representan el volumen de cada porcién
consume mayor cantidad de memoria a medida que el caso es mas complejo.

!La maximizacién consume memoria, en su mayorfa hash de diferentes puntos, por eso en erample v
todavia es una carga (10 %) pero la cantidad de puntos es préacticamente lineal al nimero de parametros,
por lo que a medida que aumenta la complejidad y crece el consumo global de memoria exponencialmente,
este consumo es cada vez menos significativo. En jurdzinski, no hay maximizacion.
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Capitulo 9

Conclusiones

La técnica para optimizar la ejecucion de casos de prueba para autématas de entra-
da/salida estocéasticos temporizados de [42] posee ahora una implementacion de referencia.
Esta también funciona para el problema en sistemas no controlados (sin entradas) como el
expuesto en [27].

Durante el desarrollo también se encontraron defectos en [42], particularmente el hecho
de la funcion de evaluacion resultante no es una funcién por partes sino una sumatoria con-
dicionada de funciones polinomiales y la maximizaciéon de la misma no es convergente con
el método de direcciones simples. Ambos hechos aumentan la complejidad del problema,
justamente porque al no ser concava la funcion de evaluacion no se puede garantizar conver-
gencia y las evaluaciones son mas costosas por no sélo ser una busqueda de la condicién de
aplicacion, sino la acumulacion de todos los polinomios que cumplan.

La herramienta permite completar la generacion de los casos de prueba, no sélo indicando
los tiempos apropiados para las entradas sino también la probabilidad de ejecuciéon de los
mismos. Estos casos de prueba no soélo pueden ser ejecutados sino también utilizados para
validar el modelo. Incluso si no estamos interesados en la probabilidad de la ejecuciéon de un
caso de prueba, podemos validar esta traza al menos para saber si es posible de ejecutar,
lo cual es muy t1til para validar un algoritmo de generacién de casos de prueba para este
sistema.

Como trabajo final de la licenciatura, este trabajo es interesante pues permite experi-
mentar el enfoque de las ciencias de la computacion en su campo de trabajo. Un problema
de ingenieria de software, como ciertamente es el testing de sistemas de tiempo real, es
abstraido a la rigurosidad matematica de un modelo computacional. Ya en este dominio se
plantea la equivalencia entre el problema original, la optimizaciéon de ejecuciones de prueba,
y uno geométrico, la maximizacion del volumen seccional de un politopo convexo. Ahora,
este es desglosado en un problema de algebra computacional (Fourier-Motzkin y Schechter),
otro de grafos (Bellman-Ford usado por Pratt), uno de computacion simbélica (integracion
simbolica para obtener funciones polinomiales), e incluso uno de calculo numérico (la ma-
ximizacion de un funcién multivariable), entre otros. Con el algoritmo en mente, volvemos
a tener otro problema de ingenieria de software: como implementar la herramienta. Ahora
disenamos una arquitectura del programa, definimos estructuras de datos, evaluamos el pro-
ceso y el ambiente de desarrollo, para finalmente programar no sélo el programa en si, sino
las mismas pruebas que evidenciaran su funcionamiento. Y al final, pero no por ello menos
importante, presentar un informe con los fundamentos y pruebas de su funcionamiento. Este
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trabajo representa el enfoque y propoésito de nuestra formacion para desempenarnos ya sea
como profesionales o como académicos.

9.1. Trabajos futuros

Los dos aspectos centrales a mejorar de esta herramienta son: el calculo de la funciéon de
evaluacion y la optimizacion de la misma.

En el primer area, el calculo de las funciones polinomiales es el aspecto principal a estu-
diar. Ya sea a través de la utilizacion de una interfaz con un sistema de algebra computacional
externa (Yacas, Axiom o Maxima) o la implementacion de un algoritmo mas sofisticado de
integracion y manipulacion de polinomios [19]. Otro aspecto a mejorar es el hecho de trans-
formar matrices de diferencias acotadas a una representaciéon mas costosa como matrices
aumentadas para poder realizar Fourier-Motzkin y Schechter. Se podrian adaptar ambos
algoritmos a este dominio abstracto, o utilizar las variantes de Fourier-Motzkin en el domi-
nio de desigualdades de dos variables (conocidas como TVPI, del inglés two variables per
inequation) de complejidad polinomial [8] o n'°6™ [31] y adaptar Schechter a este dominio.
Como 1ultimo aspecto de este problema, evaluar si hay alternativas para integrar sobre un
poliedro [14].

Respecto del problema de la maximizacion hay dos aspectos susceptibles de mejora: la
evaluacion de la funcion y el método de maximizacion. En esta implementacion, la evaluacion
consiste en decidir por cada una de las condiciones de aplicacion si es verdadera, y en
ese caso, acumular el resultado de evaluar la funciéon polinomial. Entonces la complejidad
de la evaluacién es proporcional al largo de la funcion. Una alternativa para acotar este
recorrido seria reducir esta busqueda a las condiciones de aplicaciéon cuyos hiperrectangulos
que acotan contengan el punto a evaluar. Estructuras como arboles X [12| o similares se
podrian utilizar para indexar y buscar en estas cajas. Entre los métodos de optimizacion,
es conocido que Brent en [18]| ofrece las variantes optimas para busqueda de maximo en
funciones no derivables. Estas son significativamente més complejas de implementar que
los métodos seleccionados, lo que no era recomendable tal vez para una implementacion de
referencia.

Otro aspecto a estudiar es la posibilidad de paralelizar la implementacion. Es sabido que
las operaciones sobre matrices, los métodos de maximizaciéon e incluso computos simbolicos
pueden aprovechar este cambio de paradigma. Ademas ya se han estudiado las variantes de
algunos algoritmos utilizados en esta técnica, como por ejemplo Fourier-Motzkin en [28] y
Powell en [21].

Por dltimo, y tal vez la extension mas obvia, sea agregar en la herramienta la funciona-
lidad que permita realizar optimizaciones “al vuelo” como se indica en la ultima secciéon del
trabajo original.
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