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Capitulo 1

Introduccion

El Algebra de procesos es una teoria algebraica usada para especificar y verificar pro-
cesos. La palabra proceso se refiere al comportamiento de un sistema. Un sistema puede
ser cualquier entidad que muestre un comportamiento, en particular la ejecucién de un sis-
tema de software, las acciones de una maquina o también las acciones de un ser humano.
El comportamiento es el total de eventos o acciones que un sistema puede ejecutar, el
orden en el cual ellos pueden ser ejecutados y también otros aspectos de la ejecucion tales
como temporizaciéon o probabilidades. La palabra dlgebra denota que el punto de vista en
la discucién sobre comportamiento es algebraico y axiomatico. El algebra de procesos se
enfoca en la especificacién y manipulacion de términos que representan procesos. Muchas
algebras de procesos contienen operadores basicos para construir procesos finitos, operado-
res de comunicacion para expresar cocurrencia, y alguna nociéon de recursion para capturar
comportamiento posiblemente infinito.

El nucleo de toda algebra de procesos consiste en un conjunto de operadores (incluyendo
a las constantes como operadores de aridad nula) y un conjunto de axiomas. Los axiomas
son de la forma t = ¢/, donde ¢ y ¢’ son términos del dlgebra de procesos considerada que
contienen operadores y/o variables libres.

Comunmente usamos grafos para representar procesos. Un grafo de proceso es un sis-
tema de transicion etiquetado donde cada estado representa un término de proceso y el
conjunto de etiquetas es el conjunto de acciones atémicas que el sistema puede ejecutar.

El Modelo de grafos se usa para proporcionar semantica y asigna formalmente a cada
término de proceso del dlgebra su supuesto grafo de proceso. El punto principal del alge-
bra de procesos es que ella impone una logica ecuacional sobre términos de proceso, tal
que dos términos de proceso pueden ser igualados si y sélo si sus grafos de proceso son
equivalentes en su comportamiento. Un algebra de procesos puede extenderse con nuevos
operadores, para mejorar su expresividad o para facilitar la especificacion del comporta-
miento del sistema. Cada operador nuevo requiere una extension de la seméntica y de la
l6gica ecuacional.

El algebra de procesos constituye una estructura para razonamiento formal sobre pro-
cesos y datos, con énfasis sobre procesos que son ejecutados concurrentemente. Ella pue-
de usarse para detectar propiedades indeseables y para derivar formalmente propiedades
deseables de la especificacion de un sistema. Es relevante destacar que el dlgebra de proce-
sos puede usarse para verificar que un sistema muestra el comportamiento externo deseado,
entendiendo por esto que cada entrada produce la salida correcta. En primer lugar, la im-
plementacion del sistema se expresa como un término de proceso, usando los operadores



bésicos y los operadores de comunicacién y recursion. Finalmente, el término de proceso
resultante es manipulado por medio de la logica ecuacional, para probar que su grafo se
ajusta al comportamiento externo deseado.

Las algebras probabilistas presentadas hasta hoy estan disenadas para los operadores
estandar del algebra de procesos, como los operadores de secuencia (.), eleccion (+) y
concurrencia (||), pero no modelan comportamiento iterativo. Nuestra contribucion consis-
tird en construir un algebra capaz de modelar procesos con este tipo de comportamiento.
El trabajo pretende encontrar una axiomatizacién consistente de procesos probabilistas.
En el primer paso construiremos el Algebra bdsica de procesos probabilistas con iteracion
prBPA*. Para ello, partiremos de las algebras BPA* (Process Algebra with Iteration) de
Bergstra, Bethke y Ponse [BBP94| -donde lo destacado es la introduccion del operador de
iteracion llamado estrella binaria de Kleene- y prBP.A (Basic Probabilistic Process Alge-
bra) de Baeten, Bergstra y Smolka [BBS95], y obtendremos como resultado final el sistema
de axiomas prBP.A*, una version probabilista de BP.A* cuya principal innovacién consiste
en un operador de iteraciéon probabilista.

Se comenzard por una primera introduccion a BP.A mostrando luego la extension a
BPA*; continuaremos con la version probabilista prBP.A, para asi, partiendo de ésta,
trabajar en la introduccion de los nuevos axiomas para la version probabilista de la estrella
binaria de Kleene.

Con el sistema de axiomas ya construido, procedemos a definir un Modelo de grafos de
procesos para prBBPA* basado en equivalencia de Bisimulacion probabilista. Usando este
modelo probamos que la bisimulacién es una congruencia, y probamos también que nuestro
sistema, prBPA* es una axiomatizaciéon consistente.

Hacia el final de nuestro trabajo desarrollaremos una nueva algebra que extiende a
prBPA* y la llamaremos prBP.AY cuya carateristica principal sera la de poder modelar
procesos con comportamiento infinito. Este comportamiento se presenta en la forma de
iteracion infinita, la cual es conseguida incluyendo las probabilidades extremas al operador
de iteracion probabilista del algebra prBPA* y presentando un nuevo operador de iteracion
infinita. Aqui también es nuestro interés obtener una teoria consistente y usaremos las
mismas herramientas que en prBPA* para lograr nuestro proposito.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introductorio retomaremos y repasaremos los conceptos bésicos de la
teoria del algebra indispensables para lo que este trabajo buscard aportar. El capitulo se
fundamenta en las aproximaciones de los libros de Fokkink [Fok00]; Baeten y Weijland
[BW90|; v Baeten, Basten y Reniers [BBRO6|.

2.1. Loégica ecuacional

En esta seccion presentamos las nociones basicas de especificacion algebraica; en ella
se captura el significado de los términos sobre una cierta signatura usando ecuaciones.
Las ecuaciones, como expresion de igualdad entre dos objetos, aparecen con muchisima
frecuencia en mateméticas y también es muy importante en computacion: sistemas de
calculo simbolico, verificacién de programas, tipos abstractos de datos y demostracion
automatica, por citar algunos ejemplos. El razonamiento ecuacional se formaliza mediante
la l6gica ecuacional. En ella, las sentencias son ecuaciones entre términos. Problemas tipicos
en la légica ecuacional son, por ejemplo, determinar si una ecuacién es consecuencia logica
de un conjunto de axiomas ecuacionales, buscar aquellos elementos para los cuales se verifica
una ecuacion (sus soluciones), o determinar si una ecuacion es valida en un modelo inicial.

Las definiciones de esta subseccion estan tomadas, esencialmente, de Fokkink [Fok00].
Puesto que vamos a definir una logica (la logica ecuacional), hemos de definir el lenguaje
de la misma (su sintaxis) y el significado de sus expresiones (su seméntica). En este caso,
la sintaxis viene definida por una signatura y por los términos de primer orden en dicha
signatura.

2.1.1. Signaturas, términos y sustitucién

Los términos responden a una sintazis. Tal sintaxis se define a través de simbolos de
funcion u operadores. El conjunto de todos estos operadores forman la signatura donde se
hayan tales términos. En esta seccién presentamos los conceptos de signatura, término y
sustitucion.

Definicion 1. (Signatura) Una signatura ¥ consiste en un conjunto finito de simbolos de
funcion (u operadores) f,g, ..., donde cada simbolo de funcion f tiene una aridad ar(f),
siendo esta su cantidad de argumentos.



A un simbolo de funcion a,b,c,... de aridad cero lo llamamos una constante, a un simbolo
de funcion de aridad uno lo llamamos unario y a un simbolo de funcion de aridad dos,
binario.

Ejemplo 1. (Signatura) Como ejemplo, consideremos la signatura 31 que consta del sim-
bolo de constante 0, el simbolo de funcion unario s, y los simbolos de funcion binarios a
y m. A continuacion presentamos la signatura X1 colocando las aridades de los operado-
res como superindices de ellos (para una mejor notacion no colocaremos la aridad de las
constantes):

¥ =A{o0, st a?, m2}

Supondremos la presencia de un conjunto infinito y contable de variables z,y, z, ..., a
dicho conjunto lo llamaremos Var.

Definicion 2. (Término) Sea X2 una signatura. El conjunto T (X) de términos (abiertos)
s,t,u, ... sobre 3 es definido como el menor conjunto que satisface:

» cada variable estd en T (X);
v si fEX Yyt te ) €T(X), entonces f(t1, ..., tar(s)) € T(X)

Es decir, las variables son términos y mediante la aplicacién de un simbolo de funcién
de aridad n a n términos se obtiene un nuevo término. Un término es cerrado si no contiene
variables.

Ademads del concepto de término, otro de los conceptos que manejaremos constante-
mente serd el de sustitucion. Una sustitucién es un mapeo o de las variables al conjunto
7 (X) de términos abiertos. La idea principal de este concepto es que, partiendo de un tér-
mino cualquiera, cuando le aplicamos una sustitucién determinada, obtenemos un nuevo
término.

Definicion 3. (Sustitucion). Una sustitucion en T (X) (o simplemente una sustitucidn) es
una funcion o : Var — T(X) tal que o(x) # x sdlo para una cantidad finita de variables
x € Var. El conjunto finito de variables tal que o(x) # x se denomina el dominio de o y
se nota por D(o).

Toda sustitucion o en 7 (X) se puede extender a una funcion & definida en todo el
conjunto 7 (X). La definicion de 6 es recursiva en la estructura de los términos.

Definicion 4. (Sustitucion en términos) Sea o una T (X)—sustitucion. Definimos la apli-

cacion de la sustitucion o a un término t € T(X), 6(t):
v 6(z) =0(x), six € Var
= 5(f(tr, s tn)) = f(o(t1), ;0 (tn))

Abusando de la notacién, en lo sucesivo, escribiremos ¢ en lugar de ¢ y supondremos
que una sustitucion esté definida en todo el conjunto 7 (X).



2.1.2. Teoria ecuacional

En esta seccion introduciremos el concepto de Teoria ecuacional. Una teoria ecuacional
es una signatura (un “lenguaje”) junto con un conjunto de ecuaciones sobre esta signatura
(las leyes bésicas). Esta herramienta nos sirve para poder formalizar el comportamiento
del &lgebra con la que trabajaremos. Esta formalizacion se logra utilizando axiomas (o
ecuaciones) que capturan el significado de los términos de una signatura dada, acompanados
por una relacion de igualdad que nos brinda una herramienta para obtener concluciones
sobre el algebra.

Definicion 5. (Teoria ecuacional) Una Teoria ecuacional o aziomatizacion sobre una
signatura X es una tupla (3, E), donde E es un conjunto finito de ecuaciones, llamadas
axiomas, de la forma s =t con s,t € T(X).

Una axiomatizacion da lugar a una relacion de igualdad = sobre 7 (X).

Ejemplo 2. (Teoria ecuacional) El Cuadro 2.1 nos muestra la teoria Th = (X1, E1), donde
31 es la signatura del Ejemplo 1. Al comienzo de la tabla se listan las variables usadas en
las ecuaciones de Ey. Asuminos que las variables pueden ser siempre distinguidas de los
simbolos de la signatura y toman valores de la coleccion de términos de procesos bdsicos.

T
:I/‘, y;
a(z,0) = =z PA1
a(z,s(y)) = s(a(x,y)) PA2
m(xz,0) = 0 PA3
m(z,s(y)) = a(m(z,y),x) PA4

Cuadro 2.1: La Teoria ecuacional T} = (X1, Eq)

El objetivo de una teoria ecuacional es describir qué términos sobre la signatura de esta
teoria ecuacional son considerados equivalentes.

Definicion 6. (Derivabilidad) Dada T = (3, E) una teoria ecuacional; sea V' un conjunto
de variables y sean s y t términos en T (X). La ecuacion s =t es derivable en la teoria T,
denotado como T s =t, si y solo si se obtiene a partir de las siguientes reglas:

(Regla de axioma) para cualquier ecuacion s =t € F,

THs=t;

(Sustitucion) para cualquier término s,t € T(X) y cualquier sustitucion o : V. — T'(X),
Tt s =t implica que T+ o(s) = o(t);

(Reflexividad) para cualquier término t € T (%),

ThHit=t;

(Simetria) para cualquier término s,t € T (%),

T s=timplica que T+t =s;

(Transitividad) para cualquier término s,t,u € T (%),

THs=tyTkFt=uimplica que T - s =u;

(Regla de contexto) para cualquier simbolo de funcion n-ario f € ¥X(n > 1), cualquier



término s, ty,....,t, € T(X), y cualquier nimero natural i con 1 <i <mn,
Tt t; =s implica que T E f(ty,....tn) = f(t1, o tiz1, Sy tit1y ooy tp)-

Ejemplo 3. (Derivabilidad) Consideremos la teoria ecuacional Ty = (31, E1) del Ejemplo
2. La siguiente derivacion muestra que 11 F a(s(0),s(0)) = s(s(0)). Dada o la sustitucion
que mapea x en s(0) ey en 0.

1. Ty F a(z,s(y)) = s(a(z,y)) (Azioma PA2)

2. Ty F a(s(0),s(0) = s(a(s(0),0)) (linea 1: sustitucion o)

3. T F a(z,0)=x (Azioma PA1)

4. Tv F a(s(0),0) =s(0) (linea 3: sustitucion o)

5. 11 F  s(a(s(0),0)) = s(s(0)) (linea 4: regla de contexto)
6. T1 F a(s(0),s(0)) = s(s(0)) (linea 2 y 5: transitividad)

Definicion 7. (Eztension de una teoria ecuacional) Consideremos dos teorias ecuacionales
Ty = (X1,E1) y Ty = (X9, E9). La teoria Ty es una extension de la teoria Ty si y sélo si
Yo contiene a Y1 y Ea contiene a 1.

Ejemplo 4. (Extension de una teoria ecuacional) El Cuadro 2.2 describe la extension de
la teoria ecuacional Ty del Ejemplo 2 con un simbolo de funcidn binario e llamada To. Al
comienzo de la tabla se listan las variables usadas en las ecuaciones. La lista de ecuaciones
contiene los axiomas PA1-5 de Ty y los nuevos aziomas PA6-7 para el operador e.
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T, Y, 2;
a(x,0) = =z PA1
a(@s(y) = slawy) ~— PA2
m(xz,0) = 0 PA3
m(z,s(y) = a(m(zy),z) PAL
e(z,0) = s(0) PA5
e(z,s(y)) = sla(z,y)) PAG

Cuadro 2.2: La teoria ecuacional Ty = (X9, Fs)

2.1.3. Algebras

En lo expuesto hasta este punto, las teorias ecuacionales carecian de significado. Esta
seccién abordard el significado o semdantica de las teorias ecuacionales. El significado de
una teorfa ecuacional esta dado por un algebra.

Dado un conjunto de axiomas de una cierta teoria ecuacional T' = (X, E'), es posible
construir un modelo: una estructura matemética en la cual todos los operadores de X tienen
una interpretaciéon y todos los axiomas de F son obedecidos. Tal modelo es usualmente



llamado una sémantica de T'. Vale la pena resaltar que uno de los propositos del algebra
de procesos como método formal es desarrollar una teoria (método) que pueda ser usada
en diferentes modelos. De todas formas, en la literatura hay una tendencia a usar dos
modelos: el de términos, fundado en un sistema de deduccion de términos (también llamado
semdntica operacional), y el modelo de grafos, fundado en una representacion gréfica de los
términos. Aunque la interpretaciéon de los términos de 1" difiere en ambos modelos -ya que
en un modelo los elementos son términos, mientras que en el otro son grafos-, ellos estan
fuertemente relacionados porque ambos estdn basados en una nocién de igualdad llamada
relacion de bisimulacion. En este trabajo usaremos el modelo de grafos para dar seméntica
a nuestra teoria algebraica.

Definicién 8. (Algebra) Un dlgebra A consiste en un conjunto de elementos A junto con
constantes en A y funciones sobre A. El conjunto de elementos de A de un dlgebra A se
llama el universo, dominio, o conjunto carrier de A.

Ejemplo 5. (Algebra B) La estructura B = (B, A, -, true) es el dlgebra de los Booleanos
B = {true, false}, donde true es una constante, = es la funcidn de negacion unaria sobre
Booleanos y N es la funcion de conjuncion binaria sobre Booleanos. Usualmente, estas
funciones estdan definitas por tablas de verdad.

Ejemplo 6. (Algebra N) La estructura N = (N, +, x, succ, 0) es el dlgebra de los nimeros
naturales N = (0,1,2,...) con la funcion unaria sucesor succ, las bien conocidas funciones
binarias + y X, y la constante 0.

Definicion 9. (X-dlgebra) Dada una signatura ¥ como en la Definicion 1. Llamamos
Y—dlgebra a un dlgebra A cuando hay un mapeo de los simbolos de la signatura 3 en
las constantes y funciones del dlgebra que respete las aridades. Dicho mapeo se demomina
interpretacion.

Ejemplo 7. (X-dlgebra) Recordemos que en el Ejemplo 1 la signatura X1 es la que contiene
la constante 0, el simbolo de funcion unario s y los simbolos de funcion binarios a y m. El
algebra N del Ejemplo 6 es una ¥-dlgebra con la interpretacion vy definida por

0 — 0

S —  succ
a — 4+

m +— X

Hasta este momento, el énfasis en la distincién entre simbolos de constante y simbolos
funcion y las constantes y funciones reales es claro. Una signatura contiene meramente
simbolos de funcién sin significado; un algebra contiene constantes y funciones reales. Para
darles un significado a los simbolos de una signatura construimos un mapeo entre ellos y las



constantes y funciones en un algebra. Recordemos que, como expusimos en la Definicion 5,
una teoria ecuacional consiste en una signatura mas un conjunto de ecuaciones. Se trata,
entonces, de otorgarle significado a una teoria ecuacional por medio de una interpretacion
de los términos en un algebra, como definimos anteriormente. Surge por lo tanto el inte-
rrogante acerca de si es adecuada una interpretacion arbitraria que preserve las aridades.
Para operar en relaciéon a este problema se vuelve necesario un requisito extra que exige
que las ecuaciones de la teoria sean en algtun sentido verdaderas en el algebra. La siguiente
definicién captura la nocion precisa de verdad.

Definicion 10. (Validez) Sea ¥ una signatura, V un conjunto de variables, y A una
Y.—adlgebra con dominio A. Sea v una interpretacion de 3 en A. Una valuacion a1V — A
es una funcion que mapea variables en V' a elementos del dominio del dlgebra A. Para
cualquier término abierto t € T(X), 1o (t) es el elemento de A que se obtiene de reempla-
zar todos los simbolos de constante y funcion en t por las correspondientes constantes y
funciones en A de acuerdo a v y reemplazando todas las variables en t por elementos de A
de acuerdo a . Es decir,

(i) para cada variable x en V', 14(x) = a(x),

(ii) para cada constante ¢ en ¥, 14(c) = t(c), y

(153)  para cualquier simbolo de funcién f n-ario (n > 1) y términos tq,...,t, en

T(X), ta(f(t1, ..., tn)) es el término o(f)(ta(t1), .., ta(tn)).
Sean s y t términos en T(X). La ecuacion s = t es vdlida en el dlgebra A bajo la

interpretacion ¢, denotado como A, E s = t, si y sélo si, para todas las valuaciones
a:V — A ,(s) =4 ta(t), donde =4 es la identidad sobre el dominio A.

Ejemplo 8. (Validez) Consideremos la teoria ecuacional Ty del Ejemplo 2, el dlgebra
N = (N, +, x, succ,0) de los nimeros naturales y la interpretacion vy dada en el Ejemplo
6.

Las ecuaciones a(x,0) =z y a(x,y) = a(y, x) son vdlidas en el dlgebra N bajo la interpre-
tacion u1:

N,u1 Ea(x,0) =2 y Ny Ea(x,y) = aly,z) porque n+0 =nmn, m+n =n5n+m son
verdaderas para todos los nimeros naturales m,n € N.

Un algebra es un modelo de una teorfa ecuacional bajo una interpretacién si y soélo si
todos los axiomas de la teoria son validos en el algebra bajo esta interpretacion.

Definicion 11. (Modelo). Sea T = (X, E) una teoria ecuacional, A una X-dlgebra, y v una
interpretacion de 3 en A. El dlgebra A es un modelo de T respecto de la interpretacion i,
denotado como AL ET o como AL E E (dependiendo de qué sea mds conveniente), si y
solo si, para todas las ecuaciones s=t € FE, AjtFs=1t.

Si A es un modelo de T se dice que T es una aziomatizacion consistente de A.

Proposicion 1. (Consistencia) Sea T' = (X, E) una teoria ecuacional con el modelo A bajo
alguna interpretacion v. Para todos los 3-términos s yt, T = s =t implica que A, L E s =t.

10



Ejemplo 9. (Modelo) Consideremos nuevamente la teoria ecucacional Ty del Ejemplo 2,
el algebra N = (N, +, X, succ,0) de los nimeros naturales, y la interpretacion 11 dada en
el Ejemplo 7. No es dificil verificar que N es un modelo de T bajo la interpretacion vy.

Es posible también obtener modelos de una teoria extendiendo modelos existentes.
Agregar elementos al dominio de un modelo de una teorfa nos da como resultado otro
modelo de la teoria.

Corolario 1. Dadas T1 y 15 dos teorias ecuacionales tales que Th es una extension de
T1. Cualquier modelo A de Ts es también un modelo de Ty, es decir, A F Ty implica que
AFETy.

Entre todos los modelos de una teoria ecuacional T = (3, E') hay un modelo especial
llamado el dlgebra inicial, que valida precisamente todas las ecuaciones de términos cerra-
dos que son derivables desde E. El 4lgebra inicial de una teoria ecuacional es un ejemplo
de la también llamada dlgebra cociente. Para definir la nocién de dlgebra cociente, son
necesarias algunas definiciones auxiliares.

Definicion 12. (Equivalencia) Una relacion de equivalencia sobre algin universo de ele-
mentos es una relacion binaria que es reflexiva, simétrica y transitiva.

Definicion 13. (Clases de equivalencia) Sea U algin universo de elementos y ~ una
relacion de equivalencia sobre U. La clase de equivalencia de un elemento es el conjunto de
todos los elementos equivalentes a este elemento: es decir, para cualquier elemento u € U,
la clase de equivalencia de u, denotada por [u]~ es el conjunto {v € Ulu ~ v}. El elemento
u se dice que es un representante de la clase de equivalencia.

Supongamos que queremos modificar un modelo de una teorfa ecuacional identificando
los elementos de su dominio por medio de alguna relaciéon de equivalencia R, de modo de
disminuir la cantidad de elementos. Entonces podriamos preguntarnos si la estructura re-
sultante (con clases de equivalencia como elementos en su dominio, en vez de los elementos
mismos) es también un modelo de la teoria: resulta que no siempre ocurre asi. Necesi-
tamos estar seguros de que en el nuevo modelo los valores de las funciones permanecen
independientes de la elecciéon de los elementos dentro de su misma clase de equivalencia.
Si una relacion de equivalencia cumple con esta propiedad decimos que es una congruencia.

Definicion 14. (Congruencia) Sea A un dlgebra con universo A. Una relacion binaria ~
sobre A es una congruencia sobre A si y sdlo si ella satisface los siguientes requerimientos:

(i) ~ es una relacion de equivalencia sobre A v,
(11) para toda funcion f n-aria (n > 1) de A, cualquer elemento aq, ...,an,b1,....b, € A,
tal que ay ~ by, ...,an ~ b, implica que f(ay,...,an) ~ f(b1,...;b,).
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Definicién 15. (Algebra cociente) Sea A un dlgebra y ~ una congruencia sobre A. El
dlgebra cociente A mddulo ~, denotado como A, liene un universo que consta de las
clases de equivalencia de A bajo ~, denotado como A, y ademds contiene las siguientes
constantes y funciones:

(i) para cada constante ¢ de A, [c|~ es una constante de A_;
(i) para cada funcion n-aria f de A, fo: (A;)" — A/ es una funcion n-aria de A,
donde, para todo ay,...,a, € A, fo([at]~, .., [an]~) = [f(a1, ..., an)]~
Notar que f(lai]~, ..., [an]~) = [f(a1,...,an)]|~ estd bien definido por lo expresado en la
Definicion 14.

Dada una teoria ecuacional T' = (X, F), diremos que dos elementos s y t de 7 (X) estéan
relacionados mediante la relacion de derivabilidad si la ecuaciéon s = t es derivable en la
teoria como lo indica la Definicién 6. Como podemos observar, la relacion de derivabilidad
es una relaciéon de equivalencia. Un ejemplo importante de &lgebra cociente es el algebra
inicial de una teoria ecuacional, la cual se obtiene como lo indica la siguiente definicion.

Definicion 16. (Algebra inicial) Dada T = (X, E) una teoria ecuacional. Consideremos
el dlgebra C(X) con el conjunto C(X) de términos cerrados de T(X) como su dominio y
las constantes y simbolos de funcion de ¥ como sus constantes y simbolos de funcion. La
relacion de derivabilidad es una congruencia sobre el dlgebra C(X). El dlgebra inicial de T,
denotada por 1(X, E) es el dlgebra cociente C(X) mddulo derivabilidad.

Ejemplo 10. (Algebra inicial/cociente) Los elementos en el dominio del dlgebra inicial
de una teoria ecuacional son conjuntos de términos cerrados que son iguales respecto de
la relacion de derwabilidad. Como un ejemplo estdndar consideremos la teoria ecuacional
N = (XN, EN), donde Xy consta de la constante 0, la funcion unaria sucesor S, y las
funciones binarias suma + y multiplicacion -; la relacion de igualdad sobre términos es
especificada por ariomas de En:

1. z+0 = =z
2. z+ Sy = Sk+y)
3. z0 = 0
4. z.Sy) = (rvy)+z

Los elementos del dominio del modelo inicial 1(Xx, En) de esta aziomatizacion consis-
ten en las distintas clases de equivalencia
[0]- = {0,5(0) - 0,0 +0,...},
[S(0)]- = {5(0),5(0) +0,5(0) - 5(0), ..},
[S(S(0)]r = {5(5(0)), S(0) + 5(0),5(5(0)) - 5(0), ...}, etc.

Las tres primeras clases de equivalencia, con algunos representativos tipicos de estas
clases, estan graficados en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Algunos elementos del algebra inicial de la teoria N




Capitulo 3

Introduccién al Algebra basica de
pocesos con iteracion BPA*

El algebra de procesos més simple con la que comenzamos este trabajo se denomina
Algebra bésica de procesos, BP.A (Basic Process Algebra). Esta algebra contiene dos ope-
radores binarios: la composicion alternativa + y la composicién secuencial -; y un conjunto
de constantes u operadores de aridad cero. El operador + sirve para modelar procesos cuya
ejecucion puede llevarse adelante de dos maneras distintas; el operador - se utiliza para
modelar procesos que se ejecutan uno después de otro; y las constantes modelan acciones
atomicas. A partir de aqui, extenderemos esta dlgebra con un nuevo operador llamado ope-
rador de iteracion o estrella binaria de Kleene definida en [Kle56] para obtener el algebra
BPA*, que sirve ademds para modelar procesos que presentan comportamiento iterativo.

En este capitulo ofreceremos una breve introduccion a los aspectos bésicos del algebra
de procesos desde los trabajos realizados por Fokkink en [Fok00], Baeten y Weijland en
[BWI0], Baeten y Verhoef en [BV95] y Baeten, Basten y Reniers en [BBR06]. El proposito
de esta perspectiva es dar los fundamentos sobre los cuales construiremos nuestra extension
probabilista.

El Algebra de procesos es una teoria algebraica usada para especificar, verificar y, en
general, para estudiar procesos. En esta dlgebra, los procesos y su comportamiento se escri-
ben en forma de expresiones (términos) y las relaciones entre ellos en forma de ecuaciones
algebraicas. El nucleo de toda algebra de procesos consiste en un conjunto de operadores
(incluyendo a las constantes como operadores de aridad cero) y un conjunto de aziomas
(ecuaciones). Detras de cada operador y axioma hay una motivacion intuitiva: una vision
que explica la manera en que queremos componer procesos pequenos para obtener méas
grandes (por medio de los operadores) y cuéles procesos deben ser considerados iguales.

Las ecuaciones y operadores no tienen ningtn significado a menos que los coloquemos en
un cierto “mundo real” y relacionemos los términos del algebra de procesos con las entidades
en el mundo real. En la comunidad algebraica, este paso es tradicionalemte llamado “dar
una interpretacion de la teoria formal” y en la comunidad de las ciencias de la computacién
lo llamamos “dar una seméntica de la sintaxis”.

En este trabajo usamos el modelo de grafos para dar sémantica a las diferentes algebras
de procesos presentadas, por eso es que en esta secciéon introducimos el modelo de grafos
junto con la definicién de equivalencia de bisimulaciéon como relacién de igualdad entre
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grafos. En el resto de la seccion daremos las teorias ecuacionales de cada algebra en forma
modular, es decir, extendiendo cada algebra con los nuevos operadores que se agregan.

3.1. Grafos de proceso

Un grafo consta de nodos y flechas. Una flecha va desde un nodo hacia otro nodo (o
hacia él mismo); méas de una flecha puede salir o llegar a un nodo; uno de los nodos es un
nodo especial llamado raiz.

Un camino en un grafo es una serie alternante de nodos y flechas, tal que cada flecha
va desde su nodo anterior al nodo posterior a ella. S6lo consideraremos grafos en los que
todos los nodos pueden ser alcanzados desde la raiz siguiendo un camino finito. Un ciclo
es un camino desde algin nodo que vuelve al mismo nodo. Un grafo es ciclico si contiene
algun ciclo, de otra forma es aciclico. Un nodo final o endpoint de un grafo es un nodo que
no tiene flechas de salida. Todos los otros nodos son llamados internos. Si g es un grafo y
s es un nodo de g, entonces g5 es el subgrafo de g obtenido quitando a g todos los nodos
que no son alcanzables desde s por un camino finito. Un grafo finitamente ramificado tiene
en cada uno de sus nodos una cantindad finita de flechas de salida. Un grafo es finito o
regular si tiene una cantidad finita de nodos y flechas. A un grafo aciclico, en el cual cada
nodo tiene a lo sumo una flecha de entrada, lo llamamos arbol.

Dado A un conjunto de acciones atémicas y N un conjunto infinito y contable de no-
dos. Un grafo de proceso es un grafo en el cual cada flecha tiene una etiqueta que indica
el nombre de una accién y los nodos son llamados estados. La raiz del grafo es el estado
inicial del proceso. Si el grafo de proceso contiene una flecha s — ', esto significa que él
puede evolucionar de un estado s a un estado s’ ejecutando una accion a. Denotaremos a
un grafo de procesos g de la siguiente forma g = < V,r,— >, donde V es el conjunto de
nodos, r € Veslaraizy —CV x A x V es la relacion de transicion de g.

Los grafos de proceso son distinguibles modulo alguna equivalencia de comportamiento.
Un amplio rango de equivalencias semanticas fueron desarrolladas para distinguir grafos
de proceso. Equivalencias clésicas son equivalencia de traza (de ejecucion) y equivalencia
de bisimulacién.

Este texto se centra en equivalencia de bisimulacién, que no sélo requiere que dos
procesos puedan ejecutar las mismas secuencias de transiciones, sino también que tengan
la misma estructura de ramificacion.

Definicion 17. (Bisimulacion) Dados dos grafos de proceso g1 = < Vi,1r1,—1 >y
go = < Vo, 1o, —9 >, una relacion de bisimulacion R es una relacion binaria entre g1 y go
tal que R C V1 X Vo y para todo py en Vi y pa en Va, se cumplen las siguientes propiedades:

1. (7“1,’!”2) cR

2. si (p1,p2) € Ry m %5 g1, entonces Iqo € Vy tal que ps — ¢o y (q1,92) € R; y
VICEVETSa

3. si (p1,p2) € R y p1 es un estado final entonces pa es un estado final; y viceversa

Si existe una relacion de bisimulacion entre dos grafos de proceso g1 y g entonces
decimos que g1 y g son bisimilares y lo denotamos como g1 ~ gs.
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No es dificil comprobar que ~ es una relaciéon de equivalencia:

= ~ es reflexiva, es decir, g ~ g;

= ~ es simétrica, es decir, si g1 ~ g2 entonces gs ~ g1;

= ~ es transitiva, es decir, si g1 ~ g2 y g2 ~ g3, entonces g; ~ g3.

De hecho, ~ divide la coleccion de grafos de proceso en clases de equivalencia.

Ejemplo 11. En la figura 3.1, podemos ver una relacion de bisimulacion entre dos grafos.
Los nodos relacionados estin conectados por una linea de puntos. Ya que existe una relacion
de bisimulacion entre los grafos verificamos que ellos son bisimilares.

[ R >@

Figura 3.1: Bisimulacién

3.2. Algebra basica de procesos BPA

En esta seccién presentaremos una estructura basica para algebras de procesos, la cual
introduce operadores simples que nos permiten construir procesos finitos.

3.2.1. Signatura de BPA

La signatura para el algebra de procesos basica X(BP.A) contiene dos operadores deno-

tados por 7 +” y """y un conjunto de constantes (operadores de aridad cero) con nombres
a,b,c, ... . Usaremos la letra mayuscula A para el conjunto finito y no vacio de acciones
(atomicas).

Definicion 18. La signatura X(BP.A) contiene las constantes a € A y dos operadores
binarios 7 +7 y "'

Cada proceso finito puede ser representado por un término cerrado que es construido
desde el conjunto A de acciones atdémicas, junto con los operadores + y -.Tales expresiones
se llaman términos de proceso basicos, y la coleccion de todos estos términos se denomina
algebra de procesos bésica, abreviada como BPA.
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El comportamiento intuitivo de las constantes en el conjunto A es el de acciones atomi-
cas que pueden ejecutarse a si mismas y luego terminan satisfactoriamente, representando
comportamiento indivisible (tal como leer o escribir un dato). El comportamiento intuitivo
del operador binario “+4” llamado composiciéon alternativa es el de realizar una eleccion
entre la ejecucion de dos procesos. Es decir que el proceso x + y ejecuta o bien x o bien y
pero no ambos. Por tdltimo, el comportamiento intuitivo del operador “-”, llamado compo-
siciéon secuencial, es el de ejecutar dos procesos secuencialmente. Es decir que el proceso
x -y ejecuta primero x y, al finalinalizar x, ejecuta y hasta ser completado. Como pode-
mos observar, a diferencia del operador “+”, el operador “-” ejecuta los dos procesos que
compone.

Ejemplo 12. (constantes) Supongamos un canal de transmision de datos al que estamos
conectados. Los procesos constantes o acciones atomicas que podemos ejecutar en este es-
cenario podrian ser enviar un dato a través del canal, recibir un dato del canal y escuchar
el canal. Los términos de estos procesos son los siguientes:

t1 = enviar,to = recibir,ts = escuchar

Ejemplo 13. (operador -) Supongamos el funcionamiento de una llave de luz, donde al
presionar el boton de la llave se enciende una lamparita de luz. Podemos describir este
comportamiento con el siguiente proceso:

t = presionarboton - enciendelampara

En este término podemos distinguir las acciones atomicas “presionarboton”, que como lo
dica su nombre representa la accion de presionar el boton de la llave y “enciendelampara”,
que representa la accion que enciende la lamparita de luz.

Ejemplo 14. (operador +) Supongamos el funcionamiento de una mdquina expendedora
de café que posee dos botones, uno para café solo y otro para cafe cortado con leche. Para
describir el comportamiento de la mdquina usaremos las acciones atomicas:

botoncafe = el usuario presiona el boton que indica café sdlo;

botoncortado = el usuario presiona el boton que indica café con leche;

sirvecafe = la mdquina entrega un vaso de café solo;

sirvecortado = la mdquina entrega un vaso de café con leche
Representemos el comportamiento del sistema con el siguiente proceso:

MC = botonca fe.sirveca fe + botoncortado.sirvecortado

3.2.2. Modelo de grafos

En esta seccion abordaremos la interpretacion de los términos del algebra BP.A en el
modelo de grafos de proceso, siguiendo lo expuesto por Fokkink en [Fok00].

= Para cada acciéon atomica a perteneciente al conjunto A el grafo correspondiente al
término de proceso a se representa en la Figura 3.2.

. a . . . . .
El predicado s — 4/ indica que desde el estado s se termina satisfactoriamente luego
de la ejecuciéon de una acciéon a.

17



\l/a

Figura 3.2: Grafo de la acciéon o

= Para cada término de la forma p; 4+ p2 con p; y p2 términos de proceso de BPA el
grafo de proceso respectivo se obtiene uniendo los grafos de los procesos p; y p2 en
sus estados raices de la siguiente manera: sean 71 y 7o las raices de los grafos de los
procesos p1 y p2 respectivamente, entonces para cada transicién de la forma r; L
con ¢ € {1,2}, z un estado en alguno de los grafos de p; 0 p2 y a € A reemplazamos
r; por r siendo r la raiz del grafo de p; + p2. Podemos observar el grafo del proceso
p1 + po en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Composicién alternativa de dos procesos

= Para cada término de la forma p; - po con p; y po términos de proceso de BPA el
grafo del proceso respectivo se obtiene reemplazando cada terminacién satisfactoria
s — V/ en el grafo de p; por una transicion s —% 1o, donde 75 es la raiz del grafo
de ps. El grafo correspondiente al término p; - po se representa en la Figura 3.4.

/n\
N

Figura 3.4: Composicion secuencial de dos procesos

Ejemplo 15. (Grafos de acciones atomicas) En la figura 3.5 podemos ver los grafos co-
rrespondientes a las acciones atomicas del Ejemplo 12.

Ejemplo 16. (Grafo de composicion secuencial) En la figura 3.6 podemos wver el grafo
correspondiente al proceso del Ejemplo 13, que tiene como operador principal a la com-
posicion secuencial; a su izquierda se encuentran los grafos de los procesos que compone.
Podemos ver como el nodo final del primer grafo es reemplazado por la raiz del sequndo.

Ejemplo 17. (Grafo de composicion alternativa) En la figura 3.7 podemos ver el grafo
correspondiente al proceso del Ejemplo 1/, que modela el funcionamiento de una maquina
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de cafe. Este proceso Tiene como operador principal a la composicion alternativa. A su
1zquierda se encuentran los grafos de los procesos que compone. Observamos como los nodos
raices son reemplazados por una nueva raiz.

Tl T2 T3
enviar recibir escuchar

o o o

U1 U2 U3
Figura 3.5: Grafos de acciones atémicas
Tl T2 Tl

presionarboton enciendelampara presionarboton
U1 U2 T2
enciendelampara

U2

Figura 3.6: Grafo de composiciéon secuencial de procesos

r r r
Tbotonca fe Tbotoncortado botoncafe botoncortado
(%1 V3 (%1 V3
Tsirveca fe Tsirvecortado Tsirveca fe Tsirvecortado
U2 Uy U2 Uy

Figura 3.7: Grafo de composicién alternativa de procesos

3.2.3. Axiomas para BPA

El Cuadro 3.1 presenta la axiomatizacion de BP.4 modulo equivalencia de bisimulacion.
Las variables x,y y z en los axiomas toman valores de la coleccién de términos de procesos
béasicos. La relacion de igualdad = inducida sobre los términos bésicos por la axiomatizacion
cumple dos propiedades importantes respecto de la bisimulacion:

19



1. La relaciéon de igualdad es consistente, esto significa que si s = ¢t se cumple para
términos de procesos basicos s y t, entonces s ~ t;

2. La relacion de igualdad es completa, esto significa que si s ~ t se cumple para
términos de procesos béasicos s y t, entonces s = t;

La consistencia asegura que si dos o més términos pueden ser igualados, entonces estan
en la misma clase de equivalencia de bisimulacién; mientras que la completitud asegura
que términos bisimilares pueden ser igualados.

BPA
T, Y, z;
r+y = ytx Al
z+(y+z2) = (r4y)+z A2
r+xr = X A3
(x4+y)z = zz+yz A4
(xy).z = x.(y.2) Ab

Cuadro 3.1: La teoria ecuacional BPA = (Xgpa,Eppa)

El axioma Al expresa la conmutatividad de la composicion alternativa. Establece que
la eleccion entre x e y es lo mismo que la eleccién entre y y x. El axioma A2 expresa la
asociatividad de la composicion alternativa: nos dice que elegir primero entre z e (y+2) y
luego entre y y z es lo mismo que elegir primero entre (x +y) y z y posteriormente entre x
e y. El axioma A3 expresa la idempotencia de la composicion alternativa: la eleccion entre
dos instancias de un mismo proceso para su ejecucién es lo mismo que su ejecucion sin la
posibilidad de elegir. El axioma A4 expresa la distributividad a derecha de la composicion
secuencial sobre la composicién alternativa: una eleccién entre z e y seguido por z es lo
mismo que una eleccion entre x seguido por z e y seguido por z. El axioma Ab expresa la
asociatividad de la composicion secuencial: nos dice que (z.y) seguido por z es lo mismo
que ejecutar primero x seguido de (y.z). No se incluye la distributividad a izquierda dado
que, cuando llevamos los términos de la ecuaciéon al modelo, no existe una relaciéon de bi-
simulacién entre sus respectivos grafos.

La relacion de igualdad que los axiomas inducen sobre BPA es cerrada bajo contextos.
Entonces, para concluir que esta relacion de igualdad es consistente y completa para BP.A
mo6dulo bisimulacién, necesitamos conocer que esta equivalencia es una congruencia con
respecto a BPA. Es decir, si s ~ s’ yt ~ t/, entonces s+t ~ s+t y s.t ~ s'.t'. La prueba
del siguiente teorema puede encontrarse en [Fok00].

Teorema 1. La equivalencia de bisimulacion es una congruencia con respecto a BPA.

3.3. Extension de BPA a BPA*

Kleene |Kle56]| introdujo el operador de iteracién binario * en el contexto de los autéma-
tas finitos. Formulé algunas leyes algebraicas para este operador, en particular la ecuacién
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de definicion para la estrella binaria de Kleene *:
'y =z.x'y+y

Donde - modela la composicion secuencial y + modela la eleccion no determinista (- liga
més fuerte que +). Intuitivamente, la expresion xz*y puede elegir ejecutar o bien z, luego
del cual vuelve nuevamente a z*y, o ejecutar y, después del cual termina. Si p; y p2 son
términos de proceso de BPA*, el grafo del término pips se obtiene agregando una nueva
rafz junto con las transiciones hacia los nodos de los grafos de p; y p2 segun cada caso;
y quitando los nodos finales de p; para reemplazar todas las transiciones que van hacia
nodos finales en p; por tranciciones que vayan hacia la nueva raiz. En BPA* el grafo de
proceso de la composicion secuencial de dos grafos no se construye igual que en BP.A, sino
de la siguiente forma: si p; y p2 son términos de proceso de BPA*, el grafo del término
p1 + p2 se obtiene agregando una nueva raiz junto con las transiciones hacia los nodos de
los grafos de p; y p2 segun cada caso. En la Figura 3.8 podemos ver los esquemas de los
grafos de proceso del operador de iteracion y de la composicion secuencial.

I'pipa T'p1+p2

AN/ AN/ AN

Figura 3.8: Esquemas de construccién de grafos con operadores principales * y +

Bergstra, Bethke y Ponse [BBP94| incorporaron la estrella binaria de Kleene en el
Algebra basica de procesos (BP.A). Ellos sugirieron tres axiomas BKS1-3 para BPA*,
donde el axioma BKSI es el axioma de definicién dado por Kleene, mientras que su axioma
mas avanzado es BKS3 originado desde Troeger [Tro93]:

e (y((z +y)*2) + 2) = (2 +y)"2

La signatura X(BP.A*) se compone de las constantes a, b, ¢, ... pertenecientes al con-
junto de acciones atomicas A, los operadores binarios + y - de BPA y el nuevo operador
de iteracion binario *. El conjunto de axiomas de BPA* incluye tres nuevas ecuaciones
BK S1-3 sobre la estrella binaria de Kleene, ademas de los axiomas de BPA, quedando de
esta forma el sistema presentado en el Cuadro 3.2. Las variables z,y y 2z en los axiomas
toman valores de la colecciéon de términos de procesos bésicos.

El axioma BK S1 es la ecuacion de definicion del operador estrella. Este axioma intro-
duce un desplegado (unfoldig) en la operacion de iteracion. El axioma BKS2 expresa que
es lo mismo iterar x y seguir con la composicion secuencial de y con z que la composicién
secuencial de iterar x seguido de y con z. El axioma BK.S3 expresa que el proceso que
itera sobre la eleccién entre x e y y continua con z es lo mismo que iterar x seguido de la
elecciéon entre ejecutar la composicion secuencial de y con el proceso mencionado o ejecutar
z.
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BPA*

x,Y, 2
r+y = y+zx Al
z+(y+z2) = (r4y)+z A2
r+xr = X A3
(x4+y)z = zz+yz A4
(xy).z = x.(y.2) Ab
z.(z*y)+y = 2y BKS1
*(y.z) = (zy).z BKS?2
*(y((z+y)*2)+2) = (x+y)*2 BKS3

Cuadro 3.2: La teoria ecuacional BPA* = (Xppa-,Eppa+)

Proposicion 2. La siguiente igualdad es verdadera en la teoria BPA* y expresa que aplicar
el operador estrella en forma anidada al mismo proceso se reduce a aplicarlo una sola vez:

a(ay) = 'y

Demostracion:
w(zty) = @ (z.(z"y) +y) (BKS1)
= z*(z.((z+2)y) +y) (A3)
= (v+2)'y (BKS3)
= 'y (A3)
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Capitulo 4

Algebra basica de procesos
probabilistas con iteracion prBPA*:
Sintaxis y semantica

En [BBS95| Baeten, Bergstra y Smolka presentan el dlgebra prBP.A, la version proba-
bilista del algebra BP.A. El algebra prBP.A toma los operadores del algebra basica BPA.: .
y +; v les agrega probabilidades. Obteniendo de esta forma los operadores de composicién
secuencial . y composicion alternativa probabilista 4+, donde 7 es una medida de probabi-
lidad perteneciente al intervalo abierto (0, 1). Es decir que el no determinismo del operador
de composicion alternativa + de BP.A pasa a determinarse con las probabilidades.

Por otra parte, Bergstra, Fokkink y Ponse en [BFP] toman el operador estrella * de
Kleene |Kleb6]| e introducen una axiomatizacion para este operador. Extendiendo de esta
forma el algebra BPA a BPA*. Nuestro trabajo pretende extender el algebra prBP.A con
una version probabilista del operador * denominada ** con 7 € (0,1), que tendra como
resultado el algebra prBPA*. Esta édlgebra pretende ser una herramienta para modelar,
en especial, procesos estocdsticos con comportamiento iterativo, el cual es capturado con
el nuevo operador de iteracion probabilista *7. Como dijimos anteriormente, prBPA* es
una extension de prBPA; es decir que tomamos los operadores y axiomas de prBPA y
agregamos el operador ** con 7w € (0,1) y los axiomas que formalizan su funcionamiento.
A estos axiomas los obtuvimos trabajando sobre los axiomas del operador * del algebra
BPA* para agregarles probabilidades.

En este capitulo comenzaremos a desarrollar nuestro trabajo principal, el de encontrar
una axiomatizacion consistente para prBPA*. Para demostrar la consistencia de nuestra
algebra planteamos un modelo llamado Modelo de grafos de procesos probabilistas siguiendo
el desalloyo presentado por Baeten, Bergstra y Smolka [BBS95]. Este es un modelo genera-
tivo de procesos probabilistas, por lo que resulta conveniente comenzar el capitulo con una
breve explicacion de los modelos generativos. Luego introduciremos la sintaxis de prBPA*,
es decir el conjunto de términos de la teorfa, definiendo su signatura. Continuaremos el
capitulo presentando el modelo de grafos de procesos probabilistas y definiremos la seméan-
tica del algebra. Como relacion de igualdad entre dos elementos del modelo usaremos la
relacion de bisimulacion probabilista, introduciremos su definicién y demostraremos que es
una congruencia para, mas adelante, poder usar este resultado en la prueba de consistencia
del algebra.
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4.1. Modelo generativo de procesos probabilistas

Glabbeek, Smolka y Steffen en [vGSS95| proponen tres modelos de procesos probabi-
listicos: el reactivo, el generativo y el estratificado. Estos modelos son investigados dentro
del contexto de PCCS (Probabilistic Calculus of Communicating Systems), una extension
de SCCS (Synchronous Calculus of Communicating Systems) de Milner en la cual a cada
sumando de una expresiéon de suma de procesos se le asigna una probabilidad y la suma
de estas probabilidades es 1. Una forma clara y sencilla para explicar el modelo generativo
es comparandolo con otro modelo de procesos probabilistas llamado reactivo.

Un modelo generativo es aquel en donde los valores probabilistas de las transiciones
salientes de un mismo estado estan dados por una tnica distribucion de probabilidad,
idependientemente de cual fuera su etiqueta. De este modo, las elecciones que involucran
acciones posiblemente diferentes son resueltas probabilisticamente. Por ejemplo: un entorno
que presenta varios botones, donde un observador puede presionarlos a todos a la vez y el
proceso decidiré, de acuerdo a una distribuciéon de probabilidad prescripta, cual botén sera
activado. Esta misma distribucién de probabilidad, condicionada por la eleccién del botén
que realiza el proceso, gobernard las transiciones de estado internas que ocurran durante
la ejecucion del proceso. En contraste, en el modelo reactivo a cada una de las diferentes
acciones se le asocia una distribucién de probabilidad propia, distinta; y las elecciones
que involucran diferentes acciones son resueltas por el entorno. En el modelo reactivo, el
entorno puede ofrecer solamente una accién cada vez, como por ejemplo presionar uno
de varios botones que el proceso posee como su interfaz al mundo. Una propiedad del
modelo generativo es que, a diferencia del reactivo, las probabilidades de las acciones son
condicionales con respecto al grupo de acciones aceptadas por el entorno.

Ejemplo 18. (Modelo generativo) Modelemos el juego de tirar una moneda y ver qué lado
sale. A uno de los lados de la moneda llamaremos cara y al otro seca. Cada lado de la
moneda tiene una probabilidad de % de salir. En la Figura 4.1 podemos ver el grafo de este
proceso.

Ejemplo 19. (Modelo generativo) Modelemos el juego de tirar un dado comin y ver qué
numero sale. Dado que tenemos 6 nimeros posibles, cada cara del dado tiene una probabi-
lidad de % de salir. En la Figura 4.2 podemos ver el grafo de este proceso.

Ejemplo 20. (Modelo generativo) Una mdquina tragamonedas de un casino muestra tres
figuras en su pantalla. Estas figuras pueden ser una manzana, una pera y una banana. Un
observador acciona una palanca y las figuras comienzan a cambiar, siempre entre las frutas
mencionadas. Al cabo de unos sequndos las figuras se detienen, quedando en la pantalla tres
nuevas figuras. Si las tres frutas coinciden el observador gana, es decir que el observador
puede ganar en tres casos: si salen todas manzanas, si salen todas peras o si salen todas
bananas. Por lo que podemos ver que la probabilidad de ganar es de 2% En la Figura 4.3
podemos ver el grafo de este proceso.

Ejemplo 21. (Modelo reactivo) Supongamos un cajero automdtico que ofrece los servicios
de extraccion y consulta de saldo. Supongamos ademds que 25 % de las veces el cajero no
tiene dinero. En la Figura 4.4 podemos ver el grafo de este proceso. Observemos en este
ejemplo que al comienzo del proceso el usuario es quien decide que accion ejecutar entre las
acciones disponibles; y el sistema reacciona deacuerdo a dicha eleccion y a una distribucion
de probabilidades asociada a cada accion.
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Figura 4.1: Grafo que modela la tirada de una moneda: Modelo generativo

r
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Figura 4.2: Grafo que modela la tirada de un dado: Modelo generativo
T

U1 (% U3 V4

Figura 4.3: Grafo que modela el funcionamiento de una maquina tragamonedas: Modelo
generativo

3 consultas
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Figura 4.4: Grafo que modela el funcionamiento de cajero automatico: Modelo reactivo
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4.2. Signatura de prBPA*

La signatura X (prBP.A*) contiene cuatro tipos de operadores: procesos constantes a
por cada accién atomica a, el operador de composicon secuencial ".", el operador de com-
posicion alternativa probabilista "+;", y el operador de iteracién probabilista "*=". El
conjunto de todos los procesos constantes se denota con A.

Definicion 19. La signatura X(prBP.A*) contiene las constantes a € A y los operadores
binarios (+x)rec,1), * ¥ (" )re(0,1)-

Las constantes a, b, ¢, ... son las acciones atomicas y, al igual que en BPA, representan
comportamiento indivisible. Intuitivamente, la expresién x +, y representa el proceso que
ejecuta x con probabilidad 7w o y con probabilidad 1 — 7 pero no ambos; la expresion x.y
representa el proceso que primero ejecuta x y, cuando este finaliza, comienza y; y la expre-
sion x*7y representa el proceso que ejecuta x con probabilidad 7 y cuando termina vuelve
al estado x*7y nuevamente; o ejecuta y con probabilidad 1 — 7w y cuando este se completa
entonces el proceso entero termina. La composicién alternativa probabilista y la iteracion
probabilista son generativas.

Ejemplo 22. El siguiente término de proceso modela el juego del Ejemplo 18:

Moneda = cara +1 seca
2

Las acciones atomicas cara y seca representan el hecho de que al tirar la moneda salga
cara o salga seca respectivamente.

Ejemplo 23. El siguente término de proceso modela el juego del Ejemplo 19:
Dado = salel +1 (sale2 +1 (sale3 +1 (saled +1 (saleb 41 saleb))))
6 5 4 3 2

Las acciones atomicas salel, sale2, saled, etc. significan que al tirar el dado sale el nimero
uno, sale el nimero dos, sale el nimero tres, etc. respectivamente.

Ejemplo 24. Modelamos el funcionamiento del juego del ejemplo 20 con el siguiente tér-
mino de proceso:

Tragamonedas = ((manzanas +1 peras) + 2 bananbas) —i-% distintas
2 3 2

Las acciones atomicas manzanas, peras, y bananas significan que en la pantalla aparecen
3 manzanas, 3 peras o 3 bananas respectivamente y la accion atdmica distintas significa
que en la pantalla no aparecen 8 frutas iguales.

Ejemplo 25. Supongamos que tenemos un control remoto con bateria baja cuyos botones,
a menudo, debemos presionar varias veces para consequir los cambios deseados. Queremos
modelar el proceso de encender un televisor con este control remoto. Asumamos que la
probabilidad de encendido es w, es decir, presionamos el boton de encendido y con una
probalibidad m el televisor encenderd o con una probabilidad 1 — w necesitaremos volver
a presionar el boton de encendido. Podriamos representar dicho proceso con el siguiente
término:

Control Remoto = encender.(encender™™ encendido)
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Como podemos observar, el término es una composicion de las acciones atomicas encender
y encendido. FEste proceso intuitivamente significa "presionar el botén encender hasta que
el televisor enciende"(con una probabilidad ).

Ejemplo 26. Colocar ejemplo de modelar un dado con una moneda.
*l .
MonedaDado = (cara.cara.cara +1 seca.seca.seca) 1(cara.cara.seca.seis +1
2 6

(cara.seca.cara.cinco +1 (cara.seca.seca.cuatro +1 (seca.cara.cara.tres +1
5 4 3

(seca.cara.seca.dos +1 seca.seca.cara.uno)))))
2

Ejemplo 27. Consideremos la reproduccion de una célula animal sana o través del me-
canismo de mitosis, donde la célula madre origina 2 células hijas iguales a ella, con igual
numero de cromosomas. Supongamos que queremos modelar el proceso que muestra cdmo
luego de wvarias reproducciones, en algun momento, una célula muta y se vuelve canceri-
gena. Tomemos las acciones atomicas: buena y mala que significan que se origing una
célula sana y que se origina una célula cancerigena respectivamente. Modelamos esto con
el siguiente proceso:

ReproduccionCelular = buena™ mala

4.3. Modelo de grafos probabilistas

En esta seccion definimos la semantica de prBP.A en términos de grafos de proceso. En
primer lugar construimos un modelo para nuestra algebra, el Modelo de grafos probabilis-
tas, y luego damos la interpretacion seméantica de los operadores del adlgebra en el modelo
propuesto.

Un grafo de procesos probabilista es un grafo de proceso donde las etiquetas ademas de
indicar el nombre de una accién también indican su probabilidad de ocurrir. Una funcién
de distribucién asigna la probabilidad de ocurrencia a cada accién siguiendo el modelo
generativo, es decir que en cada nodo la suma de las probabilidades de todas las transiciones
de salida debe ser 1 y si el nodo no tiene transiciones de salida la suma es cero. Dado A
un conjunto de acciones atomicas y dado N un conjunto infinito y contable de nodos (o
estados), consideramos grafos de proceso con etiquetas en A y nodos en N y damos la
siguiente definiciéon formal:

Definicion 20. Un grafo de proceso probabilista g es una tupla < V.7, > tal que
s V C N es el conjunto de nodos de g
w r €V eslaraiz de g

w4 (VxAxV)—[0,1], es la funcion de distribucion de transiciones de g, es una
funcion total que satisface la siguiente condicion:

Vo eV Y cawey #(v,a,0") €{0,1}

El significado intencional de u(v,a,v’) = 7 es que el nodo v puede ejecutar una transicion
a al nodo v’ con pobabilidad 7. La condicién que debe cumplir la funcién p nos dice que
para cada uno de los nodos la suma de las probabilidades de todas las transiciones de salida
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del nodo puede ser 1 o cero (si no tiene transiciones de salida). Méas adelante usaremos el
predicado endpoint(v), el cual es verdadero si la suma anterior es cero.

Ejemplo 28. En la Figura 4.5 podemos ver el grafo de la expresion del Ejemplo 25 que
modela parte del funcionamiento de un control remoto. Observemos que en el grafo las
transiciones con wvalor de probabilidad cero no aparecen dibujadas, tampoco indicamos la
probabilidad cuando es igual a 1. La funcion de distribucion p estd definida como sigue:

w(r, encender, vy) = 1
wu(vy, encender, vq) v
wu(vy, encendido, v9) 1—m7

los otros casos son iguales a 0.

g =< {Ta 01702}77'7# >

r

encender

U1

encender [r] \e\zcendido [1— 7]
o

V2

Figura 4.5: Grafo que modela parte del funcionamiento de un control remoto

4.3.1. Seméantica del algebra

Los términos en el dlgebra de procesos carecen de significado. Para darles un significado
en el "mundo real", construimos un modelo y luego definimos una interpretacién que nos
lleva de cada término del 4lgebra a un elemento del modelo. Dado que ya tenemos nues-
tro modelo planteado, nos queda por definir dicha interpretacién, y lo haremos en forma
inductiva sobre la construccién de los términos de proceso de nuestra algebra.

Definicion 21. Sean g1 y g2 los grafos de proceso probabilistas de los términos t1 y to
respectivamente, tales que g1 =< Vi,r1,pu1 >, go =< Vo,ro, 0 >, ViNVo =0, A es el
conjunto de acciones y N es el conjunto de Nodos. Los operadores a € A, +,, ., y ™"
estan definidos como sigue:

» Un grafo representantivo para a € A estd dado por < {r,v},r,;u >, donde r € N y
w(r,a,v) =1 es la unica transicion con probabilidad distinta de cero.
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= Denotamos al grafo del término t1 4+ ta con g1 +x g2 y lo definimos como
<(ViuVauU{r}),r,u > donder € N— (V1 UVa) y

wlr,a, v’y = moup(ry,a,v’) siv' eV
plrya, v’y = (1 —m7).ua(re,a,v') siv €Va
wv,a,v) = pp(v,a,v) siv, v €V
plv,a,v") = pa(v,a,v’) siv, v € Va
wv,a,v’) = 0 en otro caso

= Denotamos al grafo del término t1.to con g1.92 y lo definimos como
< (Vi1 UVy) — {v € Vi|endpoint(v)}),r1, u > donde

wlv,a,v) = pp(v,a,v) siv,v" € Vi Anot(endpoint(v'))
H(v7 a, TQ) Zv’evl/\endpoint(v’) Hl(vv a, U,) siveV

M(U>a>vl) - /LQ(U,G,’U/) st ’Uavl eV

ulv,a,v")y = 0 en otro caso

» Denotamos al grafo del término t{™ty con gi™ g2 y lo definimos como
< (ViuVaUu{r}) — {v € Vilendpoint(v)}),r,u > donde r € N — (V1 U Va) y

wlrya,v’) = mwopg(ry,a,0’) siv' € Vi, not(endpoint(v'))
wlra, v’y = (1 —m).ua(re, a,v’) siv' € Vy

H(T’ a, T) - Zv’eVl/\endpoint(v’) Hl(rl’ a, U,)

M(’U> a, T) - Zv’eVl/\endpoint('u’) H1 (U’ a, UI) s1v €V

plv,a,v") = pi(v,a,v) si v,v" € Vi, not(endpoint(v'))
plv,a,v") = pe(v,a,v’) st v, v € Vy

wv,a,v’) = 0 en otro caso

Ejemplo 29. (Accion atomica) La Figura 4.6 nos muestra un grafo que representa la
ejecucion de una accion a con probabilidad 1; es decir, tiene soélo una transicion distinta

de cero (la tinica que aparece en el dibujo) y el resto de las transiciones son iguales a cero,

definiendo de esta forma la funcion de distribucion de transiciones fi:

,u(r, a, U) =1

g =< {T7U}7T7/'L >
r

Figura 4.6: Ejecuciéon de una accién

Ejemplo 30. (Composicion alternativa +,) En la Figura 4.7 tenemos dos grafos de proce-
so a los cuales les aplicamos el operador de composicion alternativa probabilista obteniendo
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el grafo de la Figura 4.8. Con la primera y sequnda ecuacion de la definicion introducimos
el unfolding indicado por el drea con linea de puntos. Los demds casos de la funcion de
distribucion p tienen los mismos valores que en los grafos originales. Dado que el nodo ro
no es alcanzable desde la raiz, entonces podemos decir que el grafo de la Figura 4.8 se com-
porta igual que el grafo de la Figura 4.9. El cdlculo de los valores de p segin la definicion
es el siguiente (sélo escribiremos los que son distintos de cero):

w(r,hyry) %-/ﬂ(ﬁ,h,ﬁ) =31=3
w(r,t,vy) = ?ul(rl,t,vl) = %% = %
w(r, b, vg) = g.p2(re,byve) = 17 = ﬁ
w(r,a,vs) = i.ug(rg,a,vg) = i'é = %
w(ry,hyry) = pa(re, hyry) = %
w(ry,tyv) = w(r,tor) = %
w(ra,byve) = po(re,b,vy) = é
w(re,a,v3) = p2(re,a,v3) =g
M(U3?a>v4) - ,LLQ(U3,G,'U4) =1

Ejemplo 31. (Composicion secuencial) En la Figura /.10 tenemos dos grafos de proceso
a los cuales les aplicamos el operador de composicion secuencial obteniendo el grafo de la
Figura 4.11. La primera ecuacion de la definicion nos indica que debemos tener cuidado
con los endpoints del primer grafo. La sumatoria de la sequnda ecuacion une las transicio-
nes que van o endpoints con la misma accion y suma sus probabilidades. Los demds casos
de la funcion de distribucion p tienen los mismos valores que en los grafos originales. El
cdlculo de los valores de p segin la definicion es el siguiente (solo escribiremos los que son
distintos de cero):

I
=
(3%
3
(V)
R
3
(V)
TN = TR Wl

=
AA?/—\A
w
o
=
no
~— L — — —
I
=
=
AA?/—\A
w
o
I~
Ny
— e N s

Ejemplo 32. (Operador de iteracion *= ) En la Figura 4.12 tenemos dos grafos de proceso
a los cuales les aplicamos el operador de iteracion probabilista obteniendo el grafo de la
Figura 4.13. Aqui también con las dos primeras ecuaciones introducimos el unfolding indi-
cado por la linea de puntos. La tercera ecuacion de la definicion suma las transiciones que
van a endpoints con la misma accion y contruye el bucle de la raiz. La cuarta ecuacion hace
lo mismo que la anterior, pero construye el sequndo bucle. Los demds casos de la funcion
de distribucion p tienen los mismos valores que en los grafos originales. Dado que el nodo
ro no es alcanzable desde la raiz, entonces podemos decir que el grafo de la Figura 4.13
se comporta igual que el grafo de la Figura 4.14. El cdlculo de los valores de 1 segin la
definicion es el siguiente (sdlo escribiremos los que son distintos de cero):

p(ria,r) = Sau(r,ar)=32=1

p(r,e,vs) = Soua(re,cv3) =35,1=1

w(r,b,r) = %.(ul(rl,b,vl) + p1(r,b,v2)) = %% = %
w(ry,byr) = pa(re,byvr) + pa(ry, byvg) = %% = %
w(ryya,ry) = pi(ri,a,r) :%

w(ra,c,vs) = po(re,c,vs) =1
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g =< {7“1,1)1},7“1>,U1 >

g2 =< {7"2,1)2,”37@4}77"2,#2 >

T

S
—
S =
-
S
—
[o[e}}
i)

U3

s @
-

=t
W~

Figura 4.7: Ejemplo de composiciéon alternativa de grafos

g1 +% g2 =< {T7T17T27U17U27U37U4}7T7M >

Figura 4.8: Ejemplo de composiciéon alternativa de grafos

g1 +% g2 =< {T, T1,U1,U2,U3,U4}7T,M >

(&1

Figura 4.9: Ejemplo de composiciéon alternativa de grafos
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g1 =< {ri,v1,v9,v3, 04}, 71, 1 >

g =< {ra,vs}, 1o, o >

e \C\[é]
°

Figura 4.10: Ejemplo de composicién secuencial

g1-92 =< {7“1,7”271137@5}77”17/1 >
(&1

Figura 4.11: Ejemplo de composicién secuencial

4.3.2. Bisimulacién probabilista

La bistmulacion es una relaciéon de equivalencia usada frecuentemente para comparar
procesos. Fue introducida por Larsen y Skou (1991) para los llamados sistemas de transicion
probabilistas reactivos. Luego fue adaptada a los modelos generativos por Baeten, Bergstra
y Smolka [BBS95|. Nosotros adoptamos esta relacién para usarla como relacion de igualdad
en nuestro modelo de grafos de procesos probabilistas. La idea es que procesos equivalentes
no soélo ejecutan las mismas secuencuas de acciones sino que ademés tienen la misma
probabilidad en la estructura de ramificacién; esto quiere decir que los momentos en que
ocurre una eleccion y la distribucién de probabilidad asociada deben ser los mismos. Para

ver esto usaremos los siguientes ejemplos:
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g1 =<A{ry,vi}, 1, > Go =< {r2,v2},72, 12 >

a 2] Q\[%] c
ol Y e
; (]

Figura 4.12: Ejemplo de iteracion

*1
91292 =< {Tv T17U2}7T7:u >

Figura 4.13: Ejemplo de iteracion

*1
91292 =< {Tv T17U2}7T7:u >

Figura 4.14: Ejemplo de iteracion
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Ejemplo 33. Los procesos a.(b -l—% c) yab —l-% a.c no tienen las mismas estructuras de
ramificacion porque en a.(b —I—% c¢) primero ejecuta a y luego realiza una eleccion entre b y
¢, mientras que en a.b+1 a.c primero hace la eleccion y luego ejecuta el término elegido.
Podemos ver que el morriento de eleccion en los dos términos es diferente. En la Figura

4.15 se presentan los grafos del ejemplo.

1 ]
1 1
a a 5 a )
U1 V4 Us
1 1
b 5 C ) b C
o [ o o
() U3 Vg U7

Figura 4.15: Grafos con distinta estructura de ramificacion

Ejemplo 34. Si bien los procesos a+1 d'(b—i_i c)y a+z d.(b—i—% c¢) poseen la misma estruc-
tura de ramificacion, no se cumple que tengan las mismas distribuciones de probabilidad
asoctadas a cada nodo porque, mientras que el primer proceso partiendo desde el estado ini-
cial puede ejecutar una accion a con probabilidad de %, el sequndo proceso hace lo mismo
pero con una probabilidad de % En la Figura 4.16 se presentan los grafos del ejemplo.

1 T2
a% d% a% d%
U @ (%) Us @ Vg
& & b ¢
o o o o
V3 (o U7 Us

Figura 4.16: Grafos con distintas distribuciones de probabilidad asociadas a cada nodo

Con anterioridad se senalé que este trabajo usa la bisimulacién como relacion de equi-
valencia en el modelo de grafos. Y dado que nuestro modelo de grafos es probabilista,
presentaremos la relacion de bisimulacion probabilista dada en [BBS95]. Ademas, para la
prueba de consistencia del algebra, nos resultara util demostrar que dicha bisimulacion es
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una congruencia.

Para definir la bisimulacién probabilista sobre procesos probablilistas generativos pri-
mero necesitamos elevar la definicion de funcion de distribucion de transiciones a conjuntos
de estados como sigue:

p:(Vx Ax2Y) —[0,1] tal que p(v,a,S) =3, cqn(v,a,v')

Asi p(v,a,S) = p significa que el nodo v, con probabilidad total p, puede ejecutar una
transicion a a algtn nodo en S.

La siguiente definicion muestra el concepto de bisimulaciéon probabilista que usaremos
como equivalencia en nuestro modelo, es decir, diremos que dos grafos son equivalentes si
son probabilistamente bisimilares.

Definicién 22. Dados g1 =< Vi,r1, 1 >, g2 =< Va,ra, po > grafos de procesos probabi-
listas, una bisimulacion probabilista entre g1 y g2 es una relacion de equivalencia
R C (Vi UVy) x (V1 UVa) con las siguientes propiedades:

L] R(T‘l,T‘Q)

» Vo e Vi, we Vs tal que R(v,w) se cumple
Vae A, Se (ViUW)/R, ui(v,a,SNVy) = po(w,a, S NVs)

Los grafos g1 y go son probabilistamente bisimilares, escribimos g1 ~P" go si existe una
bisimulacion probabilista entre g1 y go.

Intuitivamente, dos nodos son probabilistamente bisimilares si, para todas las acciones
en A, ellos transitan a una clase de bisimulaciéon probabilista con igual probabilidad. La
interseccidon con V) es necesaria ya que p; toma como argumento tuplas cuyo tercer com-
ponente es un subconjunto de Vj.

Ejemplo 35. Supongamos que tiramos una moneda y nos fijamos qué lado sale. Llamemos
h a la accion de que salga cara y t a la de que salga seca; tenemos una probabilidad de % de
que salga cara y de % que salga seca. Supongamos ademds que tiramos un dado de seis lados
y nos interesa saber si el nimero que sale es par o impar. Llamemos h a la accion de que
salga nimero par y t a la de que salga tmpar. Dado que hay 3 nimeros pares y 8 nimeros
impares tenemos una probabilidad de % de que salga un nimero par y de % de que sea impar.
Ademds sabemos que cada cara del dado tiene una probabilidad de % de salir. St modelamos
en el procesos p1 la tirada de la moneda y en pa la tirada del dado, vemos que los procesos
sos bisimilares, es decir, podemos encontrar una relacion de bisimulacion entre ellos. La
Figura 4.17 nos muestra los grafos de estos procesos y una relacion de bisimulacion entre
ellos.

4.3.3. Congruencia

Para poder realizar la prueba de consistencia, es necesario demostrar que la bisimu-
lacion probabilista antes definida es una congruencia para los operadores de prBPA*. Es
decir que la aplicacion de los operadores a grafos bisimilares conserva la relaciéon de bisimu-
lacion entre los grafos resultantes. Esto ya fue reportado en [BBS95] para los operadores
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Figura 4.17: Relacién de bisimulacién entre dos procesos

+x ¥ -; nosotros realizaremos la prueba de congruencia en este nuevo contexto para estos
operadores como ejercicio y agregaremos la del operador *~. Con la funcion Id(V') denota-
mos al conjunto {(v,v)lv € V'}.

Proposicion 3. (Congruencia) Sean g, g1 y go grafos de procesos probabilistas. Si g1 ~F"
g2, entonces g +x g1 ~" g tx g2, g1 Fx g ~ g2 +x 9, 991 S 992, 919~ ga.g,
g1~ g g2 y 9179~ 957 g.

Prueba: Sean g =< Vir,u >, g1 =< Vi,r1, 1 >y g2 =< Va,79, u2 >. Asumimos
que g1 ~P" go. Por lo tanto, existe una una bisimulaciéon probabilista R entre g1 y ¢o.
Consideraremos cada operador en sucesion.

Caso 1. Para “+,” tenemos dos casos: g+ g1 ~P" g+2 g2 Yy g1 +2 g ~P" g2+ g

Subcaso 1.1. (g +r g1 ~P" g +r g2)

Sea r;r la raiz y u;r la funcion de distribucion de transiciones de g +r s,
i =1,2. Por la Definicion 21 los grafos asociados son:

g+rgi =<V, riuf > i=1,2 donde V.t =V UV, U{r]}

La Figura 4.18 nos muestra un esquema de los grafos g+ g1 y g +x g2; Yy nos permite
ver una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones:
la superior relaciona las raices de los grafos, la del medio es la relacion de bisimulacion
entre los nodos de g y la inferior es la relacion de bisimulacion R.

Mostramos que
RY ={(r{,r), v,y UldVU{r{, 75 ) UR

es una bisimulacion probabilista entre g +x g1 y g +x g2. Primero notemos que como
R es una relacion de equivalencia entonces R también lo es. Vemos que se cumple la
primera condicion de la Definicion 22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la
sequnda condicion para los casos:
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g+7r91 g+7792

Figura 4.18: Esquema de relacién de bisimulacién

= (rf7y)
» (v,v) conv eV
» (v1,v2) con vy € Vi yve €V tal que (vi,v2) € R
Por la construccion de g +r g; dada en la Definicion 21 vemos que el sequndo caso es

verificado por la relacion Id(V'); el tercer caso es verifivado por la relacion R. Enton-

ces solo nos queda mostrar que la sequnda condicion de bisimulacion se cumple para
( + .t

r,73), es decir, queremos probar que pi (r{,a, SNVY) = g (ry,a, SNV,") =, donde
Se(VifuV;")/RT yae A.

Para ello procedemos de la siguiente forma:

i (0, SNVT) =

{porque V" =V UViU{r{}}

=pi ({0, SN (VUL U{r{})) =

{por definicion de i para conjuntos}

= Zv/eSm(Vuvlu{rf}) py (7, a,0") =

{por propiedades de la sumatoria y dado que Vi NV =0 yri € N — (VT uV;n)}

=Y esav i1 (1@, 0) + X csnn 11 (1 a,0") + Yvesn{rt) i (ri a,0') =

{por def. de pi }

=Y wesnv TH(T,a, v') + Zu'eval (1 —=mp(r,a,0) +0=

{por propiedades de la suma y por definicion de py para conjuntos}

=2 vesnv TH(ra,v') + (1 = m)p(ry,a, 5N V1) =

{porque g1 ~P" go y SN (V1 UVa) es clase de equivalencia de R o SN (ViU V) =0}
=2 vesny TH(ra,v') + (1 = m)ua(re,a, 5N V) =

{por definicion de ps para conjuntos y propiedades de la sumtoria}

= Ywesav T, 0, V) + Pyesav, B3 (735 0,0) + Zv’eSm{rj} 0=

{por def. de p3 }
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= wesav H3 (r3:a:0") + Fegr, Ha (13 a,0") + Zv'esw{r;} py (13, a,0") =
{por propiedades de la sumatoria y dado que Vo NV =0 yry € N — (VT uV;")}
— + (.t _

- Zv'GSm(VUVQU{r;}) ps (13, a,0") =

{por definicion de p3 para conjuntos }

:H;(T;,G,SH(VU%U{T;})) =

{porque Vo5 =V UVa U {rf}}

= M;(T;v a, SN V2+)

Subcaso 1.2. (g1 +r g9 ~"" g2+ g)

Sea r;r la raiz y u;r la funcion de distribucion de transiciones de g; +r g,t = 1,2. Por
la definicion 21 los grafos asociados son:

Gi +ng=< VZ-"',TZ-"',M;"> , 1= 1,2 donde VZ-"':VZ-UVU{T;'}

La Figura 4.19 nos muestra un esquema de los grafos g1 +x g y g2 +rx g; Yy nos permite
ver una posible relacion de bistmulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones:
la superior relaciona las raices de los grafos, la del medio es la relacion de bisimulacion
R y la inferior es la relacion de bistmulacion entre los nodos de g.

+ +

T (1—m) ™ (1—m)

g1¥xg 92 +r g

Figura 4.19: Esquema de relacién de bisimulacion

Mostramos que
BT ={(r{,ry),(ry, 1)} URUIA(V U{r{,r5})
es una bistmulacion probabilista entre g1 +r g y g2 +x g-

La demostracion de este caso es similar a la aterior.
Caso 2. Para “.” tenemos dos casos: g.g1 ~P" g.g2 y g1.9 ~P" go.g

Subcaso 2.1. (g.g1 ~P" g.g2)

Sea 1 la funcion de distribucion de transiciones de g.g;,i = 1,2. Los grafos asociados
son:

g.9i =< V!.r,pu. >, i=1,2 donde V] = (VUV;) —{v € Vl]endpoint(v)}
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La Figura 4.20 nos muestra un esquema de los grafos g.g1 y g.go; y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la
superior es la relacion de bisimulacion entre los nodos de g y la inferior es la relacion
de bisimulacion R.

— T
O O

q.91 g.g2

Figura 4.20: Esquema de relacién de bisimulacion

Mostramos que
R =Id(V)UR

es una bisimulacion probabilista entre g.g1 y g.g2. Como antes, vemos que R’ es una
relacion de equivalencia. Vemos que se cumple la primera condicion de la Definicion
22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la sequnda condicion para los casos:

» (v,v) conveV

» (v1,v9) con vy € Vi yve € Vo tal que (v1,v2) € R
Por la construccion de g.g; dada en la Definicion 21 vemos que para el sequndo caso se
verifica con R. Entonces nos queda probar que la sequnda condicion se cumple para el

primer caso, es decir, queremos probar que p'(v,a,S NVY{) = p5(v,a,SNVy) =, donde
Se(V{UVy)/R yaec A

Para ello procedemos de la siguiente forma:

w(v,a,SNV)) =

{ porque V{ = (V. UVy) — {v € Vl]endpoint(v)} }

=i (v,a, SN (VUVy) —{v € Vlendpoint(v)})) =

{ por definicién de ' para conjuntos }

= Zv’e(Sﬂ((VUVl)—{vEV|endpomt(v)})) (v, a,0v') =

{ por propiedades de la sumatoria y dado que Vi NV =0 }

= D e(SN(V —{veV]endpoint(w)}) H1(0, @, V") + X e (snvgy w1 (v, a,0") =

Aqui podemos separar dos casos: SNVy = {r1} que p)(v,a,v") >0 o
SnVi={veWilv#mr} que pi(v,a,v") =0
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{ caso SNVy ={r} }

= D e(SO(V —{veV]endpoint(w)}) MV: @, V") + py (v, a,m1) =

{ por definicion de p) }

= Zv’G(SO(V—{UGV|endpomt(v)})) (v, a,0') + Zv’GVAendpomt(U’) (v, a,v') =

{ por definicion de ph }

= Zv/E(Sﬂ(Vf{vEV|endpoint(v)})) po(v, a,v') + pp (v, a,m2) =

{ como SNVy = {r1} entonces SN Vo = {ra} y por definicion de ufy para conjuntos}
= 2w e(S(V—{veV lendpoint(v)})) H2 (V> @ V) + 2 e(snvs) Ha (0, 0, 0") =

{ por propiedades de la sumatoria y dado que Vo NV =10 }

= Zv/E(Sﬂ(VUVQ)f{U€V|endpoint(v)}) p (v, a,v') =
{por definicion de pf, para conjuntos}

= wh(v,a, SN ((VUVe) —{v € Vl]endpoint(v)}))
{porque Vo = (V U Va) — {v € Vlendpoint(v)}}
= py(v,a, SNVy)

Podemos ver que el otro caso es mas directo ain.

Subcaso 2.2. (g1.9 ~P" g2.9)

Sea ) la funcion de distribucion de transiciones de g;.g,i = 1,2. Por la Definicion 21
los grafos asociados son:

gi.g =< V!, ri,u, >, i=1,2 donde V! = (V; UV) — {v € Vj|endpoint(v)}

La Figura 4.21 nos muestra un esquema de los grafos g.g1 y g.go; y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la
superior es la relacion de bisimulacion R y la inferior es la relacion de bisimulacion
entre los nodos de g .

— T
() ()

q.91 g.-92
Figura 4.21: Esquema de relacién de bisimulacion

Mostramos que
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R =RUId(V)
es una bistmulacion probabilista entre g1.9 Y g2.9.

Como antes, vemos que R’ es una relacion de equivalencia. Vemos que se cumple la
primera condicion de la Definicion 22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la
sequnda condicion para los casos:

» (v1,v9) con vy € Vi yug € Vs

s (v,v) conv eV
Por la construccion de g;.g dada en la Definicion 21 vemos que para el sequndo caso
se wverifica por Id(V'). Entonces sélo nos queda probar la sequnda condicion para el

primer caso, es decir, queremos demostrar que p)(vi,a,S NVY) = ph(va,a,S NVy)

donde S € (V{UVy)/R yae A

Para ello procedemos de la siguiente forma:
py(vi,a, SNVY) =

{ por que V{ = (V1 UV) — {v € Vi|endpoint(v)}}
wh(vi,a, SN (Vi UV) —{v € Vi|endpoint(v)})) =
{ por definicion de p para conjuntos}

= ZU’GSO((WUV)—{UGVl\endpoint(v)}) pi(v1,a,0') =
{ por propiedades de la sumatoria y dado que VNV =0}

= Zv/ESﬂ(Vlf{vevl|endpoint(v)}) py (v, a,0") + Zv/GSﬂ{r} py(v1,a,0") +
ZU/GSO(V—{T}) p (v, a,v') =
{ por definicion de p}, }
= ZU’GSO(%—{vGVﬂendpoint(v)}) Ml(vl’ a, UI) + ZU’EVU\endpoint(v’) H1 (7)1, a, U,) =
{porque g1 ~ go atestiguado por R y por la forma de R}
= ZU’GSO(VQ—{UGV2|endpoint(v)}) MQ(UQ’ a, UI) + ZU’EVQ/\endpoint(v’) H2 (UQ’ a, U,) =
{ por definicion de pb }
= ZU’GSO(VQ—{U€V2|endpoint(v)}) /1/2 (U27 a, UI) + ZU’ESO{T} HIZ (U27 a, UI) +
/ N

vesn(v—{r}) Ha(v2, a,v") =

or propiedades de la sumatoria y dado que V NV =
{por propiedades de | toria y dado que VN Vo =10}
= ZU’GSO((VQUV)—{UGVQ\endpoint(v)}) 15 (v2, a,v') =

por definicién de ph para conjuntos

2

— iy(v3,0,8 N (Va UV) — {v € Valendpoint(v)})) =
{ porque Vo = (Vo UV) — {v € Valendpoint(v)}}
= HIZ (U27 a, VQI)

Caso 3. Para “v” tenemos dos casos: g~ g1 ~F" g*7 g2 y g1"g ~P" g5 g
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Subcaso 3.1. (g*vg; ~P" g*7gy)

Sea r} la raiz y p; la funcion de distribucion de transiciones de g**g;, i = 1,2. Por la
Definicion 21 los grafos asociados son:

g g =< V5 ripl >, i =1,2 donde Vix = (VU V; U{r]}) — {v € Vl]endpoint(v)}

La Figura 4.22 nos muestra un esquema de los grafos g*7g1 y g*"ga; y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la
superior relaciona las raices de los grafos, la del medio es la relacion de bisimulacion
entre los nodos de g y la inferior es la relacion de bisimulacion R.

91 9n92

Figura 4.22: Esquema de relacién de bisimulacién

Mostramos que
R ={(r},r3), (r5,r1)} U Id(V U{r{,73}) UR
es una bistmulacion probabilista entre g* g1 y g* ™ gs.

Como antes, vemos que R* es una relacion de equivalencia. Vemos que la primera
condicion de la Definicion 22 (de bisimulacion) se cumple; entonces nos queda probar
que se cumple la sequnda condicion para los casos:

= (r1,73)

» (v,v) conv eV

» (v1,v2) convy € V] yug € Vi
Por la construccion de g*™ g; dada en la Definicion 21 vemos que para el tercer caso se
verifica por R. Entonces nos queda probar la sequnda condicion para los otros dos casos,

es decir, queremos probar que pi(ry,a, SNOVix) = us(rs, a, SNVax) y ui(v,a, SNVix) =
pi(v,a, S N Vax) donde S € (Vi xUVax)/R* ya € A.

Para ello procedemos de la siguiente forma:

Subcaso 3.1.1. (r],r3})

wi(ry,a, SNVF) =

{porque Vi* = (VU VL U{r}) — {v € V]endpoint(v)}}
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= ui(rf,a, SN (VUViU{rf}) —{v € Vlendpoint(v)})) =
{por definicion de pj para conjuntos}
= D eSN((VUVIU{r: })—{veV |endpoint(v)}) 1 (1T, @, V") =
{por propiedades de la sumatoria y dado que VNV =0 yri ¢ (VUV}
= ZU’GSO(V—{UEV\endpoint('u)}) HT(TT’ a, U,) + ZU’GSOW /f{ (TT7 a, U/) +
ZU’GSO{'I‘T} p (va a, U,) =
{por definicion de p }
= Zv/ESﬁ(Vf{vGV\endpoint(v)}) 7T,u(7“, a, UI) + Zv’eSﬂVl (1 - W)Ml(rl? a, UI) +
/
n ZU’GVAendpomt(v’) M(T7 a,v ) =
{por g1 ~ g2 atestiguado por R y SN (V1 UVa) es una clase de quivalencia de R}
= ZU’ESO(Vf{vGV\endpoint(v)}) 7T,U,(T‘, a, U/) + ZU’GSHVQ (1 - ﬂ-)/’LQ(T27 a, U/) +
T Zv/EV/\endpoint(v’) u(r, a,v ) =
{por definicion de ub}
= ZU’GSO(V—{UEV\endpoint('u)}) HE(T; a, U,) + ZU’GSOVQ ,u;(’l”;, a, U/) +
Zv’eSﬂ{r;} I (T>2kv a, U,) =
{por propiedades de la sumatoria y dado que VN Va =0 yrs ¢ (VUV,)}

= D eSn((VUVaU{r3 ) —{veV |endpoint(v)}) H3 (15>, V")
{por definicion de p5 para conjuntos }

= u3(r3,a, SN (VUVaU{rs}) —{v € Vlendpoint(v)})) =
{porque V5 = (VU VaU{r;}) — {v € Vlendpoint(v)}}

= py(r3, a, SOVY)

Subcaso 3.1.2. ((v,v) conveV)

pi(v,a, SOVY) =

{ porque Vi* = (VU VL U{r]}) — {v € V]endpoint(v)}}

= ui(v,a, SN (VUWVLU{ri}) — {v € Vlendpoint(v)})) =
{ por definicion de i para conjuntos }

= 2 eSN((VUVIU{r: })—{veV |endpoint(v)}) M1 (U, @ V') =

{ por propiedades de la sumatoria y dado que VUV =0 yri ¢ (VUW)}

= D v eSn(V—{veVlendpoint(v)}) F1 (V5 @ V)4 e gany #1 (Vs @ 0) 30 cgngrry 11 (v, a,0') =
{ por definicion de pi }

= D eSA(V—{veV lendpoint(v)}) 1V @ V) + 30 ey pendpoint(vr) KV, @, V) =

{por definicion de p3 }

= D v eSn(V—{veVlendpoint(v)}) H5 (V5 @ V)43 e gavy 13 (Vs @ 0) 30 cgnrsy #3 (v, a, ) =
{por propiedades de la sumatoria y dado que VUVa =0 yri ¢ (VUVa)}

= D eSN((VUVaU{rs })—{veV |endpoint(v)}) H3 (U, @, V') =

por definicion de pd para conjuntos
Mo ]
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= u5(v,a, SN ((VUVaU{rs}) —{v € Vlendpoint(v)}))
{porque Vs = (VU Vo U{r;}) — {v € Viendpoint(v)}}
= M;(Uv a, SN VQ*)

Subcaso 3.2. (g;"g ~"" g5"g)

Sea v} la raiz y pf la funcion de distribucion de transiciones de g;"g, i = 1,2. Por la
Definicion 21 los grafos asociados son:

977 g =< Vix,rf, 1t > parai = 1,2, donde Vix = (V;UVU{r!})—{v € Vjlendpoint(v)})

La Figura 4.23 nos muestra un esquema de los grafos gi™g y g5"g; y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la
superior relaciona las raices de los grafos, la del medio es la relacion de bisimulacion
R y la inferior es la relacion de bistmulacion entre los nodos de g.

9" g 9o

Figura 4.23: Esquema de relacién de bisimulacion

Mostramos que
R ={(r},r3), (r3,71)} U RU LAV U {r],r3})

Como antes, vemos que R* es una relacion de equivalencia. Vemos que la primera
condicion de la Definicion 22 (de bisimulacion) se cumple; entonces nos queda probar
que se cumple la sequnda condicion para los casos:

= (r],73)

» (v1,v9) con vy € V] yuvg € Vs

» (v,v) conveV
Por la construccion de g™ g dada en la Definicion 21 vemos que para el tercer caso
se verifica por Id(V'). Entonces nos queda probar la sequnda condicién para los otros

dos casos, es decir, queremos probar que pi(ry,a,S NVY) = p5(ry,a,SNVy) =y
wi(vi,a, SNV = ph(va,a, SN V) = donde S € (Vi x UVax)/R* ya € A.

Para ello procedemos de la siguiente forma:
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Subcaso 3.2.1. (r],r3)

wi(ry,a, SNVF) =

{porque Vi* = (Vi UV U{ri}) — {v € Vilendpoint(v)}}

= ui(r{,a, SN (Vi uV U{ri}) —{v € Vilendpoint(v)})) =
{ por definicion de p para conjuntos}

= ZU’GSO((WUVU{TI})—{UEW|endpoint(v)}) HT(T; a, U,) =

{ por propiedades de la sumatoria y dado que ViNV =0 yri ¢ (V1 UV)}

= ZU’GSO(%—{U€V1|endpoint(v)}) /f{ (TT’ a, U,)+ZU’€SOV /f{ (TT’ a, U,)—i_ZU’GSﬂ{Tf} /f{ (TT7 a, UI) =
{por definicion de pj}

= ZU’GSO(%—{vGVﬂendpoint(v)}) TH1 (Th a, UI) + ZU’ESOV(l - W)M(T, a, UI) +

n Zv’evl/\endpoint(v’) Hl(rl’ a, U,) =

{porque g1 ~P" go atestiguado por R y por la forma de R, vemos que SN((V1UVa)—{v €
(V1 U Va)|endpoint(v)}) es clase de equivalencia de R}

- Zv/ESﬁ(VQ*{UEVQ|endpoint(v)}) Tp2(re, a, U/) + Zv/ESﬂV(l —m)p(r,a, U/) +
/
n Z’U/EVQ/\GTLdeiTLt(’U/) H2 (T27 a,v ) =
{por definicion de u3}
= D v e(Sn(Va—{veValendpoint(v)}) H2 (755 @ V' )+ yesny #3(r5, @, V)4 ey #3(r5, a,v') =
{ por propiedades de la sumatoria y dado que VaNV =0 yri ¢ (VoUV)}

= 2 eSn((VaUVU{r })—{veValendpoint(v)}) M3 (T3, @, V)
{por definicion de p% para conjuntos}

= u3(r3,a, SN (VaUV U{rs}) — {v € Valendpoint(v)})) =
{porque V5 = (Vo UV U{ri}) — {v € Valendpoint(v)}}

= py(r3, a, SNOVY)

Subcaso 3.2.2. ((v1,v3) con vy € Vi y vy € V3)

Wi (01,0, 8 N V) =

{porque Vi* = (Vi UV U{ri}) — {v € Vilendpoint(v)}}

= ui(v1,a, SN (ViuV U{ri}) —{v € Vilendpoint(v)})) =
{por definicion de pj para conjuntos}

= D v eSn((ViUVU{r: })—{veVi [endpoint(v)}) M1 (V1, @, V") =

{ por propiedades de la sumatoria y dado que ViNV =0 yrf ¢ (V1 UV)}

= D v eSn(Vi—{veVilendpoint(v)}) M1 (V1 @ V) +D e gy 11 (V1 @, V)43 egngery 1 (V1 a,0") =
{por definicion de p }

= D eSA(Vi—{veVi|endpoint(v)}) M1 (V1 @ V) + 300 ey nendpoint(vr) P (V15 @, V') =

{porque g1 ~P" go atestiguado por R y por la forma de R, vemos que SN((V1UVa)—{v €
(V1 U Va)|endpoint(v)}) es clase de equivalencia de R}

— / N —
- Zv/ESﬁ(ng{UEVQ|endpoint(v)}) ,LLQ(UQ, a,v ) + Zv/GVQ/\endpoint(v/) H2 (’Ug, a,v ) -
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{por definicion de p }
= Ev/ESm(VT{ueVQ|endpomt(u)}) 13 (v2, a, V)43 esnv 13 (v2, @, U/)+Zv/€Sﬂ{r§} p3(v2, a,v') =

{ por propiedades de la sumatoria y dado que Vo NV =0 yry ¢ (Vo UV)}

= D v eSn((VaUVU{r })—{veValendpoint(v)}) H3(V2, @, V)
{por definicion de pi para conjuntos}

= u5(ve,a, SN ((VaUV U{r;}) — {v € Valendpoint(v)})) =
{porque V5 = (Vo UV U{r;}) — {v € Valendpoint(v)}}

= pi5(v2, 0, SN Vy)
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Capitulo 5

Teoria ecuacional para prBPA*

Hemos senalado como objetivo del trabajo el de construir el Algebra bdsica de procesos
probabilistas con iteracion (prBP.A*) con una axiomatizacion consistente. Para este obje-
tivo, a lo largo del trabajo hasta aqui realizado, hemos presentado la signatura del algebra;
luego propusimos un modelo para ella basado en equivalencia de bisimulacién y probamos
que la bisimulacién es una congruencia para los operadores de prBP.A*. Esto nos lleva
entonces a que la prueba de consistencia se trate de verificar la propiedad s6lo para los
axiomas. Por ello dejamos para este capitulo la presentacion del sistema de axiomas y la
prueba de consistencia.

5.1. Sistema de Axiomas

El Cuadro 5.1 contiene un sistema de axiomas para prBP.A*. Este sistema esta com-
puesto por los axiomas prAl-5 para prBP.A de Baeten, Bergstra y Smolka [BBS95] y los
axiomas prBKS1-3 para el operador de iteracién probabilista, que obtuvimos al trabajar

sobre los axiomas BK S1-3 para BPA* de Bergstra, Fokkink y Ponse [BFP|. Las variables
x,y y 2z en los axiomas toman valores de la colecciéon de términos de procesos.

prBPA*
x? y7 z;
THzy = Yta-mn prAl
Thr(Yt+p2) = @+ = Y) Faipmpz Pra2
THrxr = = prA3
(x+7y)z = zz2+7y.2 prA4
(xy)z = x.(y.2) prAb
r(r*y) +ry = ay prBKS1
' (y.z) = (x*7y).z prBKS2
z* e (y.((x+,y)"2) +M z) = (x+,y)"z prBK S3
—7p

Cuadro 5.1: Teoria ecuacional para prBPA*

El axioma prAl expresa la conmutatividad de la composiciéon alternativa probabilista.
Establece que la eleccion entre x e y con probabilidad 7 es lo mismo que la eleccion entre
y v x con probabilidad 1 — 7. El axioma prA2 expresa la asociatividad de la composicién
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alternativa probabilista: nos dice que elegir primero entre = e (y + z) con probabilidad 7
y luego entre y y z con probabilidad p es lo mismo que elegir primero entre (z +y) y 2
con probabilidad 7+ p — 7p y posteriormente entre x e y con probabilidad /(7 + p — 7p).
El axioma prA3 expresa la idempotencia de la composicion alternativa: la eleccién con
probabilidad 7 entre dos instancias de un mismo proceso para su ejecuciéon es lo mismo
que su ejecucion con probabilidad 1 (sin la posibilidad de elegir). El axioma prA4 expresa
la distributividad a derecha de la composicién secuencial sobre la composicién alternativa:
una elecciéon con probabilidad 7 entre x e y seguido por z es lo mismo que una elecciéon
con probabiliad 7 entre x seguido por z e y seguido por z. El axioma prA5 expresa la
asociatividad de la composicion secuencial: nos dice que (x.y) seguido por z es lo mismo
que ejecutar primero x seguido de (y.z). El axioma prBKS1 es la ecuacion de definicion
del operador de iteracion probabilista. Este axioma, al igual que en la versién no probabi-
lista, introduce un desplegado (unfoldig) en la operacion de iteracion, indicando como se
comportan las probabilidades. El axioma pr BK S2 expresa que es lo mismo la composicién
secuencial del proceso que itera = con probabilidad 7 seguido de y con el proceso z, que
la iteracion de = con probabilidad 7 seguido de la composicion secuencial de y con z. El
axioma prBK S3 expresa que el proceso (z*7y).z es lo mismo que iterar x con probabilidad
mp seguido de la eleccion con probabilidad 7(1 — p)/(1 — mp) entre ejecutar la composicion
secuencial de y con el proceso mencionado o ejecutar z.

Una observacion interesante sobre esta teoria es que mientras que en algebra BPA* se
cumple la igualdad z*(z*y) = x*y, probada en la Proposicion 2, en algebra prBP.A* no
podemos decir lo mismo, es decir que no existen 7, p ni « tales que la ecuacion:

2 (2"y) = 2"y

pueda ser derivada en la teorfa. Tomemos al proceso x como la accién atémica a y al proceso
y como la acciéon atémica b y veamos en la Figura 5.1 sus respectivos grafos . Podemos
verificar que ellos no son bisimilares, entonces, dado que nuestra teoria es consistente (ver
seccion siguiente) podemos confirmar que si los grafos de dos términos de proceso no son
bisimilares entonces no es derivable la igualdad entre ellos en la teoria ecuacional.

Taxb

%

Figura 5.1: Grafos de los procesos x*~ (x*ry) y x*oy
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5.2. Consistencia

La axiomatizacion presentada en la seccidén anterior para prBPA* es consistente res-
pecto de la equivalencia de bisimulacién, es decir que si dos términos son iguales en la
teoria entonces también lo son en el modelo propuesto. Verificamos esto con la prueba de
la siguiente proposicion:

Proposicion 4. (Consistencia) Una teoria ecuacional T = (X, E) es consistente con un
modelo A bajo alguna interpretacion ¢, si para todo término s y t generado en X (quizd con
variables libres) se cumple que,

Tt s=timplica que AL F s =t.

Prueba: Dado que hemos probado que la relaciéon de bisimulaciéon probabilista es una
congruencia para los operadores del algebra, bastard con hacer la demostracion de
consistencia solo para los axiomas de la teoria.

Denotaremos con g; al grafo asociado al término ¢, y daremos en cada caso la descripciéon
de los grafos asociados a los términos de los axiomas.

Caso 1. prAl: x4,y =y+a-m T

Por la Definicion 21 los grafos asociados son:

oty =< Vatys Totys Bty > con Vogy = Vo UV, U{raqy} y

y+z =< Viytra, Tyta, yta > con Vyi, =V, UV, U {Ty—i—a:}

La Figura 5.2 nos muestra un esquema de los grafos gr1y Y Gy+a; Y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones:
la superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con Id(Vy) es la relacion
de bisimulacion entre los nodos de g, y la etiquetada con I1d(V,) es la relacion de
bisimulacion entre los nodos de g, .

Gu+y Gy+x

rery Ter:r

T (1 —m) (1—m) Q

1d(Vz)

Figura 5.2: Esquema de relacién de bisimulacion

Mostramos que

49



R = {(rotys Tyta)s (Tysa, Toty) } ULd(Ve) UTd(Vy) U Td({Te 4y, Tyta))

es una bisimulacion probabilista entre gyyy Y gyto- Primero observemos que R es una
relacion de equivalencia. Vemos que se cumple la primera condicion de la Definicion
22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la sequnda condicion para los casos:

. (Tac-l—yvry-i—a:)
v (v,0) € Id(Vy)
w (v,v) € Id(V})

Por la construccion de g1y y de gyt dada en la Definicion 21 vemos que el sequndo
caso es verificado por la relacion 1d(V,); el tercer caso es verifivado por la relacion
I1d(V,)). Entonces solo nos queda mostrar que la sequnda condicion de bisimulacion se
cumple para (Tyqy, rytz), €S decir, queremos probar que:

tay (Tatys @ SNWVaiy) = pyta(Tysa, a, SN Vi), donde S € (Vory UVyia)/R ya € A.

Para ello procedemos de la siguiente forma:
Ha+y (Tx+y7 a, SN Very) =

{porque Vyiy = Va UV, U{rgy}}

= /ﬁa:-i—y("”:v-i-y’ a, SN (V:B U Vy U {T:B-i-y})) =
{por definicion de piyiy para conjuntos}
- Zv/eSm(vzuvyu{rHy}) Mty (Taty, @ 0") =

{porque V.,V y {ry4y} son disjuntos de a pares }

= Zv/ESﬂVm ,Uac-l—y(rac-i—ya a, 'U/) + Zv/ESﬂVy ,Ua:-l-y(rac-i—y’ a, U/) +
ZU’GSO{TI+y} Hao+y(Toty, @, v') =

{por definicion de piyiy }

= 2 wesnv, Tha(re, @, ") + > vesny, (1 =™y (ry, a, v') =

{por m =1— (1 —m) y conmutatividad de la suma }

= Zv'eSmVy(l = M)y (ry; @, 0") + 3 egav, L= (1= M)pa(re, a,0') =
{por definicion de piy4, }

= Zv/gsm/m Myt (Tyta, a;v") + Zv/esm/y oyt (Tyta, a;v') +
ZU’GSO{'I‘erI} Hy+z (Term a, U/) =

{porque V.V, y {ry+a} son disjuntos de a pares}

= ZU,GSO(VyUVzU{TyJFI}) Herw(Term a, UI) =

{por definicion de piy4, para conjuntos}

= fyta(Ty+z,a, S N (Vy U Ve U{ryia})) =

{porque Vyip =V, UV, U{rysa}}

= Hy+z (Term a, SN Vy+x)
Caso 2. prA2: x4+, (y+,2) = (x s Y) Frtp—np 2

Por la Definicion 21 los grafos asociados son::
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Jot(y+2) =< Vot (yt2)s Tot(y+2)s Hat(y+2) > Y
Ya+y)+z =< Viaty)+2 T(aty)+zs H(a+y)+2 > donde
Vx+(y+z) =V UVyi U {"”x+(y+z)}7

Vyrz =Vy UV U{ryp:},

Vieryts = Vary UV U{r g2} v
Very =Va UVy U{reyy}

La Figura 5.3 nos muestra un esquema de los grafos g,y (y1z) Y G(aty)+=; Y NOS permite
ver una posible relacion de bistmulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones:
la superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con Id(Vy) es la relacion de
identidad en los nodos de g, la etiquetada con 1d(V),) es la relacion de identidad en
los nodos de g, y la etiquetada con 1d(V) es la relacion de identidad en los nodos de
9z

Ja+(y+2) 9(z+y)+2

Ta+(y+2) T'(z+y)+=z

S~ T

Id(V,) Id(v,)  I1d(V,)

Figura 5.3: Esquema de relacién de bisimulacion

Mostramos que

R= {(Tx+(y+z)vr(x+y)+z)v (T(ery)Jrzv Ter(erz))} U Id(va:) U Id(vy) U Id(vz) U
Id({ra:-l—(y—i—z% T(a:+y)+z})

es una bisimulacion probabilista entre goi(y1z) Y G(zty)+-- Primero observemos que
R es una relacion de equivalencia. Vemos que se cumple la primera condicion de la
Definicion 22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la sequnda condicion para
los casos:

" (Tx+(y x+y)+z)
» (v,0) € Id( )
= (v,0) € 1d(Vy)
» (v,0) € 1d(V)
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Por la construccion de g, (y+z) Y € §(z4y)+- dada en la Definicion 21 podemos observar
que el sequndo, tercer y cuarto caso son verificados por las relaciones 1d(Vy),Id(V,) e
Id(V,) respectivamente. Por lo que sélo nos queda mostrar que la sequnda condicion de
bistmulacion se cumple para el primer caso. Es decir, queremos probar que

H$+(y+z)(r$+(y+z)a a, SN V$+(y+z)) = H(w—l—y—l—)z(r(:v-i-y-i-)za a, SN V(a:-i—y-i—)z)
donde S € (Vi (yt2) U Vigsy)+2)/R y a € A.

Para ello procedemos de la siguiente forma:
Pt o) (Mot (y+2), 6 S 0 Vit (y+2)) =
{porque Vx+(y+z) =VoUVyq: U {Tx+(y+z)} }
= Bt (y+2) (ot (y42)0 6 S O (Ve U Vs U{ray (yi0) 1)) =
{ por definicion de piy(yy.) para conjuntos }
= Zv/ESﬁ(VzUVy+ZU{rm+(y+Z)}) Ko+ (y+2) (T$+(y+z)a a, 'U/) =
{porque Vo, Vo Yy {Top(yt2)} son disjuntos de a pares}
= Lwre(snvy) Pat ) (Mot yt2)» @ V) + Lpresnvyy.) Hat(y+2) (Tat (y+2) @ V) +
Zv’e(Sﬂ{u+<y+z)}) Hat(y+2) (Mot (y+2), @ V) =
{ por definicion de piyq(yiz) }
= Zv’e(Ssz) Tha(re, a,v') + Zv’E(SﬂV +z)(1 = T)py+2(ry4z,a,0") + 0 =
Yy
{porque Vyy. =V, UV, U{ry .t}
= Zv/ESﬂVI T (T2, @, ') + ZU’eSm(Vvazu{ry+Z})(1 — M)y +2(Ty+2, a, v') =
porque V,, V, Tyist Son disjuntos de a pares
{. Yy YTy+ ]
= Zv/e SNVa Tha(re, a,v') + Zv/e savy (L= Tty 2(ry sz, a,0") +
( ) (5NVy)
ZU’G(SI"\VZ)(]‘ — 7T),Ufy+z(7”y+z7 a, fU/) + ZU’E(SO{TerZ})(]' — W)Merz(?”erZ’ a, ’U/) =
{ por definicion de jiy . }
= Zv/e SNV, WU?B(T%@’U’) + Zv/e SNV,) (( ) )/ﬁy(ry’a v ) +
( ) (SMVy)
Z'U G(SOVZ)(l - ﬂ)(l - p):uz(rz’ a,v ) +0=
{ porque ™ = (7 + p — 7p) (o), L —7)p = (w+ p —7p)(1 = (Grp=py)) ¥
(I-m(@—-p)=1—(7+p—mp)}
= Zv/g(vaz)(W‘i‘P—WP)(m)ﬂx( V') +
Zv’e(SnVy)(ﬂ' +p—mp)(1— ( 7r+p ) ))Ny(ryﬂl v') +
D wesnvy (L= (T +p—mp))ps(rz,a,v') =
{ por definicion de fiy4y }
= Zv'e(smvz) (T + p = 7p) oty (Taty, a, V") + ZU’G(SOV )(7T +p = 7p) faty(Foy, a, V') +
Yy
D ove(snfras, ) (TP = TP oty (Taty, a, V") + 3 e(snv,) (1= (T +p—mp))pz(rz, a,v') =
orque V., V, Ty son disjuntos de a pares
{porque Vi, Vy y {rzqy} j p
= Zv/eSm(Vquyu{rHy}) (T+p=7p) -ty Tty @, V' )+ e (snvey (L= (T+p—mp) )z (12, a,0") =
{porque Vyiy = Va UV, U{rgy}}
= ZU,G(SOVQ;J,»y) (ﬂ-—i_p_ﬂ-p)'uler(Tler’ a, U,) +ZU’E(SOVZ)(1 —(m+p—mp))pz(rz, a, U/) =
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{ por definicion de pigiy) 4. }
- Ev/E(SﬂVz+y) M($+y)+2(r($+y)+z’ a, ’U/) + Zv/E(SﬂVZ) ﬂ(:v-i-y)—l—z(r(ac—i—y)-i—z’ a, U/) +
Do e (St oty -h) Flatu) 2Tty 42 @ V) =
{porque Voyy, Vo y {7(z4y)+-} s0n disjuntos de a pares}
= Zv’GSO(VI+yUVzU{r(I+y)+Z}) H(zy)+2 (T(a:-l—y)—f—za a, U,) =
{porque V(l"'i'y)-l-z} = Vﬂﬁer uv,u {T(a:-i-y)-f—z}}
= ZU’G(SOV(Z_‘_sz) H(z4y)+2 (T(:B—i—y)—f—za a, U,) =

por definicion de [, . para conjuntos

(z+y)+

= H(z+y)+= (T(a:-i—y)—f—zu a, SN V(g;+y)+z)
Caso 3. prA8:z+,x ==

Sea gpip = gfv + g5, donde gfv, gy Y gz Son grafos representantivos del proceso x y sus
descripciones son las siguientes:

Go = < V1ot >

o = < VIl >

Je = < Vo, 1, > con Vé, VI y Vo disjuntos de a pares.

Por la Definicion 21 gy, tiene la forma:

Jot+z =< Vm+x7 Totaxs botz > CON Verm = Vé U V; U {Terx}

La Figura 5.4 nos muestra un esquema de los grafos geiz Yy gz; Yy nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones:
la superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con Ry es la relacion de
bisimulacion entre g\ y g, la etiquetada con Ry es la relacion de bisimulacion entre g,

Y gz

Jatz 9z

T:t+y

Ry

Figura 5.4: Esquema de relaciéon de bisimulacion

Mostramos que

R = ({(TIJrIv TI)7 (Tﬂﬁa Terx)} U (Rl U RZ)CL U Id({Terxy Tx})
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es una bisimulacion probabilista entre go o y gz, donde () es la clausura reflexiva
y transitiva de un conjunto. Primero observemos que R es una relacion de equivalen-
cia. Vemos que se cumple la primera condicion de la Definicion 22 (de bisimulacion);
entonces nos queda probar la sequnda condicion para los casos:

u (T:terT:r)

[ (Ul,vg) S Rl

= (v1,v2) € Ry
Por la construccion de 9,4, y de g, dada en la Definicion 21 podemos observar que el
sequndo y tercer caso son verificados por las relaciones Ry y Ro respectivamente. Por
lo que sdlo nos queda mostrar que la sequnda condicion de bisimulacion se cumple para

el primer caso. Es decir, queremos ver que:
tota(Totz, @SN Vity) = pg(re,a,SNVy) donde S € (Vg UVE)/R ya € A,

Para ello procedemos de la siguiente forma:
M+ (T:D-i-.ra a, SN Vw—f—az) =
{porque Vi = VEUVI U {reia}}
= fota(Totz, @SN (Vé UVS U{retal})) =
por definicion de pz1. para conjuntos
Jr
= Zv'e(Sn(vgguv;u{rIﬂ})) Haota(Tota, @, V') =
porque VL VT y {rpia} son disjuntos de a pares
) Vx +
= Zu’e SNV /~L:t+x(7'x+x7 a, UI) + ZU’E SAVT Hm+x(""w+x; a, U’) +
(snvi) (Snviy)
Zv’e(Sﬂ{rIﬂ}) to+a(Tote, a,v') =
{por definicion de fiyiy}
= Y uesnvt) THE (T a,0") + 3 e sy (1= Mg (75, a,0") +0 =

{por g.. ~ g, atestiguado por Ry y g- ~ g, atestiguado por Ry y porque SN (VI U V)
es clase de equivalencia de Ry y SN (V) UVy,) es clase de equivalencia de Ry }

= ZU’G(SOVZ) T (e, a, ') + ZU’G(SQVZ)(l — M)z (T, a,0") =
{por aplicacion de operaciones matemdticas}

= ZU’G(SQVI) ta (e, a, U/) =

{por definicion de p, para conjuntos }

= pz(re,a, (SNVL))

Caso 4. prAj: (x+ry)z =22+, y.2

Sea Y(z+y)z = Ga+y-9z Y Guztyz = Joz + Gyz CON Gpz = gw'glz Y 9yz = gy-g donde g, g,lz
y g2 grafos representativos del proceso z.

Por la Definicion 21 los grafos mencionados tienen la forma:
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Y(z+y)z — < ‘/(x-l—y)w Tatys H(z+y)z >

Jrztyz = < V:chryZa Teztyzs Hoztyz >
Jzz = < Vi, "o, az >
Gyz = < Vyza Ty, Hyz >
9z = < Vza T2y Mz >
A= <Vieis
9z = <Virip;>
donde
Vieryz = (VaryUV2) —{v € Voyylendpoint(v)}
Very = Vx U Vy U {Tery}
Va:z-l—yz = V;Bz ) Vyz U {T$z+yz}
Vi = WOV~ v e Vilendpoint(v))
V= = (V,uV]) —{v e Vy|endpoint(v)}

La Figura 5.5 nos muestra un esquema de los grafos g(y1y). Y Guz+yz=; Y n0S permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la
superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con Id(V,) es la relacion de
bisimulacion entre los nodos de g, la etiquetada con 1d(V,) es la relacion de bisimu-
lacion entre los nodos de gy, la etiquetada con Ry es la relacion de bisimulacion entre
9. y gL y la etiquetada con Ry es la relacion de bisimulacion entre g, y g".

9(x+y)z Jrz+yz

T:v-i—y sz—f—yz

s (1—m) 1d(V,) T (1—m)
/‘ 1d(Vy)

Ry

Figura 5.5: Esquema de relaciéon de bisimulacion

Mostramos que

R= {(Tac—i—ya Tacz-l—yz)a (Tacz—i—yza T$+y)}UId(Va:)UId(Vy)U(RIUR2)CLUId({T$+ya Ta:z-l—yz})

(_)CL

es una bisimulacion probabilista entre gyy). Y Guztyz, donde es la clausura
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refleziva y transitiva de un conjunto. Primero observemos que R es una relacion de
equivalencia. Vemos que se cumple la primera condicion de la Definicion 22 (de bisi-
mulacion); entonces nos queda probar la sequnda condicion para los casos:

* (Totys Toztyz)
(v,v) € Id(V,)

w (v,0) € 1d(Vy)
(
(

U1, UQ) S Rl
U1, UQ) S R2
Por la construccion de g(y4y). Y de gzzty. dada en la Definicion 21 podemos observar
que el cuarto y quinto caso son verificados por las relaciones Ry y Ry respectivamente.

Por lo que sélo nos queda mostrar que la sequnda condicion de bisimulacion se cumple
para los tres primeros casos. Es decir, queremos ver que:

H(w—l—y)z(rerya a, SN V(ac—f—y)z) = Uaztyz(Toztyzs @S N Vazyys),

Paty)= (Vs @ S N Viggy).) = Paztyz(v,0, S N Vizgy,) con (v,v) € 1d(Vz)
N(x+y)z(”7a7 SN V(ery)z) = Paztyz(V, @, 8 N Vizyy:) con (v,0) € Id(Vy) y
donde S € (Vigiy): UVizyy:)/Ryac A

Para ello procedemos de la siguiente forma:
Subcaso 4.1. (ryiy, Taztyz)
N(z+y)z(7"x+yv a, SN V(ac+y)z) =
{por definicion de {i(y,). para conjuntos }
= D eSViasy), Haty)z(Taty, 6, 0) =
[ porgue Vigy . = (Vasy UV2) — (v € Vasylendpoint(v)}}
= Zv/ESﬂ((VI+yUVZ)f{U€VI+y|endpoint(v)}) [i(a+y)z Ty, a, V') =
{porque Vyiy y V. son disjuntos }
= Zv/e(m(vz+y—{vevz+y|endpoz’nt(v)}) :“(Hy)z(rw-i—yv a,v') + Zv’eSsz :“(Hy)z(rfc—i-y’ a,v') =
{porque si SNV, # ) entonces por definicion de pi(giy)> 5610 fi(zyy).(Tzyy,a,72) >0}
= D €SN (Vasy— [0EVa 1y lendpoint(v)}) Haty)z (Tatys @ V) + Wiaiy)s (Tagy, a,72) =
{por definicion de pi(yiy). }
= D €SN (Vasy— [0EVarylendpoint(v)}) Moty (To+ys GV )FD0ev, o aendpoint(vr) Haty(Taty, a, V') =
{porque Vyiy = Va UV, U{rgyy}}
= 2w ESN((ValVy Ul sy )~ (0E(Va UVy U sy Dlendpoint(v)}) Ha+y (Ta+y, a5 V') +
v/ €(VeUVyU{raty }) Aendpoint(v') Haty(Toty, a,v') =
{porque Vy, Vy, y {ry4y} con disjuntos de a pares}
= Zv/gsm/m Pty Tty @, U/)+Ev/eSmVy Pty (Tatys @, ’U/)—i_Zv/ESO{rIJ,_y} Paty(Tzty, @, V') =
{por definicion de piyiy }
=D wesav, ThHa(re, a,v") + X yegay, (1 = m)py(ry, a,v") + 0 =

{separando la sumatoria en subconjuntos disjuntos }

o6



= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoz'nt('u)}) T g (Tﬂ“ a, U/) + Zv’eSﬂVerndpoint(v’) T (Tﬂ“ a, U/) +
/ /
ZU’GSO(Vy—{UEVy|endpoint('u)}) (1_7T)/“”y (Ty’ a,v )+Zv’€SﬂVyAendpoint(v’) (1_7T)Hy (Ty7 a,v ) =

{por definicion de iy, y fby}

- Z’v/ESO(Vz*{UEVm\endpoint(v)}) Tz (’I”x, a, UI) + Ty (’I”x, a, rlz) +
Zv/eSﬂ(Vyf{’vGVy|endpoint(v)})(1 - W)Myz(ryv a, U/) + (1 - W)My(ryv a, T‘g) =

{por definicion de iz Yy poyz }
= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoz‘nt(v)}) Ttz (T2, a,0") + ZU’GSOVZZ Tz (12, a,v') +
/ /
v/ESﬂ(Vyf{’vGVy|endpoint(v)})(1 - W)Myz(Ty, a,v ) + Z’v/ESﬁVZT(l B ﬂ)uy(rlﬁ a,v ) =
{porque V, NVl =0y VNV =0}
= Zv/ESﬁ((VmUVZl)f{UEVI|endpoint(v)}) T gz (re, a,0') +
/
’v/ESﬁ((VyUVZT)f{UEVy|endpoint(v)})(1 - ”)Uyz(ry’ a,v ) =
;’porque Vo = (VuUV)—{v € V;|endpoint(v)} y V,. = (V,UVI)—{v € V, |endpoint(v)}
= ZU,GSOVCL‘Z Wuxz(T‘x, a’ /U,) + Zv’eSﬂVyz(l - ﬂ-)uyz(ryv a’ /U,) =
{por definicion de i1y}
= Zv/eSme U$2+y2(7”:cZ+yza a, U/) + Zv/gsm/yz Mmz-‘,—yz(rwz—i—yz’ a, Ul) +
Zv’eSm{rmHyz} Paztyz (Tzatyz @, V') =
{porque Vs, Vo y{T024y-} son disjuntos de a pares}
= Zv/eSm(VuUVyzu{rzzﬂz}) Hoztyz(Taztyz, a, V') =
{por definicion de piy.1y. para conjuntos}
= Mmz-{—yz(rwz—kyz’ a, SN (sz U Vyz U {Twz—l—yz})) =
{porque sz—f—yz =V U V;;z U {T:Bz-i—yz}}
= sz+yz(7':tz+y27 a, szerz)
Subcaso 4.2. (v,v) € Id(Vy;)
H(x+y)z(v7 a, SN ‘/(ery)z) =
[porgue Vigsgys = Vary UV) — {v € Varylendpoint(v)} ]
H(a49)2 (0,0, 8 O (Vieyy UVZ) —{v € Voyylendpoint(v)})) =
{por definicion de p 4.y, para conjuntos }
= Zv/ESﬁ((Vz+yUVZ)*{v€Vz+y|endpoint(v)}) 'u(if-i-y)Z(U’ a, ’U/) =
{porque Vypy NV, =10}
= ZU’GSO(Vz+y—{UGVm+y\endpoz'nt('u)}) H($+y)z(v’ a, U/) + ZU’GSOVZ H($+y)z(v’ @, U/) =
{porque si SNV, # ) entonces por definicion de pi(zqy). 5610 fi(giy)z(Taty,a,72) >0 }
= ZU’GSO(Vz+y—{UGVI+y\endpoz'nt('u)}) H(I+y)z(v7 a, U/) + H(x+y)z(v7 a, Tz) =
{por definicion de fi(y4y). }
= Zv/ESﬁ(Vz+y7{U€Vz+y lendpoint(v)}) Ha+y (7), a, U/) + ZU’EVI_;,_y/\endpoint(v/) MIJFZU(U’ a, U,) =
{porque Vyqy = Vo UV, U{ryy} }
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= D eSN((VaUVy Ufrasy ) [0E(VaUVy Ufrasy Dlendpoint(v)}) Haty(V; @, ) +
v €(VaUVyU{rsty })Aendpoint(v') 'U’Ier(U’ a, U,) =
{porque Vi, Vi, y {rs4y} son disjuntos de a pares }
= ZU,GSO(V:E_{'UGVI lendpoint(v)}) Ha+y (7), a, v/)+ZU’ESﬂ(Vy—{UGVy |endpoint(v)}) :U’Ier(v? a, UI)—i-
/ /
Zv/ESﬂ{rI+y} Haty (U’ a,v ) + Zv/EVm/\endpoint(v/) Haty (U’ a,v ) +
v’ €VyAendpoint(v') ,u$+y(’U, a, U/) =
{por definicion de piyiy }
= Evfe(Sm(vr{vevz|endpomt(u)})) ta (v, a, U,)—i_zv’e(Sﬂ(Vyf{UEVy|endpoint(v)})) ty (v, a,v")+
v'€Vy Aendpoint(v') He (U’ a, Ul) + Z’U’EVy/\em7lpoz‘nt('u/) uy(v, a, 'U/) =
{por definicion de p,. y de p,. }
= Z:'U’ES'I’W(VQC {veV; |endpoint(v)}) Hmz(v a U,) +
praz(v, @y 7 )) + Zv reSN(Vy—{veVy|endpoint(v)}) Hyz(va a, U,) + Hyz(va a, ""2)) =
{por definicion de . y de p,. }
- Zv/ESﬂ(Vz*{UEVz\endpoint(v)}) foz (v, a,0") + Zu'eSmVZl fzz (v, a,0")) +
/ /
v’ eSN(Vy—{veVy|endpoint(v)}) uyz(v, a,v ) + Zv/ESﬁVZ’“ Myz(va a,v )) =
{porque V, NVl =0y VNV =0}
= Zv/ESﬁ((VmUVZl)f{UEVI|endpoint(v)}) fz(v, @
Zv/ESﬂ((VyUVZT)f{UEVy|endpoint(v)}) ty=(v, @, v
{porque V., = (V,UV))—{v € V,|endpoint(v
= Zu 1€SNVys Nwz(v a,v ) + Zv €SNV, ,Uyz(
{por definicion de fipoty. }
= 2 veSnvy, Hazyz(0, @, v/)+ZU’€SﬂVyZ Haztyz(V, a, U,)+Zv'eSm{rzz+yz} Hoztyz(v,a,0") =

{porque Vyz, Voo y {rpzqy=} son disjuntos de a pares}

’U)+
N =
)

Yy V. = (VUV])—{v € V,|endpoint(v)}}
a,v') =

= D o ESN(VasUVyoUfrassy. }) Paztyz (v a,0') =
{por definicion de fiy.1y. para conjuntos }
= Moty (V0,8 N (Vor U Vs U{raagy: ) =
{porque Vioyyz = Vo UV U{reaqy-}/

= Hoztyz(V,0, 9 N Vizpy:)

Subcaso 4.3. (v,v) € Id(V})

La demostracion de este caso es similar a la anterior.
Caso 5. prAds: (x.y).z = x.(y.2)

Los grafos representativos son:

Iay): =< Viey)zs Tos Bay)z > Y

Ja(yz) =< Va(yz)s "o Ba(yz) >

La Figura 5.6 nos muestra un esquema de los grafos (zy). Y Gu(yz); Y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la
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superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con I1d(V,) es la relacion de
bisimulacion entre los nodos de g, la etiquetada con Id(Vy) es la relacion de bisimu-
lacion entre los nodos de g, y la etiquetada con 1d(V,) es la relacion de bisimulacion
entre los nodos de g, .

Y(zy)z Iz (yz)
9 [d(V.) 9
9y 1d(V,) 9,
9 [d(V) 9

Figura 5.6: Esquema de relaciéon de bisimulacion

Por la construccion de g(y). y de gy(y2) dada en la Definicion 21 podemos observar que
ambos grafos son isomorfos y como consecuencia bisimilares.

Caso 6. prBKS1: z.(x* y) +,y = 2™y

Sea Go(zey)+y = Gu@*y) T Jys Gu(@ry) = Jo-Gary Y Gary = Gu" gy donde g;., g. son grafos
representativos del proceso T y g;,gy son grafos representativos del proceso .

Por la Definicion 21 los grafos mencionados tienen la forma:

Jo@y)y+y = < Va@ryty Tz y)+y o y)+y >
Ioay) = < Valry)s Vo Ha(ary) >
Gr*y = < Vx*yy Tx*ys Hx*y >
g = <Virha>
9y = < Vy,ry, >
gz = < V$7 Txy Uz >
9y = < Vy,ry, py >
donde
Vaeepby = Vataey) U Vy UlTa@eoy) 4y}
Va(z*y) = (V}U V) — {v € V]|endpoint(v)}
Viry = (VpUV,) —{v € V,]endpoint(v)}

La Figura 5.7 nos muestra un esquema de l0s grafos gu(z«y)4y Y Gury; Y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones:
la superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con Ry es la relacion de
bisimulacion entre gl y g., la etiquetada con Ro es la relacién de bisimulacion entre
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g; Y gy, la siguiente relaciona la raiz del subgrafo g, indicado por la linea de puntos
con la raiz del sequndo grafo, la etiquetada con Id(V,) es la relacion de bisimulacion
entre los nodos de g, y la etiquetada con 1d(V})) es la relacion de bisimulacion entre los
nodos de g,.

T'z.(z*y)+y

Figura 5.7: Esquema de relaciéon de bisimulacion

Mostramos que

R = {(r T (x*y)+y> Ta* ry), (TI*97T$($*y)+y)7(TJC*ZJ’Tl“*y)} U Ry U Ry U Id(V,) U Id(Vy) U
({’I” :c y +y})

es una bisimulacion probabilista entre gy (y«y)1y Y gury- Primero observemos que R es

una relacion de equivalencia. Vemos que se cumple la primera condicion de la Definicion

22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la sequnda condicion para los casos:

Tax(xry)+ys To* y)
Ul,vg) S Rl
U1, V2 ) € Ry

.
.
B (Tyxy, Tp* y)

v,0) € I1d(V,)
v,v) € 1d(V})

(r
(
(
(
= (
(

Por la construccion de g,(z+y)+y Y de gz+y dada en la Definicion 21 podemos observar
que el tercer caso es verificado por la relacion Ro; ademds notemos que el subgrafo
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indicado por la linea de puntos es isomorfo al sequndo grafo y como consecuencia bisi-
milar a éste, por lo que nos queda mostrar que la sequnda condicion de bisimulacion se
cumple para los dos primeros casos. Es decir, queremos ver que:

/ﬁx(ac*y)-i-y(rw(x*y)—i—y’ a, SN Vaz(w*y)-{-y) = ,Uw*y(ra:*ya a, SN V$*y) Y
Pa(ary)4y (V15 @ S N Vogeyyy) = pary(v2,a, 8 N Visy) con (vi,v2) € By
donde S € (Vygry)1y U Very) /R y a € A.

Para ello procedemos de la siguiente forma:

Subcaso 6.1. (75(z+y)4ys Ta*y)

Ha(ay)ty (Ta@ey)+ys @5 0 Vagery)1y) =

{porque Vw(az*y)-i—y = Va(z*y) U V;;/ U {Tw(x*y)-l-y} }

= Ha(zry)+y (To@oy)+yr & S N Vaery) U Vy U{ra@ey)1y})) =
{por definicion de fiy(y+y)4+y Para conjuntos}

= Zu'eSm(Vz (42 OV a x4y D) Ha(zy)+y (To(ary)+y, @ V') =

{porque V, V) Y {Ta(z=y)+y )} s0n disjuntos de a pares}

(z*y)
- Ev/GSﬂVz(z*y) ul(w*y)er(T:r(w*y)erv a,v') + Zv/eSmVy/ luw(ét*y)er(rx(x*y)er’ a,v') +

o ES ra ey sy} Pala )y (Ta@y)4ys 0, V') =

{por definicion de fiy(z=y)+y }

Tha(ary) (T, V") + ZU’GSﬂVé(l — ) iy (1, 0, 0") + 0 =

(@) = (Vo U Vi) —{v € Vj]endpoint(v)} }

= Zv/ESﬂ((VJUVz*y)7{v€Vz’|endpoint(v)}) ”Mm(x*y)(ré’a,v )+ eSmV/(l W)My(r a,v') =
{porque V) N Vyey =0}

= ZU’GSO(VI’ {veV!|endpoint(v)}) THa(z*y) (rea,v') + ZU’GSF‘IVI*y Ty () (T @5 V") +
Ev'esrwvy'(l — )y (ry, a,0") =

gporque 81 SN Vyey # 0 entonces por definicion de fiygey) S610 fig(gey) (75, @, Tpxy) > 0
=D wesn(vi— (weVyendpoint(v) ) T (T @ V") + Ty (T, @y Tamy) +
S oresouy (L= Mo (4 a, ') =

{por definicion de piy ey }

= Z’UIESQVI(Z *y)

{porque V,

= ZU’GSO(VI’ {UGV’\endpomt( ) 7T/J,ft (TL/B’ a, U/) +m Zv’eVéAendpoint(v’) 'U’fr (T:/w a, U/) +
> wesnvy (1= m)py (ry, a,v') =
jlpr’l”q’U/e ZU’GVI//\endpoint(v’) M:/B(T./T’ a, U/) = 251G{ve(Vm’UVz)|endpoint(v)}/R1 ZU’GS}OVJ lu.lr (T.IW a, ’U/)
= ZU’GSO(VI’—{UGVLK\endpoz'nt('u)}) ﬂ-:u’/w(r;lm a, U,) +

!/ / / !/ /
7T(ZSIe{ue(v;guvm)|endgmmt(ru)}/Rl Zv/eszmv; pig (1 as ')+ esmﬂ(l 7T)/~‘y( V) =
{porque g, ~P" g, atestiguado por Ry y g, ~*" g, atestiguado por Ry y SN ((VyUVy)—
{v e (ViU Vy)lendpoint(v)}) es clase de equivalencia de Ry y SN (V,;UV,) es clase de
equivalencia de Ry }
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- ZU'GSO(Vz—{UGVI\endpoz'nt('u)}) T e (T, a,v') +
! /
T(D_ 5, e{ve(VIUVa) endpoint(v)} /Ry 2w €Sanvi Mo (T2 @, V) +D e gy, (1=m)py (ry, a,v') =

A /
{porque ZU’EVI/\endpoint(v’) Mﬁ?(rif’ a,v ) - ZSIE{UE(VI’UVI)|endpoint('u)}/R1 ZU’ESIOVI Ha (7“;3, a,v )

/

= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoz'nt(
Zv/ESmVy(l — ) py (T, @, V'

{por definicion de iz, }

V) THa (Txa a, U,) +7 Zv’eVerndpoint(v’) Ha (Tx’ a, U/) +

o

= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoz'nt('u)}) Nw*y(rx*w a, U/) + :U’I*y(rw*y? a, Tl*y) +
Zu’eSmVy /J/:t*y(rx*m a, UI) =

{porque 1y(zey)1y Y Tary estan en la misma clase de equivalencia}

= D 0 eSN(Vs—{veVa endpoint(v)}) Ha*y(Tary, @, V") + Do eSn ey} Hary(Tary, @, ') +
Zu’eSmVy /J/:t*y(rx*m a, UI) =

{porque V., V,, y {ry=y} son disjuntos de a pares}

= Zv/ESﬁ((VmuvfyU{rz*y})7{v€Vm|endpoint(v)}) lu$*y(r33*y7 a, ’Ul) =

{por definicion de i+, para conjuntos}

= Upry(Tary, @, SN (Ve UV —y U {ryey}) — {v € V|endpoint(v)})) =
{porque Vyry = (Va UV —y U {1y }) — {v € Vy|endpoint(v)}}

= Mm*y(rw*y’ a, SN Vaz*y)

Subcaso 6.2. (vi,v2) € Ry

Mw(x*y)er(Ul? a,SnN Vx(x*y)er) =

{porque Vi(oey)ry = Vagery) U Vy U{Ta@ey)+y}

= ux(:t*y)er(vh a, SN (Vx(x*y) U Vy/ U {Tx(:t*y)er})) =

{por definicion de fiy(y+y)4y para conjuntos }

= ZU’GSO(VI(I*y)UVy/U{'I‘I(I*y)er}) Nm(w*y)—i—y(vla a, /U,) =

{porque Vy(zey), Vy Y {Ta(@ry)+y} 00 disjuntos de a pares}

= ZU’GSOVI(I*y) F‘x(x*y)er(Ula a, U,) + ZU’GSQVJ :U’:t(x*y)er(/Ul; a, U’) +
ZU’GSO{TI(I*y)+y} Ha(x*y)+y (7}17 a, U,) =

{por definicion de piy(pey)1y }

= Zv'eSmemy) [z (zy) (V1,0,0") + 0+ 0 =

{porque Vy(p-y) = (ViU Vgey) — {v € V|endpoint(v)} }

= ZU’GSO((V;UVIW)—{UEVZ’|endpoint('u)}) Hoa(z+y) (vl’ @, UI) =

{porque V, N\ Vyey =0}

- Zv/ESﬁ(Vz/f{UEVm/\endpoint('v)}) Ha(z*y) (Ul? a, U/) + ZUIESﬂVz*y Ho(zy) (Ul? a, U/) =

{porque si SN Viy # 0 entonces por definicion de fiy(zeyy 5610 fiy(gey) (V1,5 Tpry) > 0
}

- Zv/ESﬁ(VI/f{UEVlZ\endpoint(v)}) M:/D (Ulv a, UI) + Hoz(x*y) (Ul’ a, Tw*y) =
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{por definicion de piy ey }
= Zv/ESﬁ(Vz/f{UEVI/\endpoint(v)}) lui/v (vh a, ’U/) + ZU’EVggAendpoint(v/) :uz/v (vl? a, UI) =

gporque ZU’EVZ’Aendpomt(v’) H;(Uh a, U/) = ZSIG{UG(VZ’UVI)\endpoint('u)}/R1 ZU’GSIOVZ’ H;E (7)1, a, U,)

= Zv/ESﬁ(Vz/f{UEVI/\endpoint(v)}) lui/v (vh a, v/)—l_ZSzE{UE(VTfUVz)\endpoint(v)}/]h Zv/ESa;ﬂVI’ lui/v (v17 a, ’U/)
{porque g, ~P" g, atestiguado por Ry y porque SN((VUV,)—{v € (VJUV,)|endpoint(v)})

es clase de equivalencia de Ry }

= Zv/ESﬁ(sz{UEVI\endpoint(v)}) M (’Ug, a, ’U/)—I_ZS@E{UE(VI’UVI)\endpoint(v)}/]h Zv/ESIsz M (’Ug, a, ’U/)

no_ /
{porque ZU’EVerndpomt(v’) Hm(vQ’ a,v ) - ZSIG{UG(Vz’UVI)\endpoint('u)}/Rl ZU’GszﬂVz o (UQv a,v )

}

= Zv/ESﬁ(sz{UEVI\endpoint(v)}) M (’Ug, a, ’U/) + EU’EVerndpoint(v/) M (UQ’ a, UI) =
{por definicion de iz, }

= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoint('u)}) Hm*y(v27 a, UI) + MI*Q(UQ’ a, Tw*y) =

{por definicion de iz, }

= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoint('u)}) Hm*y(v27 a, v/)+ZU’GSﬂVy Hm*y(v27 a, v/)+5umv’€Sﬂ{7’z*y}M$*y(UQv a, U/) =
{porque V., V,, y {ry=y} son disjuntos de a pares }

= Ev/ESﬁ((VzUVy)f{UEVm\endpoint(v)}) :Uﬂc*y(v% a, UI) =

{por definicion de fiz=, para conjuntos }

= gy (v2,a, SN ((Vp UV) — {v € V|endpoint(v)})) =

{porque Vyry = (Va UV —y U {1y }) — {v € Vy|endpoint(v)}}

= ,Ua:*y(v% a, SN Vac*y)

Caso 7. prBKS2: ¥ (y.z) = (x*"y).z

Por la Definicion 21 los grafos asociados son:

Ga*(yz) =< Vx*(yz)?rx*(yz)vux*(y ) >,

Iz y)z =< ‘/(m*y)z’r$*yvu(x*y)z >, donde

Vie(yz) = (Ve UV Udrgeyay}) — {v € Vilendpoint(v)},
Vyz = (V, UV;) — {v € Vy|endpoint(v)},

V($*y)z = (Vw*y U VZ) - {U € VI*Z/
Viry = (Vo UV, U {rg=y}) — {v € Vi |endpoint(v)}

La Figura 5.8 nos muestra un esquema de los grafos gy« (yz) Y 9(a*y)=; Y n0S permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la
superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con Id(V,) es la relacion de
bisimulacion entre los nodos de g, la etiquetada con Id(V,) es la relacion de bisimu-
lacion entre los nodos de g, y la etiquetada con 1d(V,) es la relacion de bisimulacion
entre los nodos de g, .

endpoint(v)} y

Mostramos que

R = {(ra=(yz)s Tary)s (Tarys Tar (y2)) } U 1d(Ve) U Id(V,)) U Td(V,) U Td({7x(y2)s Tary })
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Figura 5.8: Esquema de relacién de bisimulacion

es una bisimulacion probabilista entre g,«(yz) Y (z+y)-- S0lo nos queda ver que se cumple
la seqgunda condicion de la bisimulacion para las raices, pues para el resto de los vértices
es facil ver que por la relacion de identidad también se cumple la condicion. Es decir,
qUETEMOS VeT qUE flyx(yz) (T2 (y2), @S N Vi (yz) = H(ary)z(Tary, @, S 0 Vigey).) donde
S e (Vx*(yz) U V(x*y)z)/R yacA.

Para ello procedemos de la siguiente forma:

yz)

Ha*(yz) (Tx*(yz)a a, SN Vx*(yz)) =

{por definicion de (.. para conjuntos }

(y2)
= Zv/ESﬂVE*(W) o= (y2) (Tx*(yz)a a, ’U/) =
porque Vyx(yz) = (Vo yz U \Tzx(yz)r) — 1V »lendpoint(v
{l |2 (Ve UV U }) = {v € Velendpoint(v)}}
= D e S((VaUVyaUfras (yoy})— (0EVi [endpoint(v)}) Ha(y) (Ta= (y2), @ V') =
orque que V,, V., Tk son disjuntos de a pares
{porque que Vo, Ve y {1y (y2)} son disj de a pares }
= v eSN(Va— (vEVaendpoint(v)}) Ha* (y2) ("= (y2), & V) + 2y, Ha (y2) (Tan(yz): @, V') +
/
V' ES Tk (y2) } o= (y2) (ch*(yz)a a,v ) =
{por definicion de piz«(y.) }
= Zv’eSﬂ(Vz—{veVz\endpoint(v)}) 7T,u$(7“$, a, 'U/) + Zv’eSmVyz(l - W)Myz(rgp a, ’U/) +
™ ZU’EVI/\endpoint(v’) ta(rz, @, UI) =

{porque V,, = (V, UV,) — {v € V,|endpoint(v)} }

= Zv/esmvr{uevm\endpomt(v)}) Tha(ra, @ v/)—i_zv/ESﬁ((VyUVz)f{vGVy\endpoint(v)}) (L=m)pyz(ry, a,v')+

n Zv/EVI/\endpoint(v/) Ha (rl‘a a, UI) =
{porque VyNV, =10 }
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= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoz'nt('u)}) T (Tﬂ“ a, U/)+ZU’GSO(Vy—{UGVy|endpoint('u)}) (1_7T)/“”yz (T?ﬁ a, U/)—l-
ZU’GSOVZ (1 - 7T)/,Lyz (Ty7 a, UI) +m ZU’EVI/\endpoint(v’) Ha (Tﬂ“ a, U,) =
{porque si SNV, # 0 entonces por definicion de p,, solo p,.(ry,a,r;) >0 }

= Ev/es’m(vr{uevm lendpoint(v)}) Tha Tz, @ ’U/)—i_zv/ESﬂ(Vyf{vEVy lendpoint(v)}) (L=m) = (ry, @, v")+

0 Zv/EVm/\endpoint(v/) Mﬂ?(’rﬁ?? a, Ul) + (1 - W)Myz(ry, a, Tz) =
{por definicion de j,, }

= Ev/es’m(vr{uevm lendpoint(v)}) Thta Tz, @ ’U/)—i_zv/ESﬂ(Vyf{vEVy lendpoint(v)}) (=)= (ry, @, v")+

T Ev/EVI/\endpoint(v/) M (Tx’ a, Ul) + (1 B 7T) ZU’GVy/\endpoint(v’) IU?J(TZI’ a, ’U/) =
{por definicion de iz, }

= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoz'nt('u)}) HI*Q(TI*W a, v/)+ZU’ESﬂ(Vy—{UGVy\endpoz'nt('u)}) Hm*y(rx*ya a, U,)—’_

Nw*y(rx*zﬁ a, Tl*y) + ZU’EVy/\endpoint(v’) Nw*y(rw*w a, UI) =

{porque 1y+(y2) Y To+y estan en la misma clase de equivalencia }

= Ev/esmvr{uevm\endpomt(v)}) Loy (Tary, a, U/)—I_ZU’GSH(Vyf{UEVy\endpoint(’v)}) fary (Tamy, a, V') +

Z'U/GSO{'I‘I*y} Mm*y("”az*y’ a, U/) + ZU’EVy/\endpoint(v/) Mﬁ?*y(rif*y’ a, U/) =

gpor definicion de gy, y dado que {v € Vy|endpoint(v)} = {v € Vy=y|endpoint(v)}

= Zv/ESﬁ(sz{UEVm\endpoint(v)}) M(ﬂy)Z(Tif*y’ a, UI)—I_ZU’ESO(Vyf{UEVy|endpoint(v)}) 'u(if*y)z(rx*y’ a, U/)+

D ovesnfryn, ) Fary)z (Tary: V) + Bey): (Temy, a,72) =

{por definicion de p(,-y). y dado que consideramos a fi(z+y).(ray, a,7.) para el caso de

que SNV, £ 0 }

= Zv/ESﬁ(sz{UEVm\endpoint(v)}) M(ﬂy)Z(Tif*y’ a, UI)—I_ZU’ESO(Vyf{UEVy|endpoint(v)}) ,U(a:*y)z(ra:*y’ a, U/)+

ZU/GSﬂ{rm*y} /‘(w*y)z(rw*y’ a,v') + Z@/esmvz :u(a:*y)z(rir*y’ a,v') =

{porque V;, V,,, V., y {ry=y } son disjuntos de a pares entonces (Vy—{v € Vy|endpoint(v)})U
(Vy—{v € Vylendpoint(v) } ) U{ryy UV, = ((VoUV,U{rexy })—{v € Vi|endpoint(v)})—
{v € Vylendpoint(v)}) UV, = (Vo= U VL) — {v € Vpeylendpoint(v)} }

= ZU’GSO((VI*yUVZ)—{UGVI*y|endpoint('u)}) H(I*Q)Z(Tﬂ”*y? a, U/) =

{porque Vigeyy, = (Vo UVL) — {v € Visylendpoint(v)} }

= Ev/ESm‘/(I*y)z /L($*y)z(r$*y7 a, ’Ul) =

{por definicion de pz+y). para conjuntos }

= M(x*y)z(r.r*yv a, SN ‘/(x*y)z)
Caso 8. prBKS3: z* (y((x +,4)*" 2) +=0-p 2) = (x +,y)*" 2

1—7p

Sean
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I (y(@ty) )4z = 92 Gy((e+y) )+

Iyt =yrz = Gy((ery)z) o0 O
Iy((@+y)*2) = Gy Yty

I(z+y)*2 = gxlygz

9ty = Gz Tp Gy

donde g, g son grafos representativos del proceso x, g;,gy son grafos representativos
del proceso y y ¢, g. son grafos representativos del proceso z.

Por la Definicion 21 los grafos mencionados tienen la forma:

Jo(y((aty) 2)+2) = < Var(y((aty) 2)+2) Tor (y((e+y)*2)+2)0 Ha (y((@+y) ) +2) >
Jy((z+y)*2)+2 = < Vy(atyr 2t Ty((@ty) =) e Hy((ety) =)+ >
Jy((z+y)*=) = < Viy(aty)r2) Ty Hy((@ty) =) >
I(a+y)*= = < Viety) o Taty)zr Maty) =z >
Jz+y = < Vatys Toty, Haty >
9 = <V, ;, u;
giy = < V’, y,uy
9z = < Vgrguy >
9z = < V;Ba Ty g >
9y = < Vy? Ty, by >
9z = <Vzrz,puz >
donde
Vx*(y((ery)*z)Jrz) = (Vx, U Vy((ery) )tz U {Tx y((z+y)* )+z)}) - {U € V;t/‘endeint(v)}
Vy((e+y) 2)+2 = Vi@tyr2) YV ULry(@y)ea)+2}
Vy((w—l—y)*z) = (V U ‘/(:B-i-y ) {7) S V \endpomt( )}
Vigty)*= = (V$+y UV, U7ty z}) {v € Vyqylendpoint(v)}
Va:-i-y = (V;B U ‘[ZJ) ) {T$+y}

La Figura 5.9 nos muestra un esquema de l0s grafos go«(y((a+y)*2)+2) Y (aty)*z; Y NOS
permite ver una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las
relaciones: la superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con Ry es la rela-
cion de bisimulacion entre g, y g, la etiquetada con Ry es la relacion de bisimulacion
entre g; Y gy, la etiquetada con R3 es la relacion de bisimulacion entre g, y g., la
siguiente relaciona la raiz del subgrafo g(,i,)«. indicado por la linea de puntos con la
raiz del sequndo grafo, la etiquetada con Id(V;) es la relacion de bisimulacion entre los
nodos de g, la etiquetada con 1d(V) es la relacion de bisimulacion entre los nodos de
gy Yy la etiquetada con 1d(V) es la relacion de bisimulacion entre los nodos de g,.

Mostramos que
R = {(Fa=(y((aty)*2)+2) T(oty)* =) (Faty)* 2 Tar (y((ary)*2)+2)) } U R1U Ry U Ry U Td(V,) U
Id(vy) U Id(V ) U Id({rx y((z+y)*2)+2) T(z+y)*z

es una bisimulacion probabilista entre go«(y((wty)*2)+2) Y Y(aty) = Primero observemos
que R es una relacion de equivalencia. Vemos que se cumple la primera condicion de la
Definicion 22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la sequnda condicion para
los casos:

= (T (y((o+y)*2)+2) T(a+y)*2)
L] (Ul, UQ) S R1
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I+ (y((z+y)*z)+2) I(y+a) =

1d(Vz)

Figura 5.9: Esquema de relaciéon de bisimulacion

2}1,2}2) S R2
2}1,2}2) S R3

v,v) € Id(Vy)
v,v) € 1d(V})
v,v) € Id(V)

(

(
= (T(aty)* 2 T(aty) =)

(

(
=
Por la construccion de go«(y((z+y)*z)+2) Y 4€ J(aty)*= dada en la Definicion 21 podemos
observar que se cumple la condicion para el seqgundo y el cuarto caso, ademds notemos
que el subgrafo indicado por la linea de puntos es isomorfo al sequndo grafo y como
consecuencia bisimilar a éste, por lo que nos queda mostrar que la sequnda condicion
de bisimulacion se cumple para el primer y tercer caso. Es decir, queremos ver que:

M (y((a+y)* 2)+2) (Tar (y(@+y)*2)+2)0 G SOWar(y(aty)*2)+2)) = Baty) 2 (T@ty) zr & SNV py)-2)
Yy

Mx*(y((:c+y)*z)+z)(v17 a, vax*(y((ery)*z)Jrz)) = M(:Hy)*z(v?v a, Sﬂv(:chy)*z) con (Ulv UQ) €

Ry

donde S € (Vx*(y((x+y)*z)+z) U VY(:chy)*z)/R yacA.
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Para ello procedemos de la siguiente forma:

Caso 9. (T:v*(y((:n+y)*z)+z)7 T(a:-i—y)*z)
Ha(y((@ty)* 2)+2) Tz (@ +y) 2 +2)) G S N Var (y((@ty)2)+2)) =
{por definicion de fig«(y((z4y)*2)+2) Para conjuntos}
= SNV (g (st oran) Ha* W((at9) 2)42) (T2 (y(ay) 2)42)s 4 V) =
{porque Vo (y((e ) 2)+2) = (VaUVy(atp) )+ (y(@tw) )42 ) —{v € Vi]endpoint(v)}}
= Zv/ESﬁ((Vaguvy((z_‘_y)*z)_‘_ZU{rI*(y((z+y)*/z)+z)})7{v€Vm’|endpoint(v)})
Ha(y((@ty)* 2)+2) (T (@ +y)e2)42), G V) =
{porque Vi, Vi (ziy) 2)+2 U {72 (y((+y)*2)+2)} son disjuntos de a pares }
- Z’v '€ SN(V!—{veV!|endpoint(v)}) H *(y((ery) z)+ )( w*(y((erly)*z)Jrz)? a, U/) +
V' ESNVy (wty)*2)+2 Ha* (y((z+y)* )( y((z+y)*2)+2)) @ U ) +
N _
v/esm{rz*(y((z+y)*z)+z)} Mw*(y((ery) Z)+Z)( T (y((x+y)*z)+z)’a’v ) -
{por definicion de piy«(y((wty) 2)+2) }
- Zv/ESﬁ(Vz/f{UEVI/\endpoint(v)}) WPM;(T;, a, U/) +
Zv/eSmVy((z+y)*z)+z(1 - Wp)/‘y((z—i—y)*z)-i—z(Ty((a:—i-y)*z)+za a, 'U/) +
TP ZU’GV{/\endpoint(v’) :ufr (7“;, a, U/) =
{porque Vy(wry) )2 = Vy(wy)2) Y V2 UATy(@ry) )42t
= ZU’GSO(VI’—{UG\/;K\endpoz'nt('u)}) ﬂ-puas(ra:? a,v ) +
/
U,GSO(Vy((ery)*z)UVZ,U{Ty((z+y)*z)+z})(1 - ﬂ-p)uy((l‘i’y)*Z)+Z(Ty((w+y)*Z)+2'7 a,v ) +
T ZU’EVI’/\endpoint(v’) ,LL;(T‘, a U,) =
porque (V,((z V Y A{ru((x .} son disjuntos de a pares
y((z+y)* 2 y((z+y)*2)+
= Zv/ESﬂ(Vz/f{UEVI/\endpoint( ) Wp/ﬁx(’l” ) @, U/) +
Zv/ESﬂVy((I+y)*z) (1 - ﬂ-p)uy((x‘i’ ) ) (7“ ((Ier)*Z)JrZ? a’? /U/) +
Zv/ESﬂVZ/(l - ﬂp)/ﬁy((ery)*z)Jrz( y((z+y)*2)+2> @ UI) +
/
Zv/eSm{ry((z+y)*z)+Z}(1 - WP)Uy ((z+y)* +z(ry((;r+y) 2)42) AU ) +
TP ZU’GV{/\endpoint(v’) :ufr (va a,v ) -
{por definicion de fiy((ziy) )=
= Zv/ESﬁ(Vz/f{UEV/\endpoznt(()}) ;Tpu;c(rl a U/) +
2o ey (agyeny ( ~ TP TR0 My ((aty)=2) (@) +
Zv/GSﬂVZ/(l - 7rp)(1 - 1( wp)):uz(rzv a,v ) +0+
Zv/EVa{/\endpoint('v/) Wp/ﬁx(’l” a,v ) -
{porque Vy((aqa)ez) = (Vy U Vigyyy«2) — {v € V|endpoint(v)} }
= ZU’GSO(VI’—{UGVaj\endpoz'nt('u)}) ﬂ-puas(ra:? a,v ) +
ZU’GSO((VJUV(IH)*Z)—{UGVy’\endpoz'nt('u)}) T(1 = p)by((aty) =) (rys 0, 0') +
ZU’GSOVZ’(l - 7'(')/,1,/2(7‘;, a, U,) +
ZU’GV’/\endpoz‘nt( ") Wpu;(’l”/ a U/) =
{porque Vy N\ Vg, =0 }
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= ZU’GSO(VI’—{UGVLK\endpoint('u)}) Wpu?v(’l”/ a U/) +
ZU’GSO(Vy’—{UEVy’\endpoint('u)}) 77(1 - ):uy((a:-i-y) )(T a,v ) +
Zv’ESﬁV(gH_y)*z 77(1 - p),uy((ery)* )(Ty7a v ) +
> wesnvy (L= mul(rl, a,v') +
Zv/EV;/\endpoint(v/) WPM; (T;c? a, UI) =
{pl(l)rque 81 SNV (g yy)«= 7 O entonces por definicion de iy ((ziy)«z) 5610 fy((aiy)e2) (T O T (@gy)=2) >
0
=D wesn(vi— {uev'\endpomt( ) oM (1, a,v') +
v'€SN(V, —{veV, |endpoint(v ( p) (Tyv a,v ) +
7T(1 ),Uy((a:-i-y) )(?” a T(w-i—y) z) +
> wesnv (1 — mpL(rl, a,v') +
T ZU’GVI//\endpoint(v’) :u/x (T/xv a, ’U/) =
{por definicion de jiy((z4y)z) }

- Zv resSn(Vi— {UGV’\endpomt ) )Wpu;(’l” a,v )
v'€SN(V, —{veV,|endpoint(v (1 p) (T a,v ) +
(1 - p) Zv EVy’/\endpoznt(v ) :uy(ryv a,v ) +

> wesnv: (I =)l (rl, a,v") +

T ZU’EV’Aendpomt(v’) :u/x(rl a U,) =

~

{porque Zv '€V, Nendpoint(v') ,uy(r a,v ) ZSyE{UE(Vy/UVy)\endpoint(v)}/Rg Ev '€SyNVy :uy(r a,v )
Yy ZU 'eV] Nendpoint(v') M$(T a,v ) ZSIE{UE(Vaguvgg)\endpoint('u)}/R1 ZU’ESzﬂVz’ ,u$(’l” a,v )

= Zv/ESﬁ(Vz/f{UEVI/\endpoint(v)}) Wp/ﬁ;(?”/ a UI) +

v'€SN(V, —{veV, |endpoint(v)}) 7T(1 p):uy(r a,v ) +
77(1 - p)(ZsyG{UG(Vy’UVy)|endpoint(v)}/R2 Zv 'eSynvy 'uy(T a,v )) +
vaesmfz'(l — )L (rl,a,0") +
TP(D 5, e fve(VIUVy)|endpoint(v)}/R1 2ov'eSonv Mo (T, @, V")) =
{porque g, ~P" g, atestiguado por Ra, g, ~P" g, atestiguado por Ry y g_ ~P" g. atesti-
guado por Rs; y SN (V) UV,) —{v € (V] UV,)|endpoint(v)}) es clase de equivalencia
de Ry o es vacia, SN((V,UV,)—{v € (V UV, )|endpoint(v)}) es clase de equivalencia
de Ro o0 es vacia y SN (V] UV.) es clase de equivalencia de Rs o es vacia}

= Zv/eSm(vf{uevm\endpomt(v)}) Tppa (T, @, 0") +
v’ eSN(Vy—{veVy|endpoint(v)}) 7T(1 - p)/ﬁy(ry’ a, U/) +
77(1 - p)(ZsyG{UG(Vy’UVy)|endpoint(v)}/R2 ZU’ESyﬂVy My(ry7 a, UI)) +
ZU’ESOVZ (1 - Tr):U'Z(TZv a, U,) +
7Tp(ZSgDG{UG(VI’UVI)\enalpoint('u)}/Rl ZU’GSIOVZ Mz (Tm a, UI)) =
{porque Zv’evy/\endpoint(v/) ,uy(ry, a, ’U/) = ESyE{UE(Vy’UVy)|endpoint(v)}/R2 Eu'esymvy Hy (r@ﬁ a, ’U/)
Y 2w eV nendpoint(v') Ha (T2 G 0') = 36 ctoe(viuva) endpoint(v)}/ By 2/ 8oV, Ha(Tas @5 0")

= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoint(v)}) TP (T2, @, U/) +
/
v'eSN(Vy —{veV,|endpoint(v)}) m(l - P)Hy(?”y7 a,v’) +
/
W(l B p) Zv/EVy/\endpoint(v’) P‘y(ry’ a,v ) +
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ZU’GSOVZ (1 - 7T)/,LZ(T‘Z, a, U/) +
/
T ZU’GVz/\endpoint(v’) Mo (T.Ta a,v ) =

{por definicion de gy, }
- Zv/eSm(vf{uevm\endpomt(v)}) Wux+y(7“x+y7 a,v') +
o' €SN (Vy—{veVy|endpoint(v)}) THa+y (TIerv a U,) +
Zv/EVy/\endpoint( 0| T g4y (TIer? AT (z+y)* ) + Zv 'eSnNv, (1 - 7T):U’Z (TZv a, U,) +
v’ €Vy Aendpoint(v') 7T:u$+y(7ﬂ$+y7 a,v ) + Zv reSN{re4y} THz+y (ch-i-y’ a, U/) =
{porque V, NV, =0 }
= Zv/esﬂ((VmUVyU{Tz-‘-y})*{UE(V@UVy)|6nde’int(U)}) Tty (Taty, €, 0") +
> vesay, (I —mux(rz, a, V') + Z’v/E(VzUVyU{TIJ,.y})/\endpoint(v/) Tty (Taty, @, V') =
{porque Vyiy = Va UV, U{rgpy}}

= Zv/ESﬂ(Vz.‘.yf{UEVzﬁ.y\endpoint(v)}) 7T,u$+y(7“$+y, a, ’U/) +
Zv/ESﬁVz (1 - ﬂ)uz (TZ7 a, UI) +m Zv/EVz+y/\endpoint(v/) Haty (Tx-i-y’ a, U/) =

{por definicion de pi(giy)~ }

= Zv/ESﬂ(Vz+y7{v€VI+y\endpoint(v)}) M(CEer)*Z(r(:ter)*zv a, U/) +
Zv/GSﬂVZ M(w—l—y)*z(r(w—ky)*zv a, 'U/) + M(w—l—y)*z(r(w—ky)*zv a, T(w—l—y)*z) =
{por definicion de iyt~ }

- ZU’GSO(Vz+y—{v€VI+y\endpoz'nt('u)}) H($+y)*z(r($+y)*za a, 7/) +
2ovesnv, Hatyy s (T(aty) 2 0, 0') + ZU’GSO{T(m+y)*z} H(aty)*z (T (@ty) 20 0 V') =

{porque Voyy, Vo y {7(z4y)--} son disjuntos de a pares }

= Zv/ESﬁ((Vz+yUVzU{T(z+y)*z})f{UEVgH.y|endpoint(v)}) 'u(x“l‘y)*Z(/r(m'i_y)*z’ a’ U/) =
{porque Vigyyye. = (Viry UV, U{r(guy)+2}) — {v € Vayylendpoint(v)} }
- ZU’GSO‘/(I+y)*Z N(ery)*z(T(ery)*m a,v') =

{por definicion de p(yqy)+. para conjuntos }

= M(w—l—y)*z(r(w—ky)*zv a, SN V(a:-i—y)*z)

Caso 10. (vi,v2) € Ry

Ha(y(@+y)=2)+2) (V1 @ S N Var (@) 2)42)) =

{por definicion de /,Lx*(y((ﬁy)*sz) para conjuntos }

= ZU’ESOV z* (y((z4y)* +z) ( ((:r-i-y) )+Z) (/U17 a’7 /U,) =

{porque Vi (y((e4y)* 2)+2) = (VaUVy(atw) o)+ 2970 (w(@tu) 242} —{v € Vi|endpoint(v)}

— 1y —
= ZU’GSO((V;UV (ot9)* )+ T2 (y (@) *2)+2) P —{vEV] [endpoint(v) }) /J’:t*(y((ery)*z)Jrz)(vh a,v ) =

{porque Vi, Viy(zty)* )42 Y T2 (y((@ty)*2)+2)} son disjuntos de a pares }

- ZU’GSO(VI’—{UG\/;K\endpoz'nt('u)}) Hez=(y((z+y)*2)+2) (Uh a UI) +
U’ESﬂVy((m+y)*z)+z Nm*(y((w—l—y) z)+z2) (/Ul’ a,v )+Z’U ESO{T *(y((zty)*z)+2) }'LL$ (Y((z+y)*2)+2) (’Ul, a, /U,) =

{por definicion de iy« (y((wty) 2)+2) f

=0+ Zv/ESﬂVy((z+y)*z)+z My((m—}—y)*z)—i—z(Ul’ a, Q}’) +0=
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{porque Vy((aiyy2)+z = Vy(wty)2) U VI ULTy(@ry)2)+2) /

= Zv/eSm(Vy((zﬂ,)*z)uvz/u{ry((z+y)*z)+z}) My((w—f—y)*z)-i—z(vl’ a,v ) =

{porque Vy(ziy)y =) Vi Y {Ty((w4y)*2)42) son disjuntos de a pares }

= 2wesny, (o ry)*e) Hy(@+y)* 2+ (01,6,0") + 3 esavy Py((ary) )42 (01,0, 0) +
Zv/eSm{ry((Hy)*sz} Hy((z-+y)*2)+2(V1, @ v') =

{por definicion de piy((z4y)*2)+> /

= Zv/eSmVy((Hy)*z) Hy((zty) =) (V1,a,0") +0+0 =

{porque Vy((aqa)+z) = Vy U Viggy)e — {v € V|endpoint(v)} }

= D ESA(VIUV oty —{0EV] lendpoint(v)}) Py((ay)=2) (V15 @, V') =

{porque Vy N Vig iy, =0}

= ZU’GSO(Vy’—{UEVy’\endpoz'nt('u)}) Hy((@+y)*2) (V15 @, v/)+zv’650‘/'(m+y)*z Hy((a-+y)*2) (01, 8,0") =
{por definicion de piy((z4y)+2) }

= D wesn(V)— (weV]lendpoint(v)}) My (V15 @ V') + fhy((a4y)=2) (V15 @, T gqy)ez) =

{por definicion de iy ((ziy)*2) }

= D wesn(V)— (veV]lendpoint()}) Fy (V1> @ 0") + 320 cvi nendpoint () iy (V1, @, V) =

/ A / /
{porque ZU’EVy’/\endpoint(fu’) Hy (7)1, a,v ) - ZsyE{UE(Vy’UVy)|endpoint('u)}/R2 ZU’GSyOVy’ Hy (7)1, a,v )
_ / / / A
- ZU’GSO(Vy’—{UEVy’\endpoz'nt('u)}) Hy(vh a,v )—’_ZSyG{UG(Vy’UVy)\endpoz'nt('u)}/Rg Zv’esyﬂVy’ Hy(vh a,v ) -

{porque g, ~*" g, atestiguado por Ry y SN (Vy — {v € Vj|endpoint(v)}) y S, NV, son
clases de equivalencia de Ry donde una de las dos es vacia o las dos son vacias a la vez

}
= 2w eSn(Vy— (veV, lendpoint()}) F(V2, @ V) +2 5, e tue ViUV, endpoint(v)} /Ra 2v'e S,V Hy(V2,a,0') =

gporque ZU’EVy/\endpoint(v’) Hy(v27 a, U/) = ZSyE{UE(Vy’UVy)\endpoz'nt('u)}/Rg ZU’GSyOVy Hy(uQ? a, UI)
- Zv/ESﬂ(Vyf{’vGVy|endpoint(v)}) Hy (UQ’ a, U,) + Z’v/EVy/\endpoint(v’) Hy (UQ’ a, U,) =
{por definicion de iz, }
= ZU’GSO(Vy—{UEVy|endpoint('u)}) 'U’Ier(UQ? a, UI) + ZU’EVy/\endpoint(v’) HIJF?}(UQ? a, U/) +

v’ €V Aendpoint(v') Ha+y (UQ’ a, U,) + Z’v’ESﬁ(sz{UEVI\endpoint(v)}) Hay (UQ’ a, U,) +
Zv/ESﬂ{rz_;,_y} Hz+y (U27 a, ’U/) =
{porque V., V,, y {ry4y} son disjuntos de a pares }
= Zv/esm((VmUVyU{Tz-‘—y})*{UE(VzUVyU{T1+y})|6ndp0int(v)}) Mﬁ?"‘y(U?’ a, U/) +

1y —

v €(VeUVyU{re 1y })Aendpoint(v’) :u$+y(v2’ a,v ) -
{porque Vyiy =V UV, U{ryqy} }
= ZU’GSO(Vz+y—{UGVI+y\endpoz'nt('u)}) Haty (UQ’ a, U,)+Z’U’€Vz+y/\endpoint(v’) :U’Ier(UQ? a, UI) =
{por definicion de pi(yiy)-- }
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= ZU’ESO(Vz+y—{v€VI+y\endpoz‘nt(v)}) H(w—l—y)*z(vb a, U/) + M(JE-I—y)*z(UQ, a, T($+y)*z) +
Y vresnv. Maty)s=(V2,a,0") =

{por definicion de pi(yiy)s }

= Zv/ESﬂ(Vz_‘_yf{UEVIJ,_y\endpoint('v)}) Li(zty)<= (V2 @ 'U/)"i_Zv/eSm{r(Hy)*z} H(aty)*= (2,0, V") +
Z’v/ESﬂVZ M(x+y)*z(v2a a, U/) =

{porque Viyy, Vo y {r(z4y)<=} son disjuntos de a pares }

= D €SN (Vg UVl gy 2 D~ {0Vt y lendpoint(v)}) Flaty)=(V2, 0, V') =

{porque Vigyyy. = (Vigy UV, U{r(guy)+2}) — {v € Voyylendpoint(v)} }

- Zv/esm/(”y)*z [ty = (V2,0 0") =

{por definicion de fi(yy)-. para conjuntos }

— M(x+y)*z(v27 a, S M ‘/(Ier)*Z)

72



Capitulo 6

Algebra basica de procesos
probabilistas con iteracion infinita

prBPAY

Hasta aqui hemos tratado con algebras que modelan procesos simples tales como accio-
nes atomicas, procesos que contienen alternativas de ejecucion y procesos que se ejecutan
secuencialmente. También trabajamos con algebras que incluyen procesos con comporta-
miento iterativo. Ademas estudiamos algunas de las versiones probabilistas existentes -una
de cuyas propiedades principales es resolver el no determinismo de los procesos con al-
ternativas de ejecucién- y construimos nuestra versiéon probabilista de procesos iterativos.
Una caracteristica importante de las algebras consideradas es que no modelan procesos con
comportamiento posiblemente infinito. En este capitulo nuestro interés es el de modelar
procesos que incluyen este tipo de comportamiento (posiblemente infinito) y procesos en
que la ejecucion de alguna de sus alternativas no estd prevista por el sistema. Para esto
construimos una nueva algebra de procesos probabilista que llamaremos prBP.A“, donde
extenderemos el dominio de las probabilidades como parametros en los operadores +, y
*= a [0, 1], es decir, incluyendo a 0 y 1.

6.1. Signatura de prBPA¥

La Signatura de prBP.A“ contiene los operadores de prBPA* incluyendo en el rango
de probabilidades a la probabilidad 0 y 1; y un nuevo operador unario denomidado “.
Denotando al conjunto de las constantes con la letra A presentamos formalmente esta
signatura en la siguiente definicién:

Definicion 23. La signatura X (prBPAY) contiene las constantes a € A, los operadores
binarios (+x)ref0,1), * ¥ (" )xefo,1); ¥ €l operador unario “.

Intuitivamente la expresiéon x+7y representa el proceso que ejecuta x con probabilidad 1
e y con probabilidad 0; es decir que éste proceso en realidad ejecutard x y luego terminaré.
Siguiendo la misma idea la expresion x +q y, representa el proceso que ejecuta z con
probabilidad 0 e y con probilidad 1; esto indica que esta expresion en realidad ejecutard y
y luego terminara. La expresion z*!'y representa el proceso que ejecuta = con probabilidad
1 y vuelve al estado inicial o ejecuta y con probabilidad 0 y luego termina. Es decir que este
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proceso ejecutaréd x repetidamente, y el comportamiento de y es irrelevante: de aqui que nos
encontremos ante un comportamiento infinito dando lugar al proceso que representaremos
con la expresion z% .

Ejemplo 36. Retomemos el ejemplo 27, que modela la reproduccion de una célula hasta que
en algin momento produce la primer célula mala, con lo que el proceso termina. Ampliemos
ahora este proceso modelando el incremento poblacional de células malas, es decir que el
nuevo proceso continia después de que el sistema produce la primer célula mala. Veamos
el comportamiento del sistema con el siguiente proceso:

IPCM = (buena*~mala)”

6.2. SemaAantica

Como modelo para esta teoria seguiremos empleando el modelo de grafos probabilistas
presentado en el capitulo anterior y procederemos a dar la interpretaciéon de los términos
en el modelo como antes. Para los operadores +, - y ** es igual que antes pero ahora con
0 y 1 incluidos el dominio de 7, por lo que sélo agregamos la definicion siguiente para el
operador w:

Definicion 24. Sea g1 el grafo de proceso probabilista del término ty tal que g1 = < Vi, 11, 1 >
y dado A un conjunto de acciones. Definimos el operador w en el modelo de grafos como
sigque:

» Denotamos al grafo del término t5 con g7 y lo definimos como
< (Vi —{v € Vilendpoint(v)}),r1, pu > donde
(v, a,v") = pi(v,a,v") siv, v’ € Vi Anot(endpoint(v'))
(v, a,m) = Zy’evl/\endpoint(v’) pi(v,a,0") sivVy

Ejemplo 37. En la Figura 6.1 tenemos un grafo de proceso al que le aplicamos el operador
w obteniendo el grafo de la Figura 6.2. Con la primera ecuacion de la definicion quitamos
los endpoints del primer grafo y conectamos los nodos que iban a endpoints directamente
a la raiz; sumando las probabilidades para cada accion que tenian en el grafo original. La
segunda ecuacion nos indica que para el resto de los nodos la funcion de distribucion tiene
los mismos valores que en el grafo original.

Ejemplo 38. En la Figura 6.3 tenemos el grafo del ejemplo 27 y en la Figura 6.4 tenemos
el grafo correspondiente al proceso del ejemplo 36 que modela el incremento poblacional de
células malas; donde tomamos el primer grafo y le aplicamos el operador w. Observemos que
en el grafo las transiciones con valor de probabilidad cero no aparecen dibujadas, tampoco
indicamos la probabilidad cuando es igual a 1. La funcion de distribucion p estd definida

como sigue:
w(r,buena,r) = x
w(r,mala,r) = 1-—m

los otros casos son iguales a 0.

6.2.1. Congruencia

La prueba de conguencia extiende a los operadores +q, +1, *, *! y por el axioma pr Fx2
(en la siguiente seccion) también extiende a w.
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Figura 6.1: Ejemplo de aplicaciéon de omega a un grafo.

-
buena Wila 1—7
(%1

Figura 6.3: Grafo que modela la reproduccion celular

r

buena mala 1 —m

Figura 6.4: Grafo que modela el incremento poblacional de células malas
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6.3.

Teoria Ecuacional de prBP A%

El Cuadro 6.1 contiene un sistema de axiomas para prBPAY. Este sistema estd com-
puesto por los axiomas de prBP.A* y dos nuevos axiomas llamados prEx1 y prEx2 para el
operador w. Las variables x,y v z en los axiomas toman valores de la coleccién de términos
de procesos.

prBPAY
x’ y7 Z;
T+zy = Y+ta-nx prAl
T4 (y +p z) = (z +m Y) +rtp—mp 2z Ppra2
THx = = prA3
(x+ry)z = xz24gy.z prA4
(ry)z = x.(y.2) prAb
r(z*y)+y = x*y prBKS1
7 (y.z) = (x*y).z prBK S2
¥ (y.((x +, )" 2) +w z) = (x+,y)"z prBK S3
T fi-o y =y prExl
ly = v prEx2

Cuadro 6.1: La teorfa ecuacional prBPA“ = (X,.8p.4, EprBpac)

El axioma prExl expresa que la eleccion con probabilidad 0 entre el proceso z y el
proceso y es lo mismo que ejecutar s6lo el proceso y. El axioma prEx2 expresa que iterar
sobre el proceso = con probabilidad 1 o ejecutar el proceso y con probabilidad 0 es lo mismo
que ejecutar el proceso x infinitas veces.

Proposicion 5. Las siguientes igualdades se cumplen en prBPAY:

1.

AT I

rH1y==x

iy = a.(ay)

*0 —
Ty =y
¥ = x.a¥
vy = a¥

Demostracion de 1.:

r+H1y = y+ox (prAl)
= (prEzl)

Demostracion de 2.:

*1

x Ly +1y  (prBKS1)

Il
)
s
=

Y
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Demostracion de 3.:

oy = z.(x*y)+oy (prBKS1)
= y (prEzl)

Demostracion de 4.:

™ = xMy (prExz2)
= z.(z"y) (2)
= z.av (prEx2)

Demostracion de 5.:

w *

™y = (z%z2)y (prEz2)
= 2" (zy) (prBKS2)

w (prEz2)

6.3.1. Consistencia

En esta seccion extenderemos la prueba de consistencia para la teoria prBP.AY. Mos-
trando de esta forma que prBP.A“Y también es una axiomatizacion consistente. Al igual
que antes vimos que la relaciéon de bisimulacién probabilista es una congruencia para los
operadores +q, +1, *°, *! y w, por lo que nos basta probar la consistencia para los axiomas
prExl y prEx2.

Prueba: Denotaremos con g; al grafo asociado al término ¢, y daremos en cada caso la
descripcion de los grafos asociados a los términos de los axiomas.

Caso 1. prEzl: z+oy =y
Por la Definicion 2/ los grafos asociados son:

Gty =< Verya Toty, Baty > CON Very =V U Vy U {Tery} Y

Gy =< Vs Ty, fy >

La Figura 6.5 nos muestra un esquema de los grafos gy+y Yy gy; y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la
superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con 1d(V,) es la relacion de
bisimulacion entre los nodos de g, .

Mostramos que

R ={(roty, ), (ry, Taty) } ULd(Vy) UTd({re1y})

es una bisimulacion probabilista entre gy, y gy. Primero observemos que R es una
relacion de equivalencia. Vemos que se cumple la primera condicion de la Definicion
22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la sequnda condicion para los casos:

= (Taty,Ty)
- (v,0) € 1d(V,)

Por la construccion de g1, dada en la Definicion 21 vemos que el sequndo caso es
verificado por la relacion Id(V,). Entonces sdlo nos queda mostrar que la seqgunda con-
dicion de bisimulacion se cumple para (ry1y,7y), €s decir, queremos probar que:

Pty (Taty, @ S N Vaiy) = py(ry,a,SNVy), donde S € (Voqy UVy)/R ya € A.
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gaH—y gy

Ta:-i—y

Ol

Figura 6.5: Esquema de relaciéon de bisimulacion

Para ello procedemos de la siguiente forma:
Nx+y(7”x+y7 a, SN Very) =
{por definicion de i1, para conjuntos }
= ZU’GSOVI+y /“LIer(Terya a, /U,) -
{porque Vypy = Vo UV, U{ryiy} }
= Zv/eSm VUV, U{ry /ﬁ:v+y(7“x+y, a,v') =
( Y { +y})
porque Vi, V, y {rz son disjuntos de a pares y propiedades de la sumatoria
Y +y
= 2 wesnv, Haty(Tety, @, U,)+Zv’€SﬂVy Harty(Taty, @, U,)+ZU'€SO{TI+?/} Ha+y(Toty, 0,0') =
{por definicion de piyiy }
= Zv/ESﬂVI 0'#$(T$a a, 'U/) + Zv/eSmVy 1',Uy(rya a, U/) +0=
{por definicion de 1, para conjuntos }
= py(ry,a,SNVy)
Caso 2. prEz2: zjy = a2
Por la Definicion 24 los grafos asociados son:

Gary =< Viey, Tary, flgey > con Viey = (Vp UV, U{rg«y }) — {v € Vylendpoint(v)} y
Goo =< Vo, 7y, fge > con Voo =V, — {v € Vy]endpoint(v)}

La Figura 6.6 nos muestra un esquema de los grafos gg«y Y guw; y nos permite ver
una posible relacion de bisimulacion. Las flechas horizontales indican las relaciones: la

superior relaciona las raices de los grafos, la etiquetada con 1d(V,) es la relacion de
bisimulacion entre los nodos de g, .

Mostramos que
R ={(raey,m2), (ra, ro=y)} UTd(Vy) U Td({r4=y})
es una bisimulacion probabilista entre gy, y gyo. Primero observemos que R es una

relacion de equivalencia. Vemos que se cumple la primera condicion de la Definicion
22 (de bisimulacion); entonces nos queda probar la sequnda condicion para los casos:

u (T$*y> T$)
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T:B*y
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Figura 6.6: Esquema de relacién de bisimulacion

v (v,0) € Id(Vy)

Aqui necesitaremos demostrar que la sequnda condicion de bisimulacion se cumple para
los dos casos, es decir, queremos probar que:

Nx*y(rx*yy a, SN Vx*y) = Hgw (Txa a, SN Vx“’) Y

Py (U, 0, S N Vry) = pige (v,a, SN V) con (v,v) € 1d(Vy), donde S € (Vyey UVpe)/R
yacA.

Para ello procedemos de la siguiente forma:

Caso 3. (ry«y,"s)

Py (T, @y S N V) =

{por definicion de fiz=, para conjuntos }

= Zv/eSsz*y fary(Tory, a,v") =

{porque Vyey = (Vo UV, U {ryey}) — {v € Vi|endpoint(v)} }

= Zv’GSﬂ((VTUVyU{rI*y})—{vEVT\endpoint(v)}) fary(Tary, a, V') =

{porque Vy, V,, y {ry=y} son disjuntos de a pares y propiedades de la sumatoria }

= Zv/ESﬁ(sz{UEVI\endpoint(v)}) lul"*y(rif*y’ a, UI)—I_ZU’ESﬂVy iu$*y(r93*y7 a, v/)+2v/€Sﬁ{rI*y} iu$*y(r93*y’ a, U/) =
{por definicion de iz, }

= Zv’GSﬂ(Vz—{UGVI\endpoint(v)}) 1‘M$(r$7 a, v/)—i_ZU’ESﬂVy O.My(ry, a, ’U/)—i_l' ZU’VTAendpoint(v’) Mﬂ?(rl‘? a, UI) =
{por definicion de pyo }

= Ev/ESﬁ(Vz*{UEVI\endpoint(v)}) Kz (TLB? a, ’U/) + g (riva a, T$) =

{por definicion de pye y dado que ryw y T, estan en la misma clase de equivalencia
entonces SN {ry} = {rz} y por propiedades de la sumatoria }

= Zv/esmvf{uevm\endpomt(v)}) pize (12, @, V') + Zv/ESﬁ{rm} froe (re, a,0') =
{por propiedades de la sumatoria y dado que sélo una de las intersecciones es distinta
de vacio a la vez }
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= ZU’GSO(VI—{UGVI\endpoz‘nt(v)}) o (e, @, U/)
{porque Vyo =V, — {v € V|endpoint(v)} }
= Zv/eSme fa (125 @,v') =

{por definicion de p,e para conjuntos }

= pge (g, a, SN Vy)
Caso 4. (v,v) € Id(V,)

Esta demostracion es muy similar o la anterior.

6.4. prBPAY + RSP

Retomemos el grafo de la Figura 6.4 del proceso del ejemplo 36. Recordemos que es el
proceso:

IPCM = (buena*~mala)®
Podemos observar que este proceso es el mismo que el proceso:

IPCM?2 = (buena +r mala)®

Si construimos sus correspondientes grafos encontramos que son exactamente el mismo
gafo. Podemos ver nuevamente dicho grafo en la Figura 6.7. Pero no podemos demostrar
en prBPA“ que estos procesos son iguales. Sin embargo existe un principio introducido

buena T mala 1 — 7

Figura 6.7: Grafo que modela el incremento poblacional de células malas

por Milner en [Mil89] llamado Principio de especificacion recursiva (RSP) que asegura que:

Una especificacion recursiva resquardada sobre la signatura de la teoria tiene a lo sumo
una solucion en el modelo.

Teorema 2. RSP wale en el modelo de grafos de proceso probabilistas.

Esquema de demostracion:
Se sigue por unicidad de solucién en ecuaciones recursivas con guarda. La prueba de
esto es similar a la Proposicion 14 del libro Communication and Concurrency [Mil89].
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Lema 1. En prBPA% se cumplen las siguientes igualdades:
1. (a*y) = (@*y).(x"y)”

2. ($ +r y)w = ($*7ry)(x +r y)w

Prueba de 1.:
(z*y)Y = (x*y).(z*y)¥ (Proposicion 5: 4.)
Prueba de 2.:
(@+ry) = (@+ry)"z (prExt2)
= T+tgx (Z/((w +r y)*IZ) +1 Z) (prBKS3)
= o+47 (Y((z+7y)"2)) (Proposicion 5: 1.)
= =4z (Y@ +7y)”) (prEx2)
= (z7y).(z +ry) (prBK S2)

Es decir, ambos términos son soluciones de la misma ecuacién recursiva:

X = (2"y).X

El RSP dice que si dos términos solucionan la misma ecuacion resguardada entonces
esos términos son iguales. Esto nos permite decir la siguiente afirmacion:

Lema 2. En prBPAY + RSP se cumple que:
(@7y)* = (47 y)”

Otra propiedad que nos permite demostrar la teoria prBPAY + RSP es la que indica
que aplicar el operador “ en forma anidada como en la expresion ()% se reduce a aplicarlo
una sola vez. Esta nocion se generaliza en el siguiente teorema:

Teorema 3. La siguiente identidad se cumple en prBPA“Y + RSP:
(z +ryav)” = (2 y).z¥

Demostracion:
(z+ryaxv)” = (% (y.az¥))¥ (Lema 2)
= ((z'my).a®)” (prAb)
= ((z*y).zv).((z*y).a¥) (Proposicién 5: 4.)
= (z7y).(a*.((z"y).a?)”)  (prAb5)
= (z*y).a¥ (Proposicion 5: 5.)
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Capitulo 7

Conclusi6n

Comenzamos este trabajo con el objetivo de construir un algebra bésica de proce-
sos probabilistas con iteracion denominada prBPA*. Es decir, con operadores capaces de
modelar procesos con alternativas de ejecuciéon, procesos secuenciales y procesos con com-
portamiento iterativo.

Para realizar esto estudiamos las algebras existentes en las ciencias de la computacion,
que contenian los operadores que nos interesaban o parte de ellos. En nuestro repaso
por estas teorias, comenzamos con el dlgebra bésica de procesos BPA, que contiene los
operadores para construir los procesos més simples; es decir, el operador de composicion
alternativa, el operador de composiciéon secuencial y un conjunto de constantes o acciones
atomicas. Luego estudiamos una extension del dlgebra BPA que agregaba un operador de
iteracion sobre procesos, llamada BP.A*.

Otra teoria muy util para el desarrollo de nuestro trabajo fue el algebra bésica de
procesos probabilistas prBP.A, que toma los operadores del dlgebra BPA y les agrega
probabilidades. Y observamos cémo esta teoria elimind el no determinismo asociado al
operador de eleccion en BPA. A partir de aqui comenzamos nuestro desarrollo principal,
el de construir el algebra prBP.A* con una axiomatizacion consistente. Definimos un nuevo
operador denominado operador de iteraciéon probabilista y presentamos un conjunto de
axiomas para este operador. Logramos esto tomando el operador de iteracién presentado
en BPA* y trabajando sobre sus axiomas para introducirles probabilidades. También qui-
tamos, de esta forma, el no determinismo asociado al operador de iteraciéon en la teoria
BPA*, determinéandolo con probabilidades.

Una vez obtenido el sistema de axiomas emprendimos la tarea de demostrar que este
sistema era una axiomatizacién consistente para procesos probabilistas con iteracion. Para
la prueba de consistencia necesitamos definir un modelo para nuestra teoria prBPA*. Por
lo que, observando los modelos existentes, elegimos trabajar con el modelo de grafos, puesto
que es el mas usado para modelar procesos, porque permite modelar facil y claramente el
comportamiento de un sistema. Y tomamos como relaciéon de igualdad entre dos elementos
del modelo la relacion de bisimulacién probabilista, ya que no sélo verifica que dos grafos
puedan ejecutar la misma secuencia de acciones con igual probabilidad, sino que también
tengan la misma estructura de ramificaciéon. Una vez obtenido el modelo de grafos proba-
bilistas pasamos a explicar la interpretacion de los operadores de la signatura en elementos
del modelo. Luego definimos formalmente la bisimulaciéon probabilista y observamos que
era una congruencia para los operadores del algebra prBP.A*. Esto nos resultdé muy tutil,
ya que con esta propiedad la demostraciéon de consistencia se reduce a probar sélo sobre
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los axiomas. Durante este camino encontramos algunas propiedades interesantes de nuestra
algebra: por ejemplo, afirmaciones que se cumplen en la teoria BP.A*, pero no en la version
probabilista.

El algebra construida hasta aqui modela procesos probabilistas con iteracién pero no
contempla comportamiento infinito. Este comportamiento es capturado al agregar los va-
lores extremos al intervalo donde toman valores las medidas de probabilidad. Por lo que
decidimos extender nuestro trabajo con una nueva algebra denominada prBP.A%, que tomd
los operadores de prBPA* y les agrego la probabilidades extremas; e introdujimos un nuevo
operador de iteracion infinita al que llamamos omega. En esta algebra realizamos nueva-
mente todos los pasos para poder encontrar una axiomatizacién consistente para los nuevos
operadores. Y también encontramos en el camino propiedades interesantes: descubrimos
dos procesos cuyos grafos eran iguales (bisimilares), pero cuya igualdad no podiamos de-
rivar con los axiomas de la teoria prBP.A“. Trabajando en ellos encontramos que estos
procesos podian escribirse como ecuaciones recursivas resguardadas y que los dos tenian la
misma ecuacion recursiva. Hallamos que este resultado era mencionado en el Principio de
especificacion recursiva, que nos indicaba que si dos elementos son soluciones de la misma
ecuacion recursiva entonces ellos son iguales. Con este resultado agregamos nuestro ultimo
aporte al trabajo.
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