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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Los avances tecnologicos han rodeado nuestras vidas de dispositivos y siste-
mas informaticos de toda clase y complejidad, desde pequenos aparatos operados
por microcontroladores como un reloj digital hasta aplicaciones distribuidas de
gran escala que corren en cientos y miles de nodos como los motores de busqueda
de Internet. Nuestra interaccion con los mismos se ha vuelto natural y general-
mente pasa desapercibida hasta que nos topamos con defectos, de los cuales la
mayoria no pasan de ser errores molestos. Sin embargo, las fallas en sistemas
criticos pueden tener graves consecuencias econémicas, como por ejemplo los
327 millones de dolares perdidos en el Mars Climate Orbiter porque una com-
ponente reportaba datos en unidades imperiales en vez de métricas; o en el peor
de los casos, poner gente en peligro como en el caso del sistema de misiles Pa-
triot, que fallo en derribar un misil Scud por un desfasaje de su reloj interno que
resulto en 28 muertos. En estos sistemas es imprescindible la satisfaccion de la
especificacion del sistema y ademas debe mantenerse el funcionamiento correcto,
incluso en situaciones imprevistas, por periodos prolongados de tiempo.

Para encontrar los posibles fallos de un sistema existe una variedad de técni-
cas, aglomeradas en dos grupos: el de testing, en el que se realizan ensayos sobre
distintas partes del sistema o sobre el sistema en su conjunto, y el de verifica-
cion formal, en el que se prueba la correccion del sistema utilizando métodos
formales. Las técnicas de testing, aplicables desde el comienzo de la implemen-
tacion del sistema con un bajo costo computacional, no son exhaustivas y por
lo tanto pueden encontrar errores pero no garantizar su ausencia, particular-
mente cuando existen elementos no deterministas en el sistema, lo que las hace
insuficientes para el desarrollo de sistemas criticos. Los métodos de verificacién
formal complementan al testing asegurando resultados a cambio de un mayor
costo computacional que crece junto a la complejidad del sistema, y son apli-
cables durante la fase de disenio, previniendo la posible necesidad de revisar el
diseno y reimplementarlo desde cero, que es altamente costosa en cuanto a tiem-
po y recursos desperdiciados. En este trabajo nos concentraremos en una de las
técnicas de verificacion formal conocida como model checking.
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1.2. Model checking

El model checking consiste en decidir si un modelo de un sistema satisface
una propiedad y proveer opcionalmente un contraejemplo en el caso de que no
se satisfaga la propiedad.

El modelo es una descripcion abstracta del sistema, que puede realizarse en
base a su diseno previo a la implementacién o bien puede generarse a partir del
codigo del sistema. Aunque la abstraccion reduce considerablemente el espacio
de estados a verificar, la necesidad de considerar todas las ejecuciones posibles
en el mismo lleva a una ezplosion de estados que dificulta la verificaciéon de
grandes sistemas. Uno de los enfoques para atacar este problema consiste en
utilizar diagramas de decision binarios |[JEK190], estructuras de datos eficientes
que comprimen la gran redundancia contenida en los modelos, a cambio de
requerir que se opere simultaneamente sobre conjuntos de estados del modelo.
Esta técnica es conocida como model checking simbdlico.

La propiedad es una especificacién formal de algin requerimiento del sis-
tema, que describe comportamientos entre los que tienen que estar incluidos
los comportamientos del sistema para que se satisfaga el requerimiento. Las
propiedades se expresan utilizando ldgicas temporales, que permiten describir
ocurrencias de eventos a través del tiempo. Si tenemos una propiedad que espe-
cifica el funcionamiento normal del sistema a través del tiempo y un algoritmo
que permite evaluar la satisfaccion de esta propiedad en cada estado del mo-
delo del sistema, entonces nos basta con ver si los estados iniciales del modelo
satisfacen la propiedad para resolver el problema del model checking.

Cuando en los modelos se dan eventos que no son certeros sino que tienen
distintas probabilidades de ocurrir, desde lo extremamente improbable como
que un rayo césmico altere un bit de memoria hasta eventos con distribuciones
uniformes de probabilidad como es el resultado de arrojar un dado o una mone-
da, el model checking pasa de tener una respuesta afirmativa o negativa a una
probabilidad de satisfacciéon de la propiedad, o las propiedades deben ser ex-
tendidas para poder describir comportamientos probabilistas. En ambos casos,
estamos realizando model checking cuantitativo. En otras técnicas de verificacién
formal, la verificacion de sistemas probabilistas es muy dificultosa o imposible.

1.3. Lobgicas temporales

Entre las logicas temporales se distinguen las légicas temporales de tiempo
lineal como LTL [Pnu77], donde cada momento tiene un tnico sucesor, y las
logicas temporales en las que el tiempo se ramifica como CTL [EL87], donde
el futuro en cada instante atun no ha sido determinado y los distintos caminos
posibles forman un arbol.

Para entender sus diferencias necesitamos distinguir las formulas de camino
que describen ejecuciones, los caminos dentro del modelo que transita el sistema
en su funcionamiento, de las formulas de estado que hablan sobre las propiedades
particulares de cada estado, incluyendo las ejecuciones que parten del mismo que
pueden ser cuantificadas.

Como en la logica de tiempo lineal el sucesor de cada instante ya ha sido
determinado, las propiedades en LTL hablan sobre ejecuciones. Cada estado
satisface una propiedad LTL cuando todas las ejecuciones que parten del mismo
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satisfacen la propiedad.

Cuando el tiempo se ramifica, el énfasis se pone en las propiedades que
satisfacen los distintos sucesores de cada estado, cuantificindolos. En el caso
particular de CTL cada operador temporal, que establece una férmula de ca-
mino, debe estar acompanado por un cuantificador existencial o universal, lo
que simplifica la verificacion. Por otra parte, las propiedades LTL pueden ser
vistas como casos particulares de una logica con tiempo ramificado en los que
se cuantifican universalmente férmulas de camino. La limitacién impuesta a los
operadores temporales de CTL resulta en propiedades expresables en LTL que
no pueden ser expresadas en CTL y viceversa, por lo que estas logicas no son
comparables. Lo ideal seria implementar model checkers que verifiquen propie-
dades de la logica con tiempo ramificado CTL*, que no posee las restricciones
de CTL y por lo tanto incluye tanto a CTL como a LTL. La verificacion de
formulas CTL* utiliza el algoritmo de model checking de CTL para férmulas de
estado, y el de LTL para las férmulas de camino.

Ejemplo 1.3.1. Para un sistema simple como el de la figura 1.1 donde el
sistema funciona hasta que transiciona a un estado de terminacion, la propiedad
LTL F “termind”, o “eventualmente se alcanza el estado de terminacion”, no se
satisface para el estado inicial, senalado por la flecha, porque existe un camino
en el que se permanece infinitamente en el primer estado. Tampoco se da para
la propiedad CTL equivalente AF “termind”, o “para todos los sucesores se da
que eventualmente se alcanza el estado de terminacion”, pero si se satisface la
propiedad EF “termind” que pide que exista al menos un camino por el que se
alcanza el estado de terminacion.

funcionando termind

Figura 1.1: Modelo de un sistema simple que no siempre termina.

Los modelos probabilistas hacen que la cuantificaciéon existencial o universal
de las férmulas de camino sea reemplazada por cotas minimas y maximas de
la sumatoria de las probabilidades de satisfacer la propiedad a través de cada
camino, resultando en las nuevas logicas PCTL [HJ94] y PCTL*. Sin embargo,
en el caso de PCTL esto significa que debemos establecer cotas de probabilidad
para cada operador temporal que ocurre en la formula de la propiedad, lo que
lo hace poco practico.

1.4. Objetivos

Este trabajo se enfocara la herramienta de verificacion PRISM [HKNPO06],
que realiza simulaciones utilizando métodos de Monte Carlo y verifica propie-
dades PCTL para modelos probabilistas y no deterministas, y propiedades CSL
para modelos estocasticos.



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Modificaremos la herramienta para que soporte propiedades de la logica
LTL para modelos no deterministas utilizando el algoritmo descrito en [dA97],
luego de adaptarlo a métodos simbolicos para poder operar con las estructuras
internas de la herramienta. Este algoritmo toma el modelo a verificar y un
automata que describe las ejecuciones aceptadas por la propiedad, y sincroniza
ambas estructuras generando un nuevo modelo. Dentro de este nuevo modelo,
buscaremos los conjuntos de estados a los que pueden quedar confinadas las
ejecuciones del sistema y seleccionaremos de estos conjuntos los que satisfacen
la propiedad, con lo que el problema queda reducido a calcular la probabilidad
de alcanzar estos estados particulares.

1.5. Organizacién de este trabajo

En el capitulo 2 hablaremos sobre modelos y en particular sobre sistemas
probabilistas no deterministas, o SNP, que son una representacion de modelos
concurrentes con probabilidades, y las propiedades de los comportamientos en
los mismos. Los resultados de este capitulo fueron tomados de [dA97].

En el capitulo 3 especificaremos propiedades en la légica LTL, veremos los
lenguajes generados por estas formulas y como se construyen w-autdmatas que
aceptan estos lenguajes.

En el capitulo 4 presentaremos los diagramas de decisién binarios, o BDD,
como una alternativa eficiente entre las distintas representaciones de funciones
booleanas y veremos como manipularlos, siguiendo lo expuesto en [HR00]. A
continuacién veremos cémo esta estructura puede ser modificada para represen-
tar cualquier funciéon cuya imagen es finita, obteniendo una nueva estructura
denominada MTBDD.

En el capitulo 5 verificaremos propiedades LTL utilizando el algoritmo de
model checking cuantitativo descrito en [dA97], que toma un SNP y un w-
autémata determinista y reduce el problema a un célculo de probabilidad de
alcanzar un estado dentro de un nuevo SNP. Luego mostraremos cémo almacenar
un sistema de transicion en un BDD o MTBDD, y adaptaremos el algoritmo de
model checking para hacer uso exclusivo de estas estructuras.

En el capitulo 6 hablaremos brevemente sobre la herramienta PRISM, su
lenguaje de especificacién de modelos y su arquitectura interna.

En el capitulo 7 detallaremos los cambios realizados a PRISM para imple-
mentar el soporte de propiedades LTL.

En el capitulo 8 describiremos los casos de estudio realizados utilizando la
herramienta modificada.

Finalmente en el capitulo 9 presentaremos las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

Modelos

Comenzaremos este trabajo hablando sobre modelos, representaciones de los
sistemas sobre los que se quiere verificar la satisfacciéon de una propiedad. Em-
pezaremos definiendo formalmente una representacion particular de sistemas
concurrentes con eventos probabilistas. Luego definiremos el funcionamiento del
sistema en términos de esta representacion, y analizaremos propiedades impor-
tantes del mismo sobre las que se basa el resto del trabajo.

2.1. Sistemas no deterministas probabilistas

Veamos como definir formalmente la representacion de los sistemas que que-
remos verificar. Podemos ver a un sistema como un conjunto de variables que
describen su estado en un instante de tiempo, y expresar cada acciéon que realiza
en términos de la transformacion aplicada a las variables entre el antes (llamado
precondicion) y el después (postcondicion) de la accion.

En vez de listar exhaustivamente todas las variables del sistema y modelar
cada accion individualmente, haremos una abstraccion del sistema hasta un nivel
que nos sea conveniente. Para describir el estado del sistema usaremos conjuntos
de proposiciones atomicas, enunciados sobre algin aspecto del sistema que en
un momento determinado solo podran ser verdaderos o falsos.

Ejemplo 2.1.1. Para modelar un automdovil tenemos cientos de variables co-
mo la temperatura del aceite, la carga de la bateria, la posicion de cada piston,
las revoluciones por minuto del motor, la presion de los neumdticos, etc. Sin
embargo para describir un sistema que advierte a los pasajeros cuando hay al-
guna puerta abierta mientras el vehiculo estd en movimiento, nos basta con 3
proposiciones atomicas: “vehiculo en movimiento”, “puerta abierta” y “alarma
encendida’.

Ademas, nos interesara tener una representacion precisa de la eleccion del
estado siguiente del sistema, ya sea determinista, que es habitual en sistemas no
afectados por factores externos con un sélo hilo de ejecuciéon, probabilista, que se
utiliza para modelar alternativas dadas por eventos con probabilidad conocida,
o no determinista, que se usa para modelar las elecciones realizadas por agentes
sobre los que no tenemos control, como por ejemplo los sistemas concurrentes
en los que el scheduler decide qué proceso se corre a continuacioén. Para proveer
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la flexibilidad necesaria elegiremos en cada estado la accion a realizar de forma
no determinista, donde cada accién tiene distintas probabilidades de alcanzar
ciertos estados. Notemos que esto permite representar una eleccién determinista
cuando el conjunto de acciones para el estado tiene un tinico elemento con un
solo sucesor de probabilidad 1.

A esta representacion, que definiremos formalmente a continuacion, la lla-
maremos sistema no determinista probabilista:

Definicién 2.1.1. Un sistema no determinista probabilista(SNP) es una 6-upla
(PA,S, Ak, p, Sin) donde:

= PA es un conjunto de proposiciones atémicas.

= S es un conjunto de estados. Para todo estado s € S y toda proposicién
atomica x, s[z] es el valor de verdad de z en s.

= A es un conjunto de acciones.

» k1S — 24— {()} es una funciéon que asocia cada estado con un conjunto
no vacio de acciones que pueden realizarse en el mismo.

= p: SxAxS —[0.,1] es una funcion de distribucion de probabilidad donde
para todo s,t € S'y a € k(s), p(t|s,a) es la probabilidad de realizar una
transicion de s a ¢ a través de la acciéon a. Para todo s € Sy a € k(s),

pedimos que ), g p(t|s,a) = 1.

® s;, € S es un estado inicial.

cara

Figura 2.1: Modelo de una moneda al arrojarse. Omitiremos las proposiciones
atomicas cuando ocurren negadas.

Ejemplo 2.1.2. Modelemos lanzamientos de una moneda. Utilizaremos dos
proposiciones atomicas, “cara” y “cruz” para los estados en los que la moneda
salio cara y cruz respectivamente. Partiremos del momento previo al arrojarla,
al que le asignaremos un estado en el que no valen “cara” ni “cruz”. Alternati-
vamente, podriamos utilizar una proposicion atémica para codificar el valor de
la moneda y otra para expresar que el lanzamiento fue realizado.

Desde el estado inicial arrojaremos la moneda a través de una accion que
tiene igual probabilidad de llegar a un estado en el que salié cara como en uno
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en el que salio cruz. Una vez obtenido el resultado podemos retornar al estado
inicial para realizar un nuevo lanzamiento. La representacion grifica del SNP
de la moneda es mostrado en la figura 2.1.

Si tomamos otra moneda y operamos ambas en un orden arbitrario, el modelo
del sistema (figura 2.2) debe tener en cuenta todas las combinaciones de las
acciones posibles de cada moneda, o sus interleavings. En esta situacion de
concurrencia, la eleccion del prézimo estado no es solo probabilista como al
arrojar una sola moneda, sino que también hay no determinismo en la eleccion
de la moneda que va a actuar a continuacion.

cara1

cara1, cara2

cara,, cruz,

CFUZ‘1 , car32

cruz,, cruz,

Figura 2.2: Composicion paralela de dos monedas. Las probabilidades de tran-
sicion omitidas son iguales a 0,5.

2.2. Ejecuciones y comportamientos

El funcionamiento del sistema modelado esta representado por las secuen-
cias de estados que nos permite realizar la relaciéon de transicién, a las que
llamaremos ejecuciones:

Definicion 2.2.1. Una ejecucion es una secuencia infinita de estados spsiss . . .
tal que Ja € k(s;).p(si+1]si,a) > 0 para todo i > 0.

Dada una ejecucion o = sgs182 . . ., usaremos o; para denotar el estado i+1-
ésimo s;, (0,1) para denotar su sufijo infinito s;8;118;+2 ... que comienza en s;,
e inft(c) para denotar el conjunto de estados que se repiten infinitamente en o.

Siendo una variante de los procesos de decision de Markov, los SNP satisfacen
la propiedad de Markov, que dice que los estados anteriores de una ejecucién no
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afectan la eleccion de un nuevo estado, o sea que el sistema s6lo conoce su
posicién actual y no céomo llegoé al mismo.

Las ejecuciones nos sirven para describir un camino en un SNP, pero para
saber la probabilidad de alcanzar un estado del sistema no nos basta con saber la
secuencia de estados, sino que también necesitamos conocer las acciones elegidas
en cada uno de los mismos, para lo que introduciremos los comportamientos:

Definicion 2.2.2. Un comportamiento de un SNP es una secuencia infinita de
estados y acciones w = sgapsiag - .. tal que para todoi > 0y s; € S se da que
a; € K(s;) y p(sit1lsi,a;) > 0. Dado un estado s € 9, llamaremos € al conjunto
de comportamientos que comienzan en s.

Para determinar la probabilidad de realizar un comportamiento particular, lo
haremos de la manera clésica de [JKK66]. Para cada estado s € S, sea B, C 2%
la o-algebra mas pequena de subconjuntos medibles de €5 que contiene todos
los conjuntos de cilindros basicos C,;, = {w € Qs | wpn es prefijo de w} para
cada prefijo finito wg, de los comportamientos que parten de s. No podemos
asociar cada A € B, con su medida de probabilidad Pr(A) debido a que la
probabilidad de que un comportamiento pertenezca a A depende de como se
realizaron las elecciones no deterministas, por lo que introducimos las estrategias,

que determinan la probabilidad de elegir una acciéon:

Definicion 2.2.3. Una estrategia n es un conjunto de probabilidades condi-
cionales @, (a | spapsiai ... s,) para a € k(s,), que expresa la probabilidad de
elegir una acciéon dado el comportamiento hasta el momento.

Luego podemos definir la probabilidad de distintos eventos bajo una estra-
tegia particular:

Definiciéon 2.2.4. Denotaremos con Pr?(A) a la probabilidad de un evento A
en B, bajo la estrategia 7.
La probabilidad de una transicion a t € S luego de sg ... s, estd dada por:

Pri (t | soapsiay ... sp) = Zaen(sn)p(ﬂsn, a)Qy(a | spapsiar ... sp)

La probabilidad de seguir un prefijo finito de un comportamiento en {2,
bajo la estrategia n estd dada por:

Pril (s0ags1a1 - .- Snt1) = [[1—g Pri (sit1 | soa0...s;)

Luego por el teorema de Carathéodory[Doo94] podemos extender esta me-
dida a Bs,, y esta extension es tnica:

Prl (Cuy,) = Pri (whn)

2.3. Conjuntos estables

Como tenemos ejecuciones infinitas dentro de un sistema con una cantidad
finita de estados, la ejecuciones eventualmente se limitan a hacer ciclos en con-
juntos reducidos de estados. Para hallarlos, empezaremos buscando los conjuntos
de estados para los que existe una estrategia que hace que las ejecuciones nunca
escapen de los mismos. A estos conjuntos los llamaremos conjuntos estables.
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Definiciéon 2.3.1. Sea s € S un estado y a € «(s) una accion. Llamaremos
sucesores a los estados alcanzables desde s a través de a, o sea:

Suc(s,a) ={t €S| p(t|s,a) >0}

Diremos que un conjunto B C S es estable si para cada estado s € B existe una
accion a € k(s) tal que Suc(s,a) C B.

Dado un conjunto C' C S, diremos que B C C'es un conjunto estable mazimal
si B es estable y no existe otro conjunto estable B’ C C' que contenga a B.

Como para todo estado en el conjunto estable existe una accién para la que
con probabilidad 1 se llega a otro estado dentro del conjunto estable, pode-
mos formar una estrategia que siempre elige estas acciones llegando al siguiente
resultado que dejaremos sin demostrar:

Lema 2.3.1. Sea B un conjunto estable. Entonces existe una estrategia tal que
cualquier comportamiento que ingresa a B permanece en B con probabilidad 1.

Para obtener el conjunto estable maximal F¢ dentro de un conjunto C,
eliminamos todos los estados para los que no haya una accién a través de la cual
todos los sucesores estén en C'. Luego repetimos la operacion para el conjunto
reducido, y asi sucesivamente hasta que no se eliminan mas estados. La figura 2.3
muestra como se reduce un conjunto hasta obtener el conjunto estable maximal
dentro del mismo.

E.=C
ES = {s € EL | 3a € k(s).Suc(s,a) C EL}
EC = h’mi_,ooEé

o o

Figura 2.3: Ejecucion del algoritmo de biisqueda de conjuntos estables.

2.4. Componentes terminales

Dentro de un conjunto estable puede haber estados que s6lo son visitados
una cantidad finita de veces por las ejecuciones atrapadas en un conjunto esta-
ble, porque no hay forma de volver a los mismos sin salir del conjunto estable.
Como nos interesan los estados a los que se confinan las ejecuciones, nos con-
centraremos en los estados visitados infinitamente, que forman parte de ciclos
dentro del conjunto estable. Estos conjuntos son conocidos en la teoria de grafos
como componentes fuertemente conexas:
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Definicion 2.4.1. Sean s,t € S dos estados. Un camino de s a ¢ es una secuen-
cia finita de estados s1s2 ... sp+1 tal que V0 < i < n.Ja € k(s;).8;41 € Suc(si, a)
donde s1 = sy s, =t.

Dado un estado s € S diremos que t € S es alcanzable desde s, 0 s ~ t, si
existe un camino de s a t.

Sea C' C S un conjunto de estados. Si para todo par de estados s,t € C se
da que s es alcanzable desde t y viceversa, diremos que C' es fuertemente conexo
o que es una componente fuertemente conexa. (CFC)

Como queremos que las ejecuciones permanezcan dentro de un conjunto
estable, pediremos que los estados de una CFC dentro de un conjunto estable
sean alcanzables entre si utilizando transiciones de acciones que no salen del
conjunto estable. Para ello restringiremos la relaciéon de transicién a:

pp =1{(s,t) € B x B | Ja € k(s).(Suc(s,a) C BAt € Suc(s,a))}

Cuando el grafo construido con un conjunto de estados estable B y relacién
de transicion pp es fuertemente conexo, diremos que B es una componente
terminal.

Definicién 2.4.2. Sea B un conjunto estable. B es una componente terminal
(CT) si el grafo (B, pp) es fuertemente conexo.

Dado un conjunto C' C S, diremos que B es una componente terminal ma-
ximal si B es una CT y no existe otra CT B’ C C que contenga a B.

Figura 2.4: Una CFC dentro de un SNP.

Las componentes terminales poseen nuevas propiedades provenientes de com-
binar la conectividad de una CFC con la estabilidad de un conjunto estable:

Lema 2.4.1. Sea B una CT. Entonces existe una estrategia tal que cualquier
comportamiento que ingresa a B se mantendrd en B con probabilidad 1 y visitard
todos los estados de B infinitamente a menudo.

Veamos por qué se las llama componentes terminales. Anteriormente dijimos
que para un sistema con una cantidad finita de estados, una ejecucién infinita
debe confinarse a un conjunto de estados. El siguiente lema nos dice que dicho
conjunto es una CT:

Lema 2.4.2. Para todo estado s € S y politica n se da que
Pri1({w € Qslinft(w) es una CT}) = 1.
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Prueba. Asumamos por el absurdo que Pri({w € Q|inft(w) es una CT}) < 1.
Luego existe un conjunto B C S que no es una CT y cuya probabilidad de ser
igual a inft(w) es mayor a cero. Definamos el conjunto de comportamientos
confinados a B, Q8 = {w € Qs | inft(w) = B}, y la relaciéon de transicion pp
de la misma forma que para una CT. Como B no es una CT, existen estados
s1,82 € B tales que no existe un camino de s; a s en el grafo (B, pg), o sea
que en los caminos de s; a sy debe usarse alguna transiciéon cuya probabilidad
de permanecer en B no es 1. Tomemos la probabilidad minima de escapar de B
a través de cualquier accién:

q= min{zt,ng(ﬂt,a) |t € BAa€k(t) A Suc(t,a) ¢ B}

Por lo dicho anteriormente, ¢ > 0. Luego a lo sumo una fraccién 1—q de los com-
portamientos que pasan por s; y luego por ss lo hace sin salir de B. Pero como
los comportamientos en Q7 contienen infinitas secuencias disjuntas de s; a s,
entonces Pr(w € QF) < (1—¢)* para todo k > 0, luego Pr'(inft(w) = B) = 0,
absurdo.

Como corolario tenemos que cuando una ejecucién permanece infinitamente
dentro de un conjunto de estados C' en realidad lo hace en la unién de todos las
CT maximales de C, o equivalentemente que la probabilidad de visitar infinitas
veces un estado que no pertenece a ninguna CT maximal es de 0.

Corolario 2.4.3. Sea C C S un conjunto de estados de un SNP, D1,...,D,
las CT mazimales en C, y sea D = |J!_, D;. Para toda ejecucion w, s € S y
estrategia 1 se da que Pr'l(inft(w) C C' A infi(w) € D) = 0.

Prueba. Asumamos por el absurdo que Pr?(inft(w) C C' A inft(w) ¢ D) > 0.
Entonces por el lema anterior, existe una CT B C C tal que B ¢ Dy
Pri(inft(w) = B) > 0. Pero D contiene todos las CT maximales en C, luego
B C D; para algin i y por lo tanto B C D. Absurdo.

Para encontrar las CT maximales en un conjunto C, primero buscamos el
conjunto estable maximal B de C. Para un conjunto de estados D, sea CFC(D)
el conjunto de componentes fuertemente conexas maximales de (D, pp) obteni-
do con algun algoritmo de descomposicion en CFC. Aunque B sea estable, los
elementos de CFC(B) pueden no serlo. Notemos que como pp elimina las tran-
siciones que pueden llevar a un estado externo a D, entonces si D no es estable
existen estados sin transiciones salientes en (D, pp). Luego si D = CFC(D),
todos los estados de D tienen transiciones salientes, por lo que D es estable. Por
lo tanto volvemos a aplicar la busqueda en cada elemento de CFC(B) hasta que
el resultado no cambia, obteniendo todos las CT maximales en C. La operacién
de este algoritmo es mostrada en la figura 2.5.

En el resto de este trabajo veremos coémo distinguir las CT en las que se
confinan las ejecuciones que satisfacen la propiedad a verificar y la probabilidad
de que se den estas ejecuciones.
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Figura 2.5: Ejecucion del algoritmo de busqueda de CT. La primera busqueda
de CFC encuentra una componente que no es estable, marcada por el sombreado
fino. El sombreado grueso indica las CT definitivas.



Capitulo 3

Propiedades

Dado un modelo, representado generalmente por un sistema de transiciones
de algin tipo, queremos ver si cumple alguna propiedad como por ejemplo que un
sistema critico siempre se recupera de una situaciéon anémala. En este capitulo
veremos una forma de especificar una propiedad formalmente, y como se puede
expresar la propiedad de forma tal que podamos verificarla.

3.1. Légica proposicional

Empezaremos por describir propiedades de un estado de un sistema. Para
ello usaremos la logica proposicional:

Definicion 3.1.1. Una férmula es de la ldgica proposicional si es de la forma:
= p, donde p es una proposiciéon atéomica
= ¢, donde ¢ es una férmula de la légica proposicional
= ¢V, donde ¢ y ¢ son férmulas de la logica proposicional

El operador — es la negacion, mientras que V es la disyuncién. El resto de
los operadores 16gicos A (conjuncion), — (implicacion) y < (equivalencia), y las
constantes true y false se definen en términos de =y V:

oAy = a(md A

P—Y = 9AY

b=ty = (0= Y)A (Y —9)
true = ¢V

false = - true

La seméantica de una férmula estd definida por la relaciéon de satisfaccion
entre los estados de un modelo y la férmula:

Definicion 3.1.2. Sea s un estado, p una proposiciéon atémica, y ¢, 1 dos
formulas de la logica proposicional. La relacion de satisfaccion E esté definida

COmo:
sEp si y solo si s[p]

sFE ¢ si y solo si no se da s F ¢
sE¢VY siysolosiskFgoskFuy

17
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3.2. LTL

Para expresar propiedades sobre ejecuciones de los sistemas recurrimos a las
logicas temporales. Las logicas temporales son légicas proposicionales a las que
se les agregan operadores modales para expresar propiedades que ocurren a lo
largo de la ejecucion.

En nuestro trabajo nos concentraremos en la ldgica temporal lineal (LTL),
introducida por Amir Pnueli[Pnu77], sobre la que se basan otros lenguajes de
especificaciéon como IEEE 1850 PSL. En LTL el tiempo es discreto en cuanto a
que cada momento se corresponde a un estado del sistema, y lineal, donde cada
momento tiene un tnico sucesor. LTL extiende la l6gica proposicional agregando
dos operadores: X (del inglés next, “siguiente”) y U. (del inglés until, “hasta”)

Definicién 3.2.1. Las férmulas LTL son de la forma:
1. p, donde p es una proposicién atémica.
2. —¢, donde ¢ es una féormula LTL
3. ¢V, donde ¢ y ¥ son férmulas LTL
4. X¢, donde ¢ es una formula LTL
5. ¢Uy, donde ¢ y ¥ son formulas LTL

A diferencia de la logica proposicional donde la relacion de satisfaccion es
sobre estados, la semantica de las formulas LTL se define sobre ejecuciones,
incluso en el caso de las proposiciones atémicas para las que pediremos que el
primer estado de la ejecucién las satisfaga.

Definicién 3.2.2. Sean o una ejecuciéon, p € PA una proposicién atémica y
¢, formulas LTL. La relacion de satisfaccion F se define como:

oEp si y solo si og[p]

oF ¢ siy solosinosedaock ¢

ocEoVYy siysolosicFE¢ooFEY

o FEX¢ siy solosiop F ¢

oE@Uyp siysolosidj > 0.0, FYANO<k<jopkE¢)

Intuitivamente, la férmula X¢ es satisfecha si ¢ es satisfecha en el estado
siguiente de la ejecucion, mientras que ¢pU1) es satisfecha cuando existe un estado
que satisface ¢ previo al cual se mantiene ¢. La forma de las ejecuciones que
satisfacen cada féormula se pueden ver en la figura 3.1.

Ademas de los operadores basicos antes mencionados, se definen varios ope-
radores auxiliares en funcion de los mismos, mostrados en la figura 3.2:

= Los operadores logicos A, —, <>, definidos de la forma tradicional en fun-
cion de ~y V

= El cuantificador temporal existencial F (del inglés finally, “Finalmente”),
definido como F¢ = true U ¢.

= El cuantificador temporal universal G (del inglés globally, “Globalmente”),
definido como G¢ = —F—¢.
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Figura 3.1: Ejecuciones de formulas LTL

= El operador temporal U (del inglés unless, “a menos que”), definido como

dUY = pUy Vv Go.

s El operador temporal R (del inglés releases, “libera”), definido como

PRy = =(—¢U—y).

Fp

|
|

Figura 3.2: Operadores auxiliares de LTL

F1) se satisface si ¢ vale en algin estado de la ejecucion, Gip se satisface si ¢
vale a lo largo de toda la ejecucién, ¢pUv se satisface si se mantiene ¢ a menos
que ocurra v, y ¢Ri se satisface si ¢ debe mantenerse hasta una ocurrencia de
¢ inclusive.

3.3. Equivalencia con autématas

Para verificar si un modelo satisface una férmula LTL nos es necesario ex-
presarla de una manera que se adecue mejor a un algoritmo. Empezaremos
definiendo formalmente el lenguaje generado por una férmula y luego veremos
distintas estructuras que pueden generar el mismo lenguaje y cémo construirlas.

3.3.1. Lenguajes regulares

Sea ¥ un conjunto de simbolos al que llamaremos alfabeto. Una palabra es
una secuencia finita de elementos del alfabeto. Por ejemplo, la palabra vacia e,
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aa, ab, ba y ababbba son palabras del alfabeto {a,b}. Dadas dos palabras o y o’
podemos obtener su concatenacion uniéndolas en una sola palabra ¢’ = oo’.

Un lenguaje es un conjunto de palabras de un alfabeto, sobre el que tam-
bién definiremos operaciones. Aparte de la union de conjuntos, podemos exten-
der la concatenacion a lenguajes. Denotaremos con £.£' a la concatenacion de
las palabras de los lenguajes £ y L', definida como {o0o’ | ¢ € L,0’ € L'}.
También podemos obtener nuevos lenguajes a través de la repeticion de las
palabras del lenguaje. La clausura de Kleene de L, o L*, es el lenguaje que
contiene todas las repeticiones finitas de las palabras de £, o formalmente
L={e}U{aq...an | a1,...,an € L,n > 0}.

El conjunto de todos los lenguajes construidos con estos operadores es el de
los lenguajes regulares.

Definicion 3.3.1. Sea X un alfabeto. Diremos que un lenguaje £ sobre X es
reqular si:

[ ] ,C, = @ (6] ,C = {6}
= L ={a} paraalgin a € ¥
s L=L'L"0o L=L"UL" donde L' y L son lenguajes regulares sobre X

» £ =/L""donde £’ es un lenguaje regular sobre ¥

3.3.2. AutdOmatas finitos

Los lenguajes regulares pueden ser generados con autdmatas finitos:
Definicién 3.3.2. Un autdémata finito A es una 5-upla (X%, Q, 1,5, F) donde:

= Y es un alfabeto finito

= () es un conjunto finito de estados

= [ C S es un conjunto de estados iniciales

m §: (S x3X)— S es una relacion de transicion etiquetada

= F C S es un conjunto de estados finales

Dada una palabra finita w compuesta de elementos de X y partiendo de
alguno de los estados iniciales, el autémata opera consumiendo sucesivamente
el primer simbolo de la palabra y tomando alguna de las transiciones que salen
del estado actual que tienen como etiqueta el simbolo consumido. Al igual que
para los SNPs llamaremos a este recorrido de estados del autémata ejecucion,
excepto que en este caso el recorrido es finito. Cuando una ejecucién termina en
uno de los estados finales, diremos que la ejecucién y la palabra consumida son
aceptadas por el autémata.

Definicion 3.3.3. Una ejecucion en A es una secuencia de estados en Q* no
vacia 0 = qoq1 ...qn, tal que g9 € I y para todo 0 < i < n existe un simbolo
a; € ¥ tal que ¢;+1 € §(¢i, a;). Si ademaés se da que g, € F, la ejecucion o y la
palabra w = agay . ..a, son aceptadas por A.



3.3. EQUIVALENCIA CON AUTOMATAS 21

Cuando tomamos el conjunto de todas las palabras aceptadas por un auté-
mata obtenemos el lenguaje que acepta. Dos autématas serdn equivalentes si
aceptan el mismo lenguaje.

Definicion 3.3.4. El conjunto de estados alcanzables desde ¢ consumiendo
W= apaj...a, es:

0(q:w) ={p€Q Pgo-..qn € QV0 <i < n.gir1 € 5(gi,a:) Ago =g
A Gn = p}

El lenguaje aceptado por un autémata finito A esta definido como:
L(A) = {w € X* | Igin € [.(gin,w) € F}

Dos automatas finitos A, A’ son equivalentes, o A = A’, si y solo si

L(A) = L(A).

El conjunto de lenguajes que se pueden generar con autdématas finitos, es
decir, su expresividad, es igual a la de los lenguajes regulares. Esto también nos
dice que un lenguaje es regular si existe un autémata finito que acepte el mismo
lenguaje y viceversa.

Una distincién importante entre los autématas es el determinismo. En los
automatas deterministas s6lo existe un camino por el que se puede consumir
una palabra determinada, mientras que los autématas no deterministas pueden
poseer mas de una transicion saliente de un estado con la misma etiqueta.

Definicion 3.3.5. Un autémata de estado finito es determinista si y solo si
|I| =1y para todo estado s y toda etiqueta a, |0(s,a)| < 1.

El determinismo no afecta la expresividad de los automatas para palabras
finitas. Dado un autémata no determinista se puede construir uno determinis-
ta equivalente uniendo todos los sucesores de un estado a través de la misma
etiqueta en un solo estado:

Teorema 3.3.1. Sea A= (2,Q, 1,6, F) un autémata finito no determinista. Si
definimos el automata determinista A" = (X,Q",I',0', F’) donde:

Q" = {0(gin,w) | ain € I,w € L(A)}
I'={I}

3'(¢',a) = Uyeq (g, 0)
Fr={qreQ [qrNF #0}
Entonces L(A) = L(A").

3.3.3. Lenguajes w-regulares

Los lenguajes regulares s6lo contienen palabras de longitud finita, mientras
que a nosotros nos interesan los lenguajes generados por las ejecuciones de un
sistema que corre continuamente, que solo contienen palabras infinitas y que son
llamados w-lenguajes. Este requerimiento no introduce una pérdida de genera-
lidad puesto que si el sistema termina podemos agregar bucles en los estados de
terminacion.
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Para trabajar con lenguajes infinitos definimos el operador w, que dada una
palabra finita devuelve su repeticiéon infinita ¢“ = cooo .. .. Luego lo extende-
mos a lenguajes aplicandole w a cada palabra, de modo que £* = {0“ | 0 € L}.

Cuando concatenamos lenguajes regulares con otros lenguajes regulares a
los que les aplicamos este nuevo operador obtenemos un tipo de w-lenguaje, los
lenguajes w-regulares.

Definicion 3.3.6. Un w-lenguaje es w-regular si se lo puede expresar como una
uni6n finita de lenguajes £;.(£;)“, donde £; y L. son lenguajes regulares para
todo 1.

En particular, los lenguajes generados por las formulas LTL, que definiremos
a continuaciéon, son un subconjunto de los lenguajes w-regulares:

Definicion 3.3.7. El lenguaje de una formula LTL ¢ se define como el conjunto
de ejecuciones que satisfacen la férmula, o sea:

L(¢) ={o €5 |ok ¢}

Como la relacion de satisfaccion esta definida sobre las proposiciones ato-
micas que valen en cada estado de la ejecucion, podemos definir una operacién
para extraer las proposiciones atémicas que valen en un estado o en toda una
ejecucion:

L(s € 5) ={pe PA|s[p[}
L'(sps1...€ 5% = L(so)L(s1)...

Aplicando L’ a los miembros de L£(¢), obtenemos un nuevo lenguaje con
todas las secuencias de 24" generadas por la formula LTL que es independiente
de los estados:

{L'(0) | o € L(¢)}

En el resto de este capitulo veremos distintos automatas que son tan expre-
sivos como los lenguajes w-regulares. Gracias a esta propiedad, estos autématas
pueden aceptar el mismo lenguaje que el generado por una férmula LTL y seran
utilizados para realizar la verificacion.

3.3.4. w-autdématas

La no terminacion de las palabras de los lenguajes w-regulares hace que sea
necesario reemplazar los estados finales de las maquinas de estados finitos por
algtn criterio que se debe cumplir para que una palabra infinita sea aceptada.
Estos automatas sobre palabras infinitas son llamados w-autématas.

Definicién 3.3.8. Un w-autdmata A es una 5-upla (3, Q, I,6, F') donde:
= Y es un alfabeto finito
= () es un conjunto finito de estados

= [ C @ es un conjunto de estados iniciales

0:(Q x X) — Q es una relacion de transicion etiquetada
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= [’ es un criterio de aceptacion

Una ejecucion en A es una secuencia de estados o = qpq1¢o - - . tal que qo € I,
y para todo i > 0 existe un simbolo a; € ¥ tal que g;+1 € §(¢;, a;).

Una palabra infinita w = agaias . .. es aceptada por A siy solo si existe una
ejecucion o = qoqigz - .. tal que V0 < i.¢;+1 € 6(qi,a;) y cumple con el criterio
de aceptacion.

El w-lenguaje aceptado por A, L, (A), es el conjunto de palabras infinitas
aceptadas por A.

A continuacion veremos como distintos criterios y conjuntos de aceptacion
generan distintos tipos de w-automatas a los que puede ser traducida una for-
mula LTL.

Autématas de Biichi

Los autématas de Biichi(AB) son w-automatas en los que el criterio de acep-
tacion es la condicion de Biichi:

Definicion 3.3.9. Una ejecucion o es aceptada por un autémata de Biichi si y
solo si inft(c) N F # (), donde F C Q es un conjunto de estados de aceptacion.

Intuitivamente, una palabra es aceptada por un autéomata de Biichi si la
ejecucion inducida por la palabra visita infinitamente a menudo alguno de los
estados de aceptacion.

Como dijimos anteriormente, los autématas de Biichi son tan expresivos
como los lenguajes w-regulares:

Teorema 3.3.2. Un lenguaje L es w-reqular si y solo si existe un autémata de
Biichi A tal que L = L, (A).

La dificultad que presentan los autématas de Biichi deterministas es que son
menos expresivos que los no deterministas, o sea, existen w-lenguajes genera-
dos por automatas de Biichi no deterministas(ABN) para los que no existen
automatas de Biichi deterministas equivalentes.

Ejemplo 3.3.1. El lenguaje generado por la expresion w-regular (a|b)*b* es
aceptado por el automata de Biichi no determinista de la figura 3.3.5, pero no
puede ser aceptado por ningin autdmata de Biichi determinista. Supongamos
que tal automata existe, luego existe un punto en la ejecucion luego de consumir
(alb)™ para algin n en el que el autémata al consumir b entra en un ciclo que
posee un estado de aceptacion en el que sélo ocurre b para poder aceptar b*,
dejando de consumir a. Pero entonces el autémata no puede aceptar (a|b)™ba(b)®
que estd contenido en (a|b)*b, y al ser determinista este camino es el Wnico por
el que se puede consumir (a|b)™.

Autématas de Biichi generalizados

Otro tipo de w-autémata que usaremos es el de los autématas de Biichi gene-
ralizados(ABG). Los automatas de Biichi generalizados poseen un conjunto de
conjuntos de aceptacion de Biichi, y una ejecucién es aceptada cuando satisface
cada uno de los conjuntos de aceptacion bajo la condiciéon de Biichi.
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a,b b

Figura 3.3: Automata de Biichi no determinista de (a|b)*b*. El estado con doble
borde esta en el conjunto de aceptacion.

Definicion 3.3.10. Una ejecucion o es aceptada por un autémata de Biichi ge-
neralizado si y solo si V0 < i < k.inft(c) N E; # 0, donde F' = {Fy,..., Fy} C 29
es un conjunto de conjuntos de aceptacion.

También existe una variante de los autématas de Biichi generalizados donde
los conjuntos de aceptacion estan definidos sobre transiciones en vez de estados.

Los autématas de Biichi generalizados son tan expresivos como los autématas
de Biichi no deterministas, y la conversion de un ABG a un ABN equivalente
(lamada degeneralizacion) es sencilla:

Teorema 3.3.3. Sea A= (3,Q,1,,{F,...,F}) un ABG. Si construimos un
autémata de Biichi A" = (3,Q', I',§', F') donde:

s Q' =Qx{i|0<i<Ek}
w ' =1 x {i} para algin 0 < i <k

! ; (5(5,&), (7' mod k) + 1) st s €L
RICORES BH: viedF

w F'=F x {i} para algin 0 <i < k
Entonces L,(A) = L,(A").

El autémata resultante es uno donde la estructura del ABG original esta
copiada tantas veces como su cantidad de conjuntos de aceptacion. Cada copia
se encarga de un conjunto de aceptacion particular, y cuando se llega a un estado
de aceptacion se transiciona a la siguiente copia. El nuevo AB pide que se visiten
los estados de aceptacion de cualquiera de las copias infinitamente a menudo,
lo que solo es posible realizando un ciclo que visita todos los niveles en orden,
por lo que aceptan los mismos lenguajes. La construccion de este autéomata
puede dejar estados no alcanzables en los distintos niveles, que se remueven o
directamente no se crean dependiendo de la implementacion.

3.3.5. Conversion de una formula LTL a un ABN

Para convertir una férmula LTL a un autémata de Biichi tradicionalmente se
usa alguna variante del algoritmo de Gerth, Peled, Vardi y Wolper[GPVW95].
Describiremos brevemente este proceso de la manera explicada en [SB00].

La construccion de un AB desde una formula LTL es exponencial respecto al
tamano de la formula, por lo que inicialmente se intenta reducirla a una férmula
equivalente de acuerdo a un conjunto de reglas de reescritura, algunas de las
cuales mencionaremos a continuacion:
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(Xp) U (X)) = X(oU1) GGF¢ = GFo
(Xo) A (Xep) = X(p A1) FGF¢ = GF¢
(ORY) AN (WRT) =0 R (W AT) XGF¢ = GF¢
(¢RT) A (YRT) = (V) RT  F(op AGFy) = (Fo) A (GFy)
Xtrue = true G(¢ Vv GFy) = (Go) V (GFy)
¢ U false = false X(¢p A GFp) = (Xop) A (GFp)
FX¢ = XF¢ X(¢V GF) = (Xp) V (GF)

La férmula reescrita se convierte a la forma normal negativa, donde sélo
estan permitidos los operadores U, R, X, A, V y el operador — que s6lo puede
aplicarse a proposiciones atémicas, haciendo uso de las reglas de dualidad de los
operadores:

—\F¢ = G_‘¢
_‘ng = F—\qﬁ

~(pUy) = (=¢) R (=¢)
—(0RY) = (=) U (=¢)

Una vez en la forma normal negativa, queremos obtener una cobertura de la
formulas:

Definicion 3.3.11. Una formula LTL es elemental si es una constante, una
proposicion atémica o comienza con X.

La cobertura elemental de un conjunto de formulas LTL {¢1,...,¢;} es un
conjunto de conjuntos de formulas elementales {{Y11,..., %1k},

{01, b} tales que Ay di =\ A ¥jk.

Para obtener la cobertura, la formula se debe volver a reescribir usando las
reglas de expansion de los operadores U y R:

PUP =y V (¢ A X(0UY)) $Rip =P A (¢ V X(¢Re)))

Luego de obtener la cobertura de la formula, procedemos recursivamente
buscando las coberturas de las subformulas elementales X obtenidas hasta que
no se encuentran més conjuntos. Con esto se obtiene un conjunto cerrado de co-
berturas, donde la cobertura de cada subférmula X est4 incluida en el conjunto.
Con este conjunto podemos construir el autémata, donde:

= Cada conjunto dentro de una cobertura serd un estado en el automata
resultante cuya etiqueta es la conjunciéon de sus proposiciones atémicas
que ocurren en el conjunto, junto con un estado inicial auxiliar init.

= La relacion de transicion se obtiene conectando init a cada estado de la
cobertura de la féormula original, y a cada estado con los estados de las
coberturas de sus subformulas X, donde la etiqueta de cada transicion es
la del estado de destino.

= Los conjuntos de aceptacion estan definidos por cada férmula elemental de
la forma X(¢Uw) en el conjunto cerrado de coberturas, y contienen todos
los estados cuyas etiquetas implican 1 o no implican ¢pU.
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Finalmente el automata se degeneraliza obteniendo un autémata de Biichi
no determinista.

Ejemplo 3.3.2. Veamos como funciona el método para la férmula (aVb) U G b.
Reescribimos la formula usando las reglas de expansion:

(avb)UGb=(aVb)U (false R b)

(false R b) V ((aV b) AX((aVb) U (false R b)))
(b A X(false R b))

V(a AX((aVb) U (false R D)))

V(b AX((aVb) U (false R b)))

La cobertura elemental es entonces el conjunto {{b,X(false R b)},
{a,X((a V b) U (false R b))}, {b,X((a vV b) U (false R b))}}. El conjunto es
cerrado porque las coberturas de las subformulas elementales X(false R b) y
X((a vV b) U (false R b)) ya estin en el mismo. La unica subférmula de tipo
X(pUv) en la cobertura, X((a vV b) U (false R b)), genera el unico conjunto de
aceptacion, compuesto por los estados con etiqueta b porque b = (false R b).

El automata resultante, mostrado en la figura 3.4, es (2{“7”}, Q,1,6,F) don-
de:

= Q= { init,
q1 : {b,X(false R b)},
g2 : {a,X((a vV b)U(false R b))},
} g3 : {b,X((a Vv b)U(false R b))}

s [ = {ant}

s §(init,a) = {q2}
o(init,b) = {q1,q3}
6(q1,0) =A{a}
6(q2,0)  =A{a1,q3}
6(q2,a) ={g}
6(q2,0)  =A{a1,q3}
3(g3,b)  ={aq1,q3}
d(gz,a) ={q2}

» F={{q,q}}

Aparte de la reescritura de la formula original, existen varias técnicas aplica-
bles en distintas fases del proceso para reducir el tamano del autémata resultan-
te, como la optimizacién booleana de las coberturas, técnicas de bisimulacién,
y deteccion de componentes fuertemente conexas para reducir los conjuntos de
aceptacion[SB00]. También existen algoritmos alternativos donde la formula se
convierte en un autémata alternante y luego en un autémata de Biichi genera-
lizado sobre transiciones[GOO01][Tau06].
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Figura 3.4: Resultado de la conversion de (a vV b)U G b a un autémata de Biichi
generalizado

Autématas de Rabin

La dltima clase de w-autématas que veremos son los automatas de Rabin. La
expresividad de los automatas de Rabin deterministas(ARD) es igual a la de los
lenguajes w-regulares al igual que los autématas de Biichi y los autématas de
Biichi generalizados. Estos autématas son una parte esencial de nuestro trabajo
puesto que los métodos de verificacion de propiedades basados en automatas
para modelos concurrentes requieren que los autéomatas de la propiedad sean
deterministas[CY95].

Definicion 3.3.12. Una ejecucion o es aceptada por un autémata de Rabin A
si y solo si existe un par (L;, H;) C F tal que inft(c) N L; # 0 e inft(c) N H; = 0,
donde F = {(L;, H;) | Li; H; € Q} es un conjunto de pares de aceptacion de
Rabin.

Intuitivamente, una palabra es aceptada si induce una ejecuciéon o que solo
visita finitas veces los estados en el primer conjunto de algin par de aceptacién,
y visita infinitamente a menudo algin estado del segundo conjunto del mismo
par. Alternativamente, si complementamos el primer conjunto de un par de
aceptacion obtenemos los estados a los que debe estar confinada inft(o) para
dicho par.

Ejemplo 3.3.3. Vimos anteriormente que el lenguaje generado por la expresion
w-regular (a]b)*b* no puede ser generado por un autdmata de Biichi determinis-
ta. Los automatas de Rabin, que nos permiten especificar qué estados no pueden
ser visitados infinitas veces para que una palabra sea aceptada, pueden generar
este lenguaje sin recurrir al no determinismo, como podemos ver en la figura
3.5.

3.3.6. Conversion de un ABN a un ARD

El procedimiento de conversién de un autémata de Biichi no determinista a
un autémata de Rabin se basa en el algoritmo de determinizacion de autématas
para palabras finitas. El problema de aplicar esta construccion a un w-autémata
no determinista es que existen palabras no aceptadas que al recorrer el automata
pasan por un estado de aceptacién y luego abortan en una cantidad finita de
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a b
080
Figura 3.5: Automata de Rabin determinista de (a|b)*b“. El conjunto de acep-

tacion es {({s1}, {s2})}

pasos, o sea, llegan a un estado en el que no pueden consumir el siguiente
simbolo. Esto no es detectado por el algoritmo de determinizacién, y resulta en
ejecuciones que pueden proseguir haciendo que se acepten palabras por error.

Ejemplo 3.3.4. En la figura 3.6 podemos ver el ABN de la formula FGa, que no
es expresable con un automata de Biichi determinista, y el resultado de aplicarle
el algoritmo de determinizacion para autdmatas finitos. El autdmata determi-
nista resultante acepta las palabras de la forma (a(—a))¥, pero estas palabras no
son aceptadas por el ABN puesto que en el momento que la ejecucion ingresa
en so el automata deja de poder consumir —a y la ejecucion debe abortar.

true a

-a a
() = ()
A
Figura 3.6: Determinizacion fallida del autémata de Biichi no determinista de
la formula FGa usando el algoritmo para automatas sobre palabras finitas.

La solucion de Safra[Saf89] a este problema consiste en usar este algoritmo,
pero al llegar a un estado de aceptacion se siguen todas las ejecuciones que
surgen del mismo para poder detectar las que abortan. Esta informacion es
almacenada en lo que se denominan drboles de Safra:

Definicion 3.3.13. Sea @ un conjunto finito. Un drbol de Safra sobre @ es un
arbol finito ordenado (N, h, <,l,m,h) donde:

= N es un conjunto de nodos con nombres distintos en {1,...,2|Q|}

» h: N — 2V es una funcién de descendencia

= < es un orden total sobre los hijos de cada nodo al que llamaremos edad
= m: N — B es una funciéon de marcado

» [: N — 29 — {0} es una funcién de etiquetado donde para todo nodo n:
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o 1(n) 2 Ujenem) 1(4)

e Vi,jeh(n)i#j=160)NIG =0

El siguiente teorema de [Kle05], provee un algoritmo de construccion de
un autémata de Rabin determinista equivalente a un autémata de Biichi dado
utilizando arboles de Safra.

Teorema 3.3.4. Sea (X,Q,{qo},9, F) un autémata de Biichi no determinista.

Podemos  construir un automata de Rabin determinista equivalente
(2, Q" {qp}, 0", F') donde:

s Q' es el conjunto de todos los drboles de Safra sobre Q.

w g, es el drbol de Safra con un tnico nodo desmarcado de mombre 1 y
etiqueta {qo}.

= Dado un drbol de Safra t y un simbolo a € X, 0'(t,a) es el resultado de:

1. Desmarcar todos los nodos de t.

2. Para cada nodo n de t tal que [(n)NF # 0, crear un nuevo nodo hijo
de n que serd el mds joven si posee hermanos, con etiqueta [(n) N F
y un nombre que no esté en uso.

3. Para cada nodo n de t, reemplazar (n) por U,e;(,) 0(q; @)

4. Para cada etiqueta q € Q compartida entre nodos hermanos, remo-
verla de todos los nodos mas jovenes y sus respectivas descendencias.

5. Remover todos los nodos cuya etiqueta es vacia.

6. Si la union de las etiquetas de los descendientes de un nodo es igual
a la etiqueta del nodo, marcarlo y remover sus descendientes.

s F' = {(L1,U1),...,(Lan,Uspn)} donde L; contiene todos los drboles de
Safra cuyo nodo i esta marcado y U; contiene todos los drboles de Safra
sin un nodo i

Ejemplo 3.3.5. Convirtamos el ABN de la figura a un ARD. El algoritmo
comienza con el drbol de Safra inicial Ty de un nodo desmarcado con nombre
1 y etiqueta {so}, que denotaremos con 1 : {so}. Consumiendo a desde este
nodo obtenemos el mismo drbol luego de aplicar el procedimiento. Al consumir
b, obtenemos un nuevo drbol de Safra Ty con un nodo 1 : {sg, s1}.

Como este nuevo drbol posee un nodo con estado en el conjunto de acepta-
cion, en las proximas transiciones el darbol resultante Ty adquiere un nuevo nodo
hijo en el paso numero 2 con el que se sequirdn las ejecuciones que parten del
estado de aceptacion sy, 2 : {s1}. Al realizar una transicion desde este drbol, en
el paso 2 se crea un tercer nodo gemelo del sequndo y un cuarto nodo hijo del
sequndo que también es idéntico, obteniendo el siguiente drbol:
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1: {So, 81}

I\

2: {so} 3:{so}

i

4: {So}

Al realizar el paso 3 consumiendo a en este drbol nos quedan 8 nodos con
etiquetas iguales vacias, por lo que los nodos se eliminan y obtenemos nueva-
mente el drbol inicial. De consumir b, los 8 nodos pasan a tener etiqueta {si},
por lo que la etiqueta del hermano menor del sequndo nivel se elimina en el paso
4 y luego se elimina el nodo en el paso 5, sequido por el marcado del nodo 2 y
la eliminacion de su hijo por tener las mismas etiquetas. De esta manera nos
queda el siguiente drbol de Safra T5:

1:{s0,s1}

|

2 {81}

Aplicando nuevamente la sucesion de pasos a este estado llegamos a si mismo
a través de b y nuevamente al drbol Ty a través de a, culminando la conversion.

El  conjunto de aceptacion resultante es {(0,0), ({Ts},{To,T1}),
(0,{T1, T2, T5,T4}), (0, {11, T2, T5,T4})}. Como un par de aceptacion no acepta
ninguna palabra infinita si su primer conjunto es vacio, el conjunto de acepta-
cion final es {({T5},{To,T1})}.

El resultado de este algoritmo, mostrado en la figura 3.7, no es dptimo como
el de la figura 3.5, pero se le puede aplicar una serie de optimizaciones [Kle05]
sobre las que no hablaremos en este trabajo.

Figura 3.7: Automata de Rabin determinista de (a|b)*b* resultante de aplicar
la construccion de Safra al autémata de la figura 3.3.5.



Capitulo 4

Diagramas de decision
binarios

Los diagramas de decision binarios son las estructuras de datos sobre las que
se construyen los algoritmos de model checking simbdlico cualitativo, y junto
con algunas modificaciones que veremos al final de este capitulo también son
aplicables al model checking cuantitativo sobre el que trata este trabajo.

4.1. Funciones booleanas

Definicion 4.1.1. Una wariable booleana x es una variable que contiene un
valor de B = {0,1}.

Dado un conjunto de variables booleanas, podemos definir funciones sobre
los valores que almacenan:

Definicion 4.1.2. Una funcidn booleana f de n argumentos es una funciéon
de B™ en B. Con f(z1,z2,...,2,) denotaremos la funcién booleana f donde
reemplazamos las ocurrencias de las variables booleanas x1, zs, ..., 2, por sus
respectivos valores.

El calculo del valor de una funcién booleana puede dividirse facilmente to-
mando una variable y calculando la disyuncion de las funciones que resultan
de asignarle 0 y 1 a la variable en la funcién original, lo que se conoce como
expansion de Shannon. A estas funciones donde el valor de una variable ha sido
fijado las llamaremos cofactores:

Definicion 4.1.3. Los cofactores fz, f, de una funcion booleana f son las
funciones que resultan de evaluar parcialmente f reemplazando las ocurrencias
de la variable = en f por 0 y 1 respectivamente.

Lema 4.1.1. Para toda variable booleana x y funcidn booleana f tenemos que:

donde T es el complemento de x.

31



32 CAPITULO 4. DIAGRAMAS DE DECISION BINARIOS

4.2. Almacenamiento de funciones booleanas

En esta seccion estudiaremos distintas estructuras para almacenar funciones
booleanas. Analizaremos las distintas ventajas y desventajas en la representacion
de cada una, dando énfasis al tamano de la estructura y la complejidad de las
operaciones sobre la misma.

4.2.1. Foé6rmulas

La férmula proposicional misma, que es la representacién mas comun en un
escrito, es compacta como deseamos. Componer funciones es simple, pero se
hace dificil ver si la funcion es satisfacible, o sea que existen valores para los que
la funcion es verdadera, o si es valida, que se da cuando la funcion es verdadera
para cualquier valor, o si es equivalente a otra férmula. De hecho, probar que una
funcion es satisfacible es un problema NP-Completo[Coo71]. Para mitigar este
problema, las féormulas se suelen expresar en la forma normal disyuntiva donde

la formula es de la forma \/é‘:1 (/\Z.J:1 a:}), o en la forma normal conjuntiva de la

forma /\;:1 (\/f;l xé) En la forma disyuntiva probar satisfaccion toma tiempo
polinomial, obtenido a cambio de una prueba de validez cara, mientras que la
situacion se invierte para la forma conjuntiva. Como la conversion entre ambas
formas es de complejidad exponencial, no son una alternativa viable.

4.2.2. Matrices

También pueden usarse matrices, dividiendo las variables en cada eje segin
algin criterio y guardando cada resultado de la funcién en una celda de la
matriz. Un caso comun es el de la tabla de verdad, donde no se dividen las
variables resultando en un vector de valores. Veamos la tabla de verdad de la
funcion (x +y) - z:

z|lyl|lz|(x+y) -z
0|00 0
0011 0
0|1]0 0
01111 1
11010 0
1101 1
11110 0
1711 1

Al ser exhaustiva esta representacion es poco eficiente, teniendo 2™ celdas pa-
ra n variables, pero la simplicidad de la representacién hace que las operaciones
sobre la misma sean veloces. Cuando la matriz contiene un elemento dominante
(generalmente ceros) se le pueden aplicar técnicas de compresion que reducen
significativamente el tamano de la estructura sin sacrificar la velocidad de las
operaciones, obteniendo matrices ralas.
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4.2.3. Arboles

Aplicando la expansion de Shannon sucesivamente para cada variable boo-
leana obtenemos un drbol de decision binario o drbol de Shannon como el de
la figura 4.1, donde cada nodo interno tiene de nombre una variable y como
sub-arboles ambos cofactores sobre dicha variable, hasta llegar finalmente a las
hojas donde estan los valores de la funcion. Usaremos una linea punteada para
unir el sub-arbol donde la variable toma el valor 0 y una linea sélida para el
valor 1.

0110 o1 o1 0|1

Figura 4.1: Arbol de decision binario de la funcion (z +vy) - 2

Para ver el valor de la funcién simplemente partimos desde la raiz y elegimos
las lineas punteadas o enteras segin el valor de la variable que ocurre en el nodo
hasta llegar a una hoja.

Los arboles de decisiéon binarios requieren 2"t — 1 nodos para representar
funciones de n variables. Sin embargo poseen mucha informacién redundante
que podriamos eliminar si relajaramos los requerimientos de la estructura.

4.2.4. BDD

Al ver un arbol de Shannon como un grafo dirigido aciclico podemos aplicarle
distintas optimizaciones. Asi surgen los diagramas de decision binarios.

Definicién 4.2.1. Un diagrama de decision binario (BDD) es un grafo dirigido
aciclico con una raiz cuyos nodos internos, que siempre poseen 2 aristas salientes,
tienen como etiqueta una variable booleana y cuyos nodos terminales tienen
etiqueta 0 o 1.

4.3. Reduccion de BDD

Ahora que relajamos nuestros requerimientos podemos eliminar los datos
redundantes:
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4.3.1. Unién de subgrafos isomorfos

Notemos que todas las hojas tienen los valores 0 o 1, asi que podemos redirigir
todos las flechas que van a un nodo 0 a un tnico nodo 0 y todas las flechas que
van a un 1 a un unico nodo 1 y eliminar el resto. El resultado de aplicar esta
reduccion al arbol de Shannon de (x + y) - z se puede ver en la figura 4.2.

0 1

Figura 4.2: Primera reduccion sobre el arbol de decision binario de (z + y) - z

Podemos generalizar esta optimizacion a todos los subgrafos que son estruc-
turalmente equivalentes, dejando una sola copia de cada uno y obteniendo el
grafo de la figura 4.3.

0 1

Figura 4.3: Segunda reduccion sobre (z +y) - 2
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4.3.2. Eliminacién de nodos cuyos hijos son isomorfos en-
tre si

Ademaés tenemos nodos que llegan al mismo destino o a subgrafos con la
misma estructura por ambas salidas. Esto significa que la funcién que representa
el subgrafo es independiente de la variable booleana de la etiqueta del nodo,
por lo que podemos redirigir todas las flechas entrantes al nodo directamente
al destino y eliminarlo. La aplicacion de esta reducciéon al grafo de la figura
anterior resulta en el de la figura 4.4.

0 1

Figura 4.4: Tercera reduccion sobre (z + y) - z. Este BDD es reducido.

Cuando a un BDD no se le pueden eliminar més nodos aplicando las opti-
mizaciones anteriores, diremos que es reducido.

4.4. Ordenando BDD

Si bien los BDDs reducidos son compactos, todavia podemos mejorar la
situacion. Es posible que una variable booleana ocurra mas de una vez en un
camino del BDD, y nos es dificil ver si dos BDD son equivalentes. Por ejemplo,
los BDD de la figura 4.5 representan la misma funcion de la figura anterior pero
la estructura es distinta por como estan dispuestas las variables.

Para resolver esto pediremos que exista un orden sobre las variables.

Definicién 4.4.1. Sea [z1,. .., 2,] una lista ordenada de variables donde no hay
elementos duplicados. Un BDD tiene el orden [z1,...,2,] si todas las variables
que ocurren en sus nodos estdn en la lista, y para todas las variables x; que
siguen a x; en el BDD por cualquier camino se da ¢ < j. Un BDD es ordenado si
tiene un orden para alguna lista de variables. Dos BDD B1 y B2 tienen drdenes
compatibles si para cualquier par de variables x, y de B1 tal que x ocurre antes
que y, entonces también lo hace en B2 y viceversa.

Asi, podemos ver que el primer BDD de la figura 4.5 no tiene orden, el
segundo tiene orden [x,y, 2], el tercero [y, z,z] y el cuarto [z, z,y].

Cabe aclarar que el tamafio de un BDD puede variar entre lineal y expo-
nencial respecto a la cantidad de variables segin el orden elegido, como po-
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0

Figura 4.5: Cuatro BDD de (z +y) - 2

demos ver en la figura 4.6. Encontrar un orden 6ptimo es un problema NP-
completo[BW96], pero existen heuristicas [Par02] con las que se obtienen buenos
resultados.

Figura 4.6: BDD reducidos de (x; + w2) - (z3 + z4) - x5, con oOrdenes
[x1,22, 23,24, 25] y [x1, 23, x5, 22, x4]

4.5. ROBDD

Los BDD ordenados y reducidos (ROBDD) poseen una propiedad importante
que los hace mas convenientes:

Teorema 4.5.1. El BDD ordenado y reducido que representa a una funcion
booleana es inico para todos los drdenes compatibles.
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Esto hace que algunas operaciones sean muy baratas en costo computacional
si elegimos un orden a priori, por ejemplo:

= Para probar la validez de una funcién, basta con ver que su ROBDD es el
de la constante 1.

= Para probar satisfacibilidad, basta con ver que su ROBDD no es el de la
constante 0.

= Para probar equivalencia con otra funcién, basta con comparar la estruc-
tura de los dos ROBDD.

» Para encontrar las variables redundantes en una férmula basta con ver
qué variables no ocurren en su ROBDD.

Esto también permite almacenar una sola copia de cada subgrafo y reusar-
la en todos los BDD con 6rdenes compatibles que lo contienen, reduciendo la
memoria requerida para almacenar més de un BDD.

En adelante asumiremos que se ha elegido un orden y nos referiremos a los
ROBDD como BDD.

4.6. Algoritmos sobre BDD

A continuacion llamaremos lo(n) al nodo apuntado por la flecha punteada
que parte del nodo n y hi(n) al apuntado por la flecha solida. Ademas, abrevia-
remos con Z la secuencia finita x1, ..., 2,, que contiene a todas las variables de
la forma z;.

4.6.1. Reduccion

El algoritmo de reduccion reduce se encarga de realizar las optimizaciones
que mencionamos anteriormente para obtener un BDD reducido, de complejidad
O(|B|log|B|). La reduccién se hace en dos pasadas: una que etiqueta los nodos
de modo que si dos nodos poseen la misma etiqueta computan la misma funcién
booleana, y la segunda que une estos nodos que computan las mismas funciones
y las aristas hacia los mismos para reducir el BDD.

1. Asignamos inicialmente etiquetas 0 y 1 a By y Bi, que representan las
funciones constantes false y true respectivamente.

2. Recorremos el arbol nivel por nivel desde las hojas hacia la raiz, etique-
tando cada nodo n de la siguiente forma:

= Silaetiqueta de lo(n)) es igual a la etiqueta de hi(n), entonces ambos
hijos de n son isomorfos y por lo tanto el nodo n es redundante, por
lo que le asignamos esta etiqueta a n.

= Si existe otro nodo m con la misma variable booleana de n tal que
las etiquetas de hi(m) y lo(m) son iguales a hi(n) y lo(n) respectiva-
mente, entonces los subgrafos con raiz en n y m son isomorfos, por
lo que le asignamos la etiqueta de m a n.

= Sino se da ninguno de los casos anteriores, se le asigna una etiqueta
que no esté en uso.



38 CAPITULO 4. DIAGRAMAS DE DECISION BINARIOS

3. Realizamos un recorrido bottom-up del BDD en el que se redirigen las
aristas a un nodo tnico por etiqueta y se elimina el resto.

4.6.2. Complementacién

El complemento de un BDD B, not(B), se obtiene intercambiando las eti-
quetas de los terminales By y B o bien redirigiendo cada transicién hacia By a
Bj y viceversa, dependiendo de la implementacion.

4.6.3. Composicion con operadores binarios

Uno de los algoritmos para BDD de uso mas comin es apply, que dados dos
BDD By y B, representando funciones f y g respectivamente y un operador
booleano binario op, se encarga de computar el BDD de f op g. Su funciona-
miento se basa en la expansiéon de Shannon de f op g:

Ty (f op 9z, +ai - (f op 9)a,
T (fz op 9z) + i+ (fz: OP Gas)

fopg

O sea que para cada variable x; podemos dividir el problema en dos, uno
donde z; vale 0 y otro donde vale 1, y repetir esto recursivamente hasta tener
dos terminales donde aplicar op directamente. Como podemos elegir cualquier
variable en cada division, elegimos seguir el orden existente en By y B, para
obtener un OBDD del mismo orden. Este método produce un BDD con muchos
subgrafos duplicados, por lo que el BDD resultante no es reducido.

Calculemos apply(op, By, By), donde 7¢ y 74 son los nodos raiz de By y B,
respectivamente:

1. Siry y ry son ambos terminales con etiquetas ey y ey, devolvemos Be, op e, -

2. Si ry y ry tienen como etiqueta la misma variable booleana z;, devol-
vemos un BDD cuya raiz tiene etiqueta x;, y estd unido al resultado de
apply(op,lo(ry),lo(ry)) por la linea de puntos y al resultado de
apply(op, hi(rs), hi(ry)) por la linea solida.

3. Si 7y tiene como etiqueta x; y r4 es terminal o tiene como etiqueta x; tal
que 7 < j, entonces By es independiente de z;. Como g = gz, = g, de-
volvemos un BDD cuya raiz tiene etiqueta x;, y esta unido al resultado de
apply(op,lo(rs),ry) por la linea de puntos y al resultado de
apply(op,hi(ry),ry) por la linea solida.

4. Siry tiene como etiqueta x; y 7y es terminal o tiene como etiqueta x; tal
que 7 < j, nos encontramos en el caso simétrico al anterior.

El BDD resultante puede no estar reducido, por lo que finalmente corremos
reduce sobre el mismo.

La figura 4.7 muestra como apply opera sobre dos BDD. En la misma los
nodos de los argumentos a la llamada original han sido etiquetados para poder
referenciarlos en el resultado, donde la etiqueta de cada nodo contiene el par de
argumentos con los que se llama recursivamente a la funcion. De esta manera se
puede ver que en el transcurso de la composicion se producen llamadas repetidas
a apply con los mismos argumentos. Si utilizamos técnicas de programacion
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0 1 0 1 1 1
A.B, A.B, A.B, AB, AB, AB,

Figura 4.7: apply(+,B(z+y).2:Be-y)

dinadmica y guardamos los resultados de cada llamada para evitar recomputarlos,
el algoritmo pasa de tener complejidad exponencial (cada nodo interno produce 2
llamadas recursivas a apply) a tener una cota de 2| Bf||B,| ademas de ahorrarnos
la posterior reducciéon de los resultados duplicados. E1 BDD resultante tiene
menos de |By||By| nodos[Bry86].

4.6.4. Cofactores

restrict(b, z, B) computa el cofactor de f donde la variable x toma el valor
by f eslafuncion representada por el BDD B. Simplemente consiste en redirigir
todas las flechas que llegan a cada nodo n con variable z a lo(n) sii =00 a
hi(n) sii=1.

4.6.5. Cuantificacion

exists(x, B) computa la cuantificacion existencial Jz.f(Z) donde f es la
funcion representada por el BDD B. Como Jz.f(2) = fz(2) + f.(2), esto se po-
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Figura 4.8: restrict(0,y, B(gty).2)

dria resolver haciendo apply(+,restrict(0,z, B),restrict(l,x, B)). Sin em-
bargo esta llamada a apply también opera antes de la ocurrencia de un nodo
con variable z, donde ambos cofactores son idénticos. Una soluciéon méas rapida
consiste en buscar los nodos n con variable z en el BDD y reemplazarlos por
apply(+, lo(n), hi(n)). La cuantificacién universal forall, al ser el operador
dual de exists, es implementada de la misma manera usando - en vez de +.

La cuantificacion sobre multiples variables se obtiene realizando llamadas
sucesivas para cada variable, y es NP-Completo.

4.6.6. Permutacion de variables

permute(B, (%), (§)) devuelve para un BDD B el resultado de permutar si-
multaneamente todas las ocurrencias de x; € & en la funciéon representada por
B por y; € § y viceversa.

Ejemplo 4.6.1. El resultado de permute(B,(x),(y)) donde B representa a
x-y+ -z esun BDD que representa a la funciony-x+7 - z.

Esto se puede calcular recorriendo la estructura del BDD intercambiando
las etiquetas de cada nodo. Este BDD tiene distinto orden al original, por lo
que se le debe aplicar un algoritmo de reordenamiento de variables como el de
[Som99|, que realiza el intercambio velozmente operando in situ en el BDD.

4.7. MTBDD

Al ser una estructura que soélo almacena funciones booleanas, la aplicabilidad
de los BDD a distintos problemas es limitada. De querer almacenar funciones
con imégenes de més de dos elementos en BDD, necesitariamos codificar los
elementos del rango utilizando nimeros binarios y utilizar un BDD para cada
bit del resultado de la funcién. Una solucién a este problema son los multi-
terminal BDD (MTBDD), BDD donde la funcion representada no tiene imagen
en B sino en cualquier conjunto finito, y cuyo grafo tiene tantas hojas como la
imagen de la funcién tiene elementos. En particular nos concentraremos en los
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MTBDD que representan funciones cuya imagen es un conjunto finito arbitrario
de ntimeros reales en el intervalo [0, 1].

Los algoritmos sobre MTBDD requieren pocos cambios para poder aplicar-
se a los nuevos nodos terminales. Las cuantificaciones universal y existencial
pierden sentido sobre ntimeros reales, pero cambiando el operador aplicado so-
bre los cofactores en las mismas obtenemos algoritmos que calculan sumatorias,
productorias, minimos y méximos sobre la variable elegida, que llamaremos
sumAbstract, prodAbstract, minAbstract y maxAbstract respectivamente.

Ademaés se agregan nuevos algoritmos a los que ya teniamos, incluidos los
de operaciones sobre matrices de numeros reales almacenadas en MTBDD. Uno
importante es threshold, que dado un operador de comparaciéon, un nimero
real y un MTBDD nos devuelve un BDD tal que:

1 s f(2)at

threshold(>q, ¢, f)(2) = { 0 caso contrario

threshold se puede implementar redirigiendo cada lado que llega a un ter-
minal a 1 si el terminal satisface la comparacion y a 0 si no lo hace, y luego
reduciendo el BDD resultante.

Los MTBDD contintan siendo una estructura de datos eficiente mientras
que la imagen tenga una cantidad pequena de elementos. De lo contrario, la
reduccion no es posible y obtenemos algo proximo a un &rbol binario de decisién,
que es mas grande que una matriz.
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Capitulo 5

Model Checking

El problema de model checking consiste en decidir si el sistema satisface
una propiedad, o sea, que todas las ejecuciones posibles en el sistema estan
contenidas en el lenguaje de la férmula de la propiedad. En el model checking
cuantitativo los modelos contienen transiciones con probabilidades, por lo que
es necesario ajustar el problema. Para ello se pueden agregar nuevos operadores
probabilisticos a la légica temporal, como por ejemplo P>, ¢ que es satisfecho
si la probabilidad de satisfacer ¢ es mayor o igual que p, o bien se calcula direc-
tamente la probabilidad de satisfaccion de la propiedad bajo alguna estrategia.
En este trabajo optaremos por lo segundo y nos concentraremos en las estra-
tegias que resultan en las probabilidades maximas y minimas de satisfacer la
propiedad, que son las de mayor interés.

5.1. Model checking cuantitativo de propiedades
LTL

En los capitulos anteriores vimos como representar el funcionamiento de un
sistema mediante ejecuciones en sistemas no deterministas probabilisticos, y c6-
mo una propiedad LTL puede ser vista como un w-autémata que acepta distintas
ejecuciones. Para verificar una propiedad utilizaremos el algoritmo descrito por
Luca de Alfaro en [dA98], en el que se construye un nuevo SNP, producto del
SNP original y el autémata de la propiedad, donde las ejecuciones recorren
ambas estructuras simultaneamente.

5.1.1. Construccion del producto

Definicién 5.1.1. Sea (PA, S, A, k,p,s,) un SNP, y (27°4,Q, 6, {¢in}, F) un
automata de Rabin determinista. EI SNP producto de ambos es un SNP
(PA, S, Ak, D', sl,) tal que:

= " =5 x @, donde para todo estado (s,q) € S’ se da (s, q)[z] = s[z]
s x/(s,q) = k(s) para todo estado (s,q) € S’

. ;o _ [ p(s' [ s,a) sid(q, L(s') =¢
(s, q) | (s,9),0) = { 0 caso contrario

43
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* i = (Sin, 6(qins L(sin)))

Notemos que por la construccién de la relacién de transicion, todas las tran-
siciones en el SNP que puedan llegar a formar parte de ejecuciones aceptadas
por la formula permanecen en el SNP producto con la misma probabilidad.

Por los lemas vistos en el capitulo 2 sabemos que las ejecuciones eventual-
mente se confinan a las CT dentro del SNP. Por otro lado, los pares de aceptaciéon
del ARD de la férmula nos dicen a qué conjuntos de estados se debe confinar
una ejecucion y cudles estados deben visitarse infinitamente a menudo para que
se satisfaga la formula. Por lo tanto extenderemos los pares de aceptacion para
que se ajusten a los estados del SNP, y buscaremos las CT que satisfagan este
nuevo criterio de aceptacion:

Definicion 5.1.2. Sea S el conjunto de estados del SNP original y
F ={(H1,L1),...,(Hm, L)} el criterio de aceptacion del autéomata de Ra-
bin determinista de la propiedad. Definimos los pares de aceptacion sobre el
SNP producto como (H/,L}) = (S x H;, S x L;).
Para cada par de aceptacion (H/, L}), llamaremos CT aceptadas a las CT
Bi, ..., B! que son maximales en H/ y contienen algtin estado en L/.

Dado un SNP producto, denotaremos con 7' = JI" U;.Lzl B;» al conjunto de

todos los estados en CT aceptadas.

Veamos como se obtiene la probabilidad maxima de satisfacer ¢,
Prf (wk¢) = Prg:; (wF ¢) donde T es una estrategia 6ptima que maximiza
dicha probabilidad. La probabilidad minima se puede obtener usando el mismo
meétodo sobre la negacion de la formula y sustrayendo el resultado de 1, dado que
Pri (wE @) =1—Pr; (wF —¢), o con el método directo descrito en [CLO6|.

Como la probabilidad maxima de permanecer en una CT es de 1, el calculo
de la probabilidad maxima de satisfacer la féormula se reduce a encontrar la

probabilidad maxima de alcanzar cualquiera de las CT aceptadas.

Teorema 5.1.1. Pr} (wk ¢) = SUPWPTZQW (Fkwi €T)

5.2. Calculo de alcanzabilidad maxima

Para calcular la probabilidad méaxima de alcanzar T desde s;,, dividiremos el
problema en partes. Primero buscaremos el conjunto de estados cuya probabili-
dad de alcanzar T es de 0 bajo toda estrategia al que llamaremos S™°. S™° puede
obtenerse restandole a S’ los estados que pueden alcanzar T' con probabilidad
no nula, usando el siguiente método iterativo que parte de 7" y en la i-ésima
iteracion agrega los estados a ¢ transiciones de 7'

BY =T
Bt =B'U{se S |Jack(s),te Bip(ts,a) >0}
Sme =9 - limkHooBk

Una vez calculado S™°, nos resta averiguar la probabilidad maxima de al-
canzar T desde cada estado s en S7 = S’ — (T'U S™), a la que llamaremos z,,
resolviendo el siguiente problema de optimizacién lineal:

Minimizar ), g0 @

Sujeto a e > g0 8 p(tls,a) + >0, p(t]s, a)
para todo s € S%,a € k(s).
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5.3. Model checking simbblico

Un problema intrinseco a la verificacién de modelos es la explosion de esta-
dos, el crecimiento exponencial de un modelo respecto al tamano del sistema a
representar. Ademas, la generacion del SNP producto puede llegar a multiplicar
la cantidad de estados por el tamano del automata de la propiedad a verificar,
que a su vez también es exponencial respecto a la longitud de la formula. Esto
limita la aplicabilidad del model checking de formulas LTL a sistemas medianos
0 pequenos y a formulas que se traducen a autématas pequenos.

Para aliviar este problema hay una variedad de técnicas que se aplican en
cada paso del proceso, y otras que directamente atacan la representacion del
sistema mismo. A continuacién veremos una forma de realizar lo segundo uti-
lizando BDD, pero que introduce la dificultad de deber operar sobre todo el
conjunto simultaneamente (en lo que se llaman métodos implicitos) en vez de
poder tratar estado por estado. Cuando aplicamos métodos implicitos al model
checking, estamos realizando model checking simbdlico.

5.3.1. Representando sistemas de transiciones con funcio-
nes booleanas

Veamos como un modelo se puede representar como una funcién boolea-
na, empezando por los estados. Cada estado s € S puede ser visto como
un vector de los valores de verdad de cada proposiciéon atémica en el mismo,
(s[p1],- -, s[pn])- Si dos o més estados tienen la misma etiqueta, agregaremos
las proposiciones atomicas auxiliares que sean necesarias para poder distinguir-
los.

A cada proposicion atémica p, . .., p, le asignaremos una variable booleana
bi,...,b,. Luego cada estado posee una secuencia de valores booleanos tnica
que lo representa, donde cada elemento de la secuencia es almacenado en una
variable booleana. Podemos usar esta codificaciéon para representar cualquier
subconjunto A de S usando la funcion caracteristica de A, que dado un elemento
nos dice si esté contenido o no en el conjunto y esté definida como:

1 sizeAd

1A(m):{ 0 sizgA

La funcién caracteristica devuelve un valor booleano, por lo que, con la
codificacién de estados descrita anteriormente como entrada, es una funcién
booleana. En el caso del conjunto vacio, la funcién caracteristica es la funcion
constante 0 pues no existe elemento que esté contenido en el conjunto. Para
un conjunto de un elemento, necesitamos que la funcién devuelva 1 sélo si se
ingresa el elemento deseado, lo que se logra tomando la conjuncién de todas las
variables booleanas en las que codificamos los estados, negédndolas si su valor es
0 para que la conjuncién sea 1. De esta manera un elemento con codificacion
(0,1,0,1) pasa a ser la funcién booleana f(x1,x2,x3,x4) = &1 - T2 - T3 - 24.

Notemos que para esta forma de almacenar conjuntos, la disyuncién de fun-
ciones caracteristicas resulta en la unién de los conjuntos representados, o su
interseccion en el caso de la conjuncion. Luego el conjunto {(0,0,0,1),(0,1,0,1)}
pasa a ser la funcion booleana f(x1,xa, 23, x4) = (01 @2 -T3-24)+ (1 -T2 T3 24).

Esta representacion también almacena los valores de las proposiciones ato-
micas en cada estado. Supongamos que tenemos un conjunto con un estado s en
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el que se da p; A —ps. Su funcién caracteristica es 1¢sy = z1 - T2. Para obtener
s[p2], calculamos el resultado de ¢, - 22 = @1 - %2 - 12 = false, que implica
que la ocurrencia de w2 en 1) estd negada, dandonos el valor deseado. En caso
contrario obtenemos la misma funcion caracteristica inicial, pues la conjuncion
es idempotente. En el caso general, dado un conjunto de estados S, la distri-
butividad de la conjuncién respecto a la disyuncién implica que al calcular la
conjuncién de la funcién caracteristica del conjunto con una variable booleana
2 (o su negacion) obtenemos la funcion caracteristica del conjunto de estados
en S que satisfacen la proposicion atémica p (o su negacion) representada por
la variable x.

Ahora veamos como representar transiciones, ignorando por el momento las
probabilidades y acciones. Utilizaremos la funcién caracteristica de la misma
manera que para los estados, pero almacenando los pares ordenados que com-
ponen la relacion de transicion, representando el par (s,s’) de la transicion
s — s’ con el vector booleano (3, §'), donde () y (§') son las codificaciones de
las proposiciones atomicas que valen en s y s, respectivamente. En la figura
5.1 se puede ver como un sistema de transiciones sencillo se traduce a funciones
booleanas.

Si a esta funcién caracteristica la escribimos en una grilla donde en un eje
tenemos los 2™ valores posibles de § y en el otro la misma cantidad de valores
posibles de §’, tenemos una matriz cuadrada con valores booleanos. Esta repre-
sentacion explicita produce generalmente la mejor performance a cambio de un
uso elevado de memoria, incluso utilizando matrices ralas.

s, s,
S3

Estado | Codificacién | Funciéon booleana

S1 <1, O> Ty T

So <0, 1> T1 T2

S3 <1, 1> Tl -T2

Transicion | Codificaciéon | Funcién booleana

S1 — S2 <1,0,0,1> xl-x’g-x_’l-aré
S9 — Sa 0,1,0,1) Ty To -y - ah
So — S3 <0,1,1,1> a:’l-xg-x_’l-a:é
83 — 81 (1,1,1,0) X1 - To -y - ah

Figura 5.1: Un modelo y la codificacion de sus estados y transiciones

5.3.2. Representando un SNP con MTBDD

Para representar un modelo probabilistico con MTBDD, mantenemos la mis-
ma codificacion de estados que mencionamos anteriormente, pero en vez de re-

presentar la funcién caracteristica de la relacion de transicion usaremos su pro-
babilidad. Luego, dados estados s, s € S codificados como (5), (§'), el MTBDD
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de transiciones almacena la funcién:

f(8,8) =p(s" | 5)

De este MTBDD se puede extraer un BDD que contiene los sucesores de
cada estado y accién calculando threshold(>,0, By).

Finalmente, para representar un SNP necesitamos agregar acciones. Sim-
plemente basta con codificar cada accién con una secuencia tnica de valores
booleanos como hemos hecho anteriormente, y agregar esta secuencia a cada
transicion que se realiza a través de dicha accion. Si una accion a € k(s) se
codifica como (ay, ..., a;,), entonces:

fa,5,8) =p(s' | 5,a)

5.3.3. Construcciéon del SNP producto

Teniendo ahora funciones booleanas que representan el SNP, veamos como
se construyen los BDDs que componen el SNP producto para la verificacion de
una propiedad. Supongamos que utilizamos las variables booleanas s1,..., S,
para representar el conjunto S de estados en un BDD, y tenemos un autémata
de Rabin determinista con conjunto de estados Q.

Creamos tantas variables booleanas ¢1, ..., ¢, como nos sean convenientes
para codificar cada estado del autémata con una secuencia tunica, donde m >
[log2|Q[]. Por el s6lo hecho de agregar estas variables booleanas y sin alterar
de ninguna forma los BDD existentes, podemos ver el BDD del conjunto de
estados S como S x Q.! Esto se debe a que cuando una variable no ocurre en
un BDD significa que la funcién representada es independiente de la misma, de
modo que:

VG :1s(5) = 1sx(5,4)

Esto también satisface la propiedad deseada Vs € S,q € @ : (s, ¢)[z] = s[«]
porque los valores de las proposiciones atémicas en s siguen almacenados en las
variables §, que no son modificadas.

Ademaés necesitamos crear variables booleanas qf,...,q,, para los destinos
de la relaciéon de transicion del ARD. Agregando estas variables, y junto a las
variables agregadas anteriormente, podemos ver a la funcién de probabilidad de
transicion original de tipo A x S x S — [0,1] como la funcion p’ en A x (S x
Q) x (S x Q) — [0,1], donde:

Vs € S,q€Q: K (s,q) = k(s)
Vg, € Q:p'((s,4) | (s,9),a) = p(s' | 5,0)

Lo que significa que el SNP original ha sido copiado 2" veces, y se puede
hacer una transicién desde una copia a cualquier copia a través de la misma
accion original con la probabilidad original. Esto difiere de la funcion de proba-
bilidad deseada, donde las transiciones s6lo ocurren si el estado de destino del
SNP satisface la etiqueta de la transicion en el ARD:

ro _ [ p(s' [ s,a) sid(g,L(s") =q
p((s'sd') | (s,q),0) = { 0 caso contrario

'En realidad esto también agrega 2™ — |Q| estados inexistentes en el ARD, que seran
eliminados luego por ser inalcanzables.
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Para solucionar este problema, construiremos un BDD que filtre las tran-
siciones no deseadas. Esto se puede realizar obteniendo el producto del BDD
de p’ con el de una funcién que vale 1 para las transiciones que satisfacen la
propiedad deseada y 0 en caso contrario. Como representamos al estado s’ por
sus proposiciones atomicas, la funcion es:

£(5.6.d) :{ 1sio({g), (57) = (@)

0 caso contrario

Luego reexpresamos la guarda:

1 si ((g),(8"),(@)) €9

0 caso contrario

&) = {

Pero esto no es méas que la funcion caracteristica de ¢ con las etiquetas de las
transiciones permutadas por las variables de s’, que se puede calcular mediante
permute(ls, (1), (§')) para algin conjunto de variables [ con el que se guardan
las etiquetas en el BDD de 15.

Nos queda elegir el nuevo estado inicial. Por haber agregado las variables te-
nemos un BDD de s;, X Q, y queremos elegir el estado (sin, d(¢in, L(sin))). Dado
el BDD de 6, calculamos 15-1,,, para obtener las transiciones que parten de g;y,, y
luego 15-1,, - Sin, Para obtener la 3-upla (gin, Sin, ¢’) € § donde ¢ = 6(qin, L(sin))
puesto que L(S;,,) ¥y Sin son iguales en esta representacion. Finalmente calcula-
mos la proyeccion sobre el segundo y tercer elemento de la 3-upla utilizando el
operador de cuantificacion exists((q), B(g,,,s..,¢')) Obteniendo la tupla (si,,q’).
Como ¢’ esta almacenado en las variables de destino de las transiciones, para
convertir esta tupla en un estado legitimo de S x @ permutamos las variables
¢’ con §, con lo que conseguimos un BDD de (i, 6(qin, L(Sin)))-

5.3.4. Eliminacién de estados no alcanzables

La construcciéon del SNP producto genera algunos estados y transiciones
que no son alcanzables desde el estado inicial. Los mismos pueden provocar
problemas en pasos siguientes, ademés de agrandar los BDD y requerir mayor
tiempo de procesamiento ya que los algoritmos implicitos no pueden distinguirlos
de estados legitimos.

Para eliminarlos, computamos el conjunto de estados alcanzables desde s;,,,
denominado forward set de s;, o Fwd(s;y,), usando el siguiente método iterativo
que partiendo de un conjunto con el estado inicial agrega a todos sus sucesores
y repite esto hasta no agregar mas estados:

C(O = {Sln}
Cita = img(C;)
Fud(si) = Uy Ch

img(C) = U.ec,aen(e) Suc(c,a) es el conjunto de todos los sucesores de los
estados de C, al que llamaremos imagen de C'. La imagen es calculada selec-
cionando las transiciones que parten de C a través de su intersecciéon con el
conjunto de sucesores (obtenida usando threshold como vimos anteriormente),
abstrayéndonos de las variables de accién y estados de origen para obtener un
conjunto de estados de destino, y finalmente permutando las variables de destino
por las de origen para tener el mismo conjunto de variables de S
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trans = threshold(>,0,p’)
transc = apply(-, trans, C')
destc = exists(transc, (a, §, q))

img(C) = permute(destc, (5,4), (5',¢))

Con este conjunto de estados alcanzables podemos limpiar nuestra relacion
de transicion, eliminando todas las transiciones que parten de elementos fuera
del conjunto, y luego eliminando las transiciones que llegan a elementos fuera
del conjunto:

p' =apply(,,p’,C)
p' = apply(-,p’, permute(C, (5, q), (8',4)))

5.3.5. Busqueda simbdlica de CFC maximales

Antes de ver el algoritmo de busqueda de CT maximales, veremos cémo se
realiza una parte crucial del mismo: la busqueda de las componentes fuertemente
conexas maximales en un conjunto de estados. Este problema tiene una solucién
bien conocida y veloz en los métodos explicitos, el algoritmo de Tarjan|[Tar72],
que detecta las CFC a través del etiquetado de los nodos a medida que se
realiza una busqueda en profundidad (DFS) en el grafo. Este algoritmo es de
complejidad lineal en la cantidad de lados del grafo.

Lamentablemente este algoritmo no es viable para BDD debido al alto costo
de extraer estados y transiciones individuales de la estructura. Como la busqueda
de CFC es generalmente una pieza clave de los algoritmos de model checking, y
debido a la popularidad del model checking simbdlico para verificar sistemas con
mayor cantidad de estados, se han disenado una variedad de algoritmos simboli-
cos de busqueda de CFC [EL86][BGS00][FFKT01][XB99][GPP03] que intentan
aproximarse a la eficiencia del algoritmo de Tarjan. Explicaremos como funcio-
na el algoritmo de Xie y Beerel[XB99], y como el algoritmo lockstep[BGSO00]
optimiza esta busqueda.

Los algoritmos simbdlicos operan buscando CFC dentro de conjuntos CFC-
cerrados, que son conjuntos de estados donde cada CFC o bien esta incluida
en el conjunto o estd fuera del conjunto. La unién e intersecciéon de conjuntos
CFC-cerrados también es CFC-cerrada, al igual que el complemento respecto
del conjunto S de todos los estados del grafo.

Una forma de encontrar conjuntos CFC-cerrados es tomar un estado cual-
quiera s € Sy calcular su forward set, o bien su backward set Bwd(s), que es el
conjunto de estados que contienen al nodo en su forward set.

Lema 5.3.1. Sea s € S un estado. Fud(s) y Bwd(s) son CFC-cerrados.

Prueba. Supongamos que no lo son. Luego existe una CFC que posee elementos
dentro y fuera de Fwd(s) o Bwd(s). Por la definicion de CFC todos sus elementos
son alcanzables desde cualquier otro elemento, entonces los elementos fuera de
Fuwd(s) son alcanzables desde los elementos dentro del mismo y los elementos
dentro de Bwd(s) son alcanzables desde los de afuera, por lo que deben estar
incluidos en Fwd(s) y Bwd(s) respectivamente. Absurdo.

La implementacion de Bwd es similar a la de Fwd, pero en vez de calcular
la imagen del conjunto de estados actual C; en cada iteracion, calcularemos su
preimagen pre(C;) que es el conjunto de estados que llega en una transiciéon a
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C;. Esto se realiza de manera similar a img pero seleccionando las transiciones
por su destino en vez de por su origen:

trans = threshold(>,0,p’)
destc = permute(C, (8, q), (§,q"))
transc = apply(-, trans, destc)
pre(C) = exists(transc, (a,§,q'))

Algoritmo de Xie-Beerel

Dado un estado y su respectivo forward set y backward set, el siguiente lema
nos dice que su interseccion es una CFC:

Lema 5.3.2. Sea s € S un estado. Fwd(s) N Bwd(s) es una CFC mazimal en
S.

Prueba. Supongamos que Fwd(s)NBwd(s) # 0. Luego para todo par de estados
t,r € Fwd(s) N Bwd(s) tenemos t ~ s y r ~» s por estar en Bwd(s), y s~ ty
s~ 1 por estar en Fwd(s). Luego podemos construir caminos de ¢ a r pasando
por sy viceversa, por lo que t ~ 7y r ~» t y por lo tanto Fwd(s) N Bwd(s) es
fuertemente conexo.

Para ver que es maximal, supongamos por el absurdo que existe una CFC
C C S tal que Fwd(s)NBwd(s) C C. Sea D = C'— (Fwd(s)N Bwd(s)) el conjunto
de estados en C pero que no estéan en Fuwd(s) N Bwd(s). Como C' es fuertemente
conexo, entonces existen caminos desde todos los elementos en Fwd(s) N Bwd(s)
a los elementos de D, lo que nos dice que D C Fwd(s), y también hay caminos
desde todos los elementos de Fwd(s) N Bwd(s) a los elementos de D, por lo que
D C Buwd(s). Luego D = ), absurdo.

De este resultado deriva el siguiente algoritmo recursivo, donde luego de
encontrar una CFC se procede a buscar CFCs en el complemento del forward
set o backward set obtenido, y en el resto del mismo una vez eliminada la CFC
encontrada pues ambos conjuntos son CFC-cerrados:

Algorithm 1 BusquedaXB (C C S)
s := TomarElemento(C')
CFC := Fwd(s) N Bwd(s)
return {CFC} U BisquedaXB(Bwd(s) — CFC) U BisquedaXB(C — Bwd(s))

Para poder usar este algoritmo necesitaremos implementar TomarElemento,
que dado el BDD de un conjunto devuelve un BDD de un conjunto unitario que
contiene un solo elemento del conjunto original. Para lograr esto, construiremos
el elemento variable por variable. Para cada variable x de 1o, evaluamos el
valor de cualquiera de los cofactores de 1¢. Si el BDD del cofactor no es el de
la funcién constante 0, entonces existe un elemento del conjunto cuyo valor de
x es el de la restricciéon aplicada. Luego tomamos otra variable y repetimos el
procedimiento sobre el cofactor. Notemos que si este procedimiento se realiza
eligiendo las variables de acuerdo al orden del BDD, el algoritmo simplemente
desciende por la estructura del BDD hasta un nodo terminal 1 y devuelve las
elecciones tomadas en cada nodo.
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Algorithm 2 TomarElemento (C' C S, (8))
elemento := B,
for all var € (5) do
if Cyur # By then
elemento := elemento - var

C = Char
else
elemento := elemento - var
C = Cm
end if
end for

return elemento

Como las operaciones de costo computacional significativo son el calculo
de la imagen o preimagen de un conjunto, la complejidad de los algoritmos
de busqueda de CFC generalmente se expresa en términos de la cantidad de
imégenes y preimagenes computadas, también llamadas pasos simbolicos. Este
algoritmo tiene complejidad O(|S|?).

Algoritmo de lockstep

El algoritmo de lockstep mejora la cota del algoritmo anterior computando
parcialmente el forward set o el backward set. Recibe este nombre porque en
cada iteracion se realiza un solo paso en el calculo del forward set y del backward
set, hasta que uno de estos dos conjuntos converge. Una vez que esto sucede,
se sigue calculando el conjunto que todavia no ha convergido s6lo hasta que su
interseccion con el conjunto convergido deja de crecer. Esta interseccién que es
la CFC que contiene a v. Obtenida la CFC, la recursion se hace particionando el
espacio de estados de la misma manera que el algoritmo anterior, pero usando
el conjunto que convergié en vez de elegir uno arbitrariamente.

Veamos que el criterio de terminacion es suficiente. Supongamos que Bwd(s)
ha convergido, que hemos llegado a un paso del computo de Fwd(s) en el que se
encontro un conjunto de estados nuevos A de interseccion vacia con Bwd(s) con
lo que el algoritmo termina la bisqueda de la CFC, y supongamos por el absurdo
que existe algin paso siguiente en el computo de Fwd(s) que agrega un conjunto
de estados B a Fwd(s) N Bwd(s). Luego los estados de B son alcanzables desde
algiin conjunto de estados A’ C A, pero entonces A" C Bwd(s) y por lo tanto
AN Bwd(s) # 0. Absurdo.

Esta optimizacion resulta en una complejidad de O (|S|log%\‘7), donde d es

la distancia maxima entre dos estados y N es la cantidad de CFC maximales
en S.



52 CAPITULO 5. MODEL CHECKING

Algorithm 3 Lockstep (C C 5)

s := TomarElemento(C')
F,dF,B,dB = {s},{s},{s}, {s}
while dF' # ) A dB # () do

dF = img(F)NF

dB = pre(B)N B

F:=FUdF
B:=BUdB
end while
if dF = () then

Convergido := F

while FNdB # () do
dB = pre(B)N B
B:=BUdB

end while

else

Convergido := B

while BN dF # () do
dF :=img(F)NF

F:=FUdF
end while
end if
CFC:=FnNB

return {CFC} U Lockstep( Convergido — CFC') U Lockstep(C' — Convergido)

5.3.6. Busqueda simbdlica de conjuntos estables maxima-
les

La otra parte del algoritmo de busqueda de CT maximales es la busque-
da de conjuntos estables maximales. Repasando el algoritmo de la seccién 2.3
vemos que necesitamos implementar una funciéon que calcule las iteraciones
Eft = {s € EL | Ja € k(s).Suc(s,a) C EL}, los conjuntos de estados para los
que existe una accién que solo lleva a estados en E¢., que convergen al conjunto
estable maximal en C.

Comenzaremos seleccionando el conjunto de transiciones que parten de Eé
y llegan a EX:

DesdeFEL, = apply(-,p’, EL)

DesdeYHaciaE- = apply(-, DesdeEL, permute(EL, (5,4), (8',4')))

Luego para cada estado de E}; calculamos la suma de las probabilidades de
las transiciones que permanecen en F¢, a través de cada accion.

ProbPermanecerEnEL, = sumAbstract(Desde YHaciaEL, (§',q'))

Finalmente seleccionamos los estados y acciones para los que esta suma de
probabilidades es igual a 1, o sea que todos sus sucesores estidn contenidos en
Ee, y nos quedamos con los estados que poseen al menos una accién que cumple
con este requisito.
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SiemprePermaneceEnE, = threshold(=, 1, ProbPermanecerEnEL,)
B = exists(SiemprePermaneceEnEp, (a))

5.3.7. Calculo de alcanzabilidad

La implementaciéon de un algoritmo de programacion lineal para el calculo
de la probabilidad de alcanzar las CTs aceptadas es directa usando operaciones
de matrices sobre MTBDD. Sin embargo estos algoritmos requieren matrices
méas grandes que la de la funcion de probabilidad de transicion para operar,
lo que va en contra de nuestra meta de verificar sistemas de gran cantidad de
estados, y las matrices utilizadas son irregulares con lo que la eficiencia de la
representacion de los MTBDD se pierde.

Por esta razon existe un método alternativo para calcular aproximaciones de
las probabilidades, mostrado en [Bai98|, que se resuelve con métodos numéricos
iterativos:

Pri = limnﬂooPr:(n) donde:

0 sis e Sne
Prt = 0 siseS"An=0

s(n) —
MAT e o(s) {Ztesp(ﬂs, a)~P7":—(n,1)} siseS"An>0

Este método solo requiere memoria adicional para el vector resultado. El
vector se hace mas irregular a medida que converge por lo que su almacenamiento
en MTBDD resulta lento e ineficiente, y el desempefio varia mucho segtn el
modelo. Sin embargo el menor tamano del vector motiva la creacién de métodos
hibridos donde el vector es almacenado convencionalmente en una matriz y
el resto del sistema se almacena en MTBDD. Los métodos hibridos [Par02]
estan situados generalmente a mitad de camino entre los métodos puramente
simbolicos y los métodos explicitos en cuanto a consumo de recursos y tiempo
de procesamiento.
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Capitulo 6

PRISM

PRISM [HKNPO06], del inglés Probabilistic Symbolic Model Checker, es una
herramienta de simulacién y model checking simbélico de propiedades PCTL
(Probabilistic Computation Tree Logic) para cadenas de Markov de tiempo
discreto y procesos de decision de Markov, y de propiedades CSL (Continuous
Stochastic Logic) para cadenas de Markov de tiempo continuo, sobre la que se
ha verificado una gran variedad de casos de estudio y permanece en constante
desarrollo.

La herramienta, que es software libre, esta escrita en su mayoria en Java,
salvo las rutinas de mayor costo computacional que estéan escritas en C y son
llamadas a través de la Java Native Interface para mejor desempeno. Esto incluye
a CUDD [Som99], el paquete de MTBDD utilizado.
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Figura 6.1: PRISM en accion.
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6.1. Arquitectura de PRISM

Para verificar un sistema, uno provee su especificacion escrita en el lenguaje
de PRISM y una lista de propiedades a verificar. La especificacion es parseada y
se crea un modelo del tipo que corresponda. Luego se parsea la lista de propie-
dades creando una lista de objetos de tipo PCTLFormula (que incluye férmulas
CSL), y se las procesa una por una. Para cada propiedad se verifica que la logica
en la que esté escrita sea la adecuada para el tipo de modelo en cuestion y que
sea aplicable al modelo. Una vez que se verific6 que la propiedad se adecua al
modelo se invoca al model checker propiamente dicho de ese tipo de modelo, que
dado un modelo y una propiedad calcula la probabilidad de satisfaccion. Esto se
repite hasta acabar con la lista de propiedades, y los resultados son mostrados
en la consola de PRISM o en su interfaz grafica, vista en la figura 6.1.

Descripcion Especificacion
del modelo de propiedades
/ PRISM \
Parser de Parser de
modelos propiedades
PCTLFormula

ProbModelChecker | StochModelChecker [NondetModelChecker

MTBDD Hybrid Sparse

KK Kernel PRISM j/

Resultados

Figura 6.2: Arquitectura de PRISM.

PRISM posee tres motores distintos para el calculo numérico de probabili-
dades: uno puramente simbodlico que s6lo utiliza MTBDD, uno hibrido que usa
una matriz rala para el vector resultado, y uno que usa solamente matrices ralas.
Como el resto de PRISM solo trabaja con MTBDD, el BDD de transiciones se
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vuelca a una matriz realizando una busqueda DFS en la estructura del BDD
previo al célculo de probabilidades. Estos tres motores le confieren a PRISM
una gran versatilidad para la verificaciéon de modelos de todo tamano. La figura
6.2 muestra la arquitectura general de la herramienta.

6.2. El lenguaje PRISM

Los modelos de PRISM se especifican como una composicion de mddulos,
componentes del sistema que corren bajo alguna forma de concurrencia. El sis-
tema y cada modulo en particular poseen un conjunto de constantes y variables
cuyos rangos de valores son especificados por el usuario:

const int N = 5;
x : [0..N] init O;

Cuando las variables no pertenecen a ningin médulo las llamaremos varia-
bles globales. Cada combinacién distinta de los valores de todas las variables
representa un estado del sistema.

Aplicando distintos operadores aritméticos y de comparacion a variables y
valores constantes se obtienen expresiones, que son funciones de las variables del
sistema con imagen en los nimeros reales, o en los booleanos cuando se realiza
una comparacion entre subexpresiones:

formula incr = x < N 7?7 x + 1 : x;

Para referirnos a un conjunto de estados utilizaremos su funcién caracteris-
tica escrita como expresion booleana.

Cada variable puede ser inicializada con un valor estableciendo un estado
inicial tnico que consiste de los valores iniciales de todas las variables, o bien
caracterizando los estados iniciales con una expresion.

Las transiciones dentro de cada modulo se especifican con comandos, que
consisten de una accidn utilizada para sincronizacién que puede ser vacia, una
guarda que es una expresion booleana que establece los estados a los que se
puede aplicar el comando, y un conjunto de actualizaciones, que son asignaciones
a variables globales o pertenecientes al médulo de nuevos valores junto con
probabilidad de elegir cada actualizaciéon. Se requiere que la variable a actualizar
ocurra primada en la actualizaciéon y que la suma de las probabilidades de las
actualizaciones de un comando sea igual a 1.

Para especificar elecciones no deterministicas se utilizan comandos cuyas
guardas describen conjuntos superpuestos. Cuando el sistema alcanza un estado
en la interseccion de dos o mas guardas, el comando a ejecutar es elegido de
forma no deterministica y luego se elige la actualizacion de forma probabilista.

Ejemplo 6.2.1. El siguiente modelo representa un balde que se va llenan-
do progresivamente y puede ser vaciado completamente siempre que contenga
agua. La eleccion de agregar agua o vaciarlo es no determinista para nivel €
[1.CAPACIDAD —1].
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mdp
const int CAPACIDAD = 4;

module balde
nivel: [0..CAPACIDAD] init 0;

[1 nivel < CAPACIDAD -> 1: nivel’ = nivel+l;
[1 nivel > O -> 1: nivel? 0;
endmodule;

La composicién de modulos es tomada del lenguaje de especificaciéon CSP.
El operador de composicién mas comun es ||, y es el usado por defecto para
componer moédulos. Este operador permite todos los interleavings posibles de
los comandos seleccionables de cada modulo, salvo cuando dos o mas modulos
poseen comandos con la misma accién, en cuyo caso dichos comandos deben
ser ejecutados simultidneamente en todos los moédulos que poseen la accion.
El operador ||| elimina esta restriccion. Ademés se incluyen operadores de
renombre, ocultaciéon y sincronizacion sobre conjuntos de acciones definidos por
el usuario.

Ejemplo 6.2.2. Veamos un modelo que hace uso intensivo de la sincronizacion
de acciones entre modulos. Este modelo describe un sistema en el que un bombero
hace repetidos viajes entre un tanque y un incendio trasladando agua en un balde,
que a veces es volcada parcialmente en el camino por accidente. Estas 4 entidades
son modeladas individualmente en modulos separados y deben sincronizarse cada
vez que una accion involucra el estado de dos o mdas de ellas, como por ejemplo
al llenar el balde con agua del tanque.

mdp

const int CAPTANQUE 100;

const int CAPBALDE = 2;

const int LLAMAS = 30;

const int MAXVIAJES = CAPTANQUE;

module balde
b : [0..CAPBALDE] init O;

[1lenarbalde] b < CAPBALDE -> 1: (b’=b+func(min,CAPBALDE-b,t));

[correr] b>0 -> 0.5: (b’=b)
+ 0.5: (b’=b-1);
[apagarfuego] true -> 1: (b’=b-func(min,1,b));
endmodule

module tanque
t : [0..CAPTANQUE] init CAPTANQUE;

[1lenarbalde] t > 0 -> 1: (t’=t-func(min,t,CAPBALDE-b));
endmodule



6.3. MODELOS DE PRISM 59

module incendio
1 : [0..LLAMAS] init LLAMAS;

[apagarfuego] 1 > 0 -> 1: (1’=1-func(min,l,b));
endmodule

module bombero
estado : [0..2] init O;
viajes : [0..MAXVIAJES] init O;

[1lenarbalde] estado=0 -> 1: (estado’=1);
[correr] estado=1 & viajes<MAXVIAJES -> 1: (estado’=2) & (viajes’=viajes+1);
[apagarfuego] estado=2 -> 1: (estado’=0);

endmodule

También se le pueden asignar recompensas a los distintos estados o tran-
siciones. Esto se realiza con bloques delimitados por las directivas rewards y
endrewards. Para asignarle una recompensa a un conjunto de estados, usamos
una expresion booleana para identificar los estados y una expresion para el valor
de la recompensa, separados por “:”. Para asignarle recompensas a transiciones,
identificamos la transicién con su accién y guarda y le asignamos una expresiéon
para el valor. Cuando un estado o una transicién estd incluida en mas de una
de estas asignaciones, se le asigna la suma de todas las recompesas aplicables.

Ejemplo 6.2.3. Siguiendo con el ejemplo anterior, podriamos llevar rastro de
la cantidad de viajes sin llevar la cuenta dentro del modelo del bombero sino
con una estructura de recompensas aparte que aumenta cada vez que el bombero
termina de correr, llegando a estado=2 que no puede repetirse hasta que el
bombero volvio a llenar el balde:

rewards
estado=2 : 1;
endrewards

O bien podemos asignarle la recompensa a la accion de correr directamente:

rewards
[correr] true : 1;
endrewards

6.3. Modelos de PRISM

La representacion interna de un modelo de PRISM es muy similar a la ex-
plicada en el capitulo anterior. Por cada variable declarada en el modelo con
rango [m..M], se almacena el rango para poder convertir las expresiones a BDD
y se crean 2 - [loga(M — m)] variables booleanas en el paquete de BDD con las
que se codifican los valores 0... M — m para las filas y columnas de la matriz
de transiciones. Ademés segin su tipo se agrupan referencias a las mismas en
vectores para rapido acceso a la hora de operar con BDD, allDDRowVars en
el caso de las variables de fila y al1DDColVars para las de columna. También
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se crean variables booleanas por cada comando de cada moédulo para resolver
el nodeterminismo local, referenciadas en al1DDChoiceVars, variables por cada
moédulo para resolver el nodeterminismo en el interleaving de los mismos, refe-
renciadas en allDDSchedVars, y variables por cada accién que debe ejecutarse
en sincronia, referenciadas en al1DDSynchVars. Estos tltimos tres conjuntos de
variables que contienen todas las opciones de nodeterminismo para una transi-
cién son agrupados en allDDNondetVars.

Cada comando es convertido a una matriz de probabilidad de transiciones. La
accion del comando y el modulo al que pertenece definen las filas seleccionadas en
allDDNondetVars. La guarda se traduce a un BDD y con éste se seleccionan los
estados origen en allDDRowVars. Luego para cada actualizacién se seleccionan
las columnas en allDDColVars, y a estas celdas seleccionadas de la matriz se
les asigna la probabilidad de la actualizaciéon. E1 BDD de transiciones trans es
la suma de las matrices de transiciones de cada comando.

El BDD de estados iniciales start es creado a partir de los valores iniciales
de cada variable o traduciendo la expresion de estados iniciales a un BDD.
El BDD del conjunto de estados alcanzables reach es calculado como vimos
anteriormente computando el forward set de los estados iniciales.

Finalmente se incluyen BDD para cada declaracién de recompensas agrupa-
dos segun su tipo.



Capitulo 7

Implementacion

Para agregar soporte de la 16gica LTL a modelos no deterministas en PRISM,
necesitamos hacer que reconozca las férmulas en esta logica como propiedades
y proveer un model checker para las mismas, resultando en la arquitectura de

la figura 7.1.

Descripcion
del modelo

Especificacion
de propiedades

~

PRISM

Parser de
propiedades

PCTLFormula LTLFormula

ProbModelChecker | StochModelChecker |NondetModelChecker | NondetLTLModelChecker
JLTL2DSTAR
MTBDD Hybrid Sparse
JLTL2BA
K\ Kernel PRISM
Resultados

Figura 7.1: Cambios realizados a la arquitectura de PRISM.
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Para conseguir lo primero definimos una superclase Formula de PCTLFormula,
que provee métodos comunes para poder introducir LTLFormula sin mayores
cambios al resto del programa. LTLFormula almacena férmulas LTL donde se
permite definir opcionalmente si se quiere calcular la probabilidad maxima o mi-
nima y las proposiciones atomicas son reemplazadas por expresiones booleanas
de PRISM. Al igual que las proposiciones atomicas, las expresiones booleanas
deben valer o no en cada estado y este valor se puede calcular a priori, por lo que
la modificacion no afecta los algoritmos vistos. Los objetos de tipo LTLFormula
son generados por el parser de PRISM, modificado para que reconozca la sintaxis
de LTL ademéas de PCTL y CSL de la siguiente forma:

Formula = PCTLFormula

| LTLProb
LTLProb = (’Pmin’ | ’Pmax’)? LTLFormula
LTLFormula = LTLAndOr (’=>’ LTLAndOr)?
LTLAndOr = LTLUntil (|’ LTLUntil | ’&’ LTLUntil)?
LTLUntil = LTLUnary (’U’ LTLUnary)?
LTLUnary = ’17 LTLUnary

| ’X’ LTLUnary

| ’F’> LTLUnary

| G’ LTLUnary

| LTLLabel
LTLLabel = 2" Tdentifier "’

| (> LTLFormula ’)’

| Expression

Una vez creado el modelo y elegida la propiedad a verificar, se despacha
la formula al model checker adecuado. En el caso de las formulas LTL este
es nuestro propio model checker, NondetLTLModelChecker, que implementa la
misma interfaz del resto de los model checkers para férmulas de tipo LTLFormula
y modelos no deterministas, cuyo flujo de ejecucion se ve en la figura 7.2. El
mismo genera un nuevo modelo no determinista del SNP producto en el que se
calcula la probabilidad de alcanzar las componentes terminales maximales que
son aceptadas.

La propiedad recibida debe ser convertida a un autémata de Rabin determi-
nista para poder generar el SNP producto. Para evitar introducir modificaciones
innecesarias a las herramientas de traduccion, que operan sobre formulas LTL sin
modificaciones, eliminamos el operador de probabilidad y el resto de la féormula
es negada en el caso del minimo. También debemos reemplazar las expresiones
booleanas que ocurren en la férmula por proposiciones atémicas y llevar rastro
de estos reemplazos. Como queremos obtener un autémata lo més chico posible,
intentaremos utilizar la menor cantidad de proposiciones atémicas posibles para
facilitar la aplicacion de técnicas de reduccion de la cantidad de estados del au-
tomata resultante como las reglas de reescritura. Esto se logra facilmente gracias
a la prueba de equivalencia de orden constante de los BDD: si cada expresion
se traduce a un BDD de todos los estados que la satisfacen y calculamos el
BDD de la interseccion de estos estados con los estados alcanzables del modelo,
todas las expresiones equivalentes en este modelo tendran el mismo BDD de
interseccion puesto que la representacion es canénica. Ademaés, si la intersecciéon
es vacia entonces la propiedad es falsa para este modelo, y de la misma forma si
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la interseccion es igual al conjunto de estados alcanzables entonces la propiedad
equivale a true. Por lo tanto cada expresion encontrada en la féormula es tradu-
cida a un BDD e intersecada con los estados alcanzables para obtener un BDD
B, que es comparado con el BDD de la funcién constante 0, los estados alcan-
zables, y los BDDs de todas las expresiones traducidas anteriormente. De ser
distinta a todas las anteriores, se crea una proposiciéon atémica nueva p y el par
(p, B) es almacenado en un diccionario para rapida busqueda. En caso contrario
la expresion es reemplazada por false, true o la proposiciéon atémica asociada a
B en el diccionario, respectivamente. Obtenida una férmula LTL propiamente
dicha, se la traduce a un autémata de Rabin determinista con un puerto a Java
de la herramienta 1t12dstar [Kle05], que a su vez utiliza un puerto a Java de
la herramienta LTL2BA [GOO01] para la conversion a un autémata de Biichi.

Una vez generado el autémata de Rabin determinista de la férmula, procede-
mos a crear variables booleanas en el paquete de BDDs para codificar los estados
del mismo en la forma vista en el capitulo 4. Como queremos que el model che-
cking de formulas LTL no afecte la operacion normal de PRISM no podemos
alterar el orden de estas variables en el BDD, situadas al final del mismo. Las
referencias a dichas variables son agregadas a copias locales de al1DDRowVars y
allDDColVars segun su tipo.

Con el modelo, el autéomata de la féormula y todas las variables necesarias
creadas, estamos en condiciones de generar el SNP producto siguiendo el proceso
descrito en el capitulo 5. La tnica consideracién que debemos hacer es que las
proposiciones atémicas que etiquetan las transiciones del autémata de Rabin
deben ser convertidas a los estados que representan en el modelo a través de la
interseccion de los BDD de cada proposicion en la etiqueta o sus complementos
en caso de ocurrir negados, informacién que estd disponible en el diccionario
creado anteriormente. Los nuevos BDDs de transicién, estados iniciales y estados
alcanzables junto con los nuevos conjuntos de variables son utilizados para crear
un nuevo modelo no determinista.

Dentro del nuevo modelo, realizamos la bisqueda de componentes terminales
usando lockstep para la descomposicion en CFC, y utilizando el motor de PRISM
seleccionado por el usuario calculamos la probabilidad méaxima de alcanzarlas
desde los estados iniciales, que son restados a 1 de haberse pedido el célculo de
probabilidad minima. El resultado es devuelto y el modelo del SNP producto es
borrado, finalizando la verificaciéon de la propiedad.
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NondetModel LTLFormula
start Férmula LTL
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~ allDDRowVars
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Figura 7.2: El médulo NondetLTLModelChecker.




Capitulo 8

Casos de estudio

Los siguientes casos de estudio fueron realizados sobre Ubuntu Linux 7.10
con un procesador Athlon XP de 2,2GHz y 1GiB de RAM.

8.1. Autoestabilizacion

Los algoritmos de autoestabilizacién para redes de procesos sirven para re-
gularizar automéaticamente situaciones ilegales en la red en una cantidad finita
de pasos. Estudiaremos el modelo presentado en [IJ90], donde una cantidad de
hosts estan conectados en una topologia de anillo por la que se transfieren to-
kens entre los hosts. El objetivo del algoritmo de autoestabilizacién en este caso
consiste en dejar un solo token en circulacién, partiendo de una situacién inicial
en la que existe una cantidad arbitraria de tokens en la red.

El algoritmo consigue su objetivo haciendo que cada host que posee un token
descarte todos los tokens entrantes, y circula su token con igual probabilidad
hacia cualquiera de sus dos pares. El modelo PRISM de una red de 3 hosts esta
dado por:

mdp

global int tokenl: [0..1];
global int token2: [0..1];
global int token3: [0..1];

module hostl
[1 tokeni=1 -> 0.5: (token1’=0) & (token2’=1)
+ 0.5: (tokenl1’=0) & (token3’=1);
endmodule

module host2=hostl[tokenl=token2,token2=token3,token3=tokenl] endmodule
module host3=host1[tokenl=token3,token2=tokenl,token3=token2] endmodule

formula ntokens = tokenl + token2 + token3;
init
ntokens > 1

endinit
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Previo a este trabajo era posible probar la convergencia del modelo verifi-
cando la propiedad F (ntokens = 1) expresada en la logica PCTL en PRISM,
pero no era posible probar que en esta solucién el token pasa infinitamente a
menudo por todos los hosts de la red. Utilizando la légica LTL, esta propiedad
es GF (token; = 1), y su verificacion di6 los siguientes resultados:

Hosts Modelo original Producto
Estados Transiciones | Nodos Estados Transiciones | Nodos

5 5 10 68 9 18 92

10 1023 8960 369 1533 13109 753
15 32767 430080 729 49149 634864 1508
20 1048575 18350080 1189 1572861 27197419 2488
25 33554431 734003200 1749 50331645 1090519014 3693
30 1073741823 | 28185722880 2409 1610612733 | 41943039969 5123

Hosts Tiempo en segundos Prob.
Rabin | Producto CT Alcanzabilidad | Total | minima
5 0.066 0.002 0.002 0.001 0.078 1
10 0.062 0.006 0.011 0.001 0.081 1
15 0.062 0.012 0.078 0.001 0.154 1
20 0.061 0.020 0.537 0.002 0.621 1
25 0.066 0.030 4.321 0.002 4.419 1
30 0.067 0.047 55.689 0.001 55.805 1

8.2. Dining philosophers

Un problema comtn de concurrencia es el de los dining philosophers de
Dijkstra. N fil6sofos se encuentran sentados en una mesa pensando. En la mesa
hay un tenedor entre cada par de filosofos y un plato de spaghettis para cada
uno. Cuando un filésofo tiene hambre toma los dos tenedores proximos en algin
orden y cuando obtiene ambos procede a comer de su plato spaghettis hasta
saciarse, para luego seguir pensando. La escasez de tenedores y la necesidad de
obtener ambos para comer! convierte a esta mesa en un problema de asigna-
cion de recursos compartidos donde existe riesgo de deadlock cuando todos los
filosofos toman un tenedor y por lo tanto no pueden tomar el otro, y de star-
vation cuando un filésofo con menor prioridad en la estrategia intenta tomar
los cubiertos en un mal momento repetidamente o directamente no recibe un
turno para actuar. Como el algoritmo de model checking implementado busca la
probabilidad méxima sin importarle la distribucién equitativa de las elecciones
no deterministas, las situaciones de starvation de componentes individuales son
triviales de conseguir y por lo tanto analizaremos el progreso de todo el conjunto
de filosofos. El modelo del filosofo puede verse en la figura 8.1.

Analicemos la probabilidad minima de que no se de una situacién en la
que ningun fil6sofo pueda comer, dada por la propiedad —FG(Yi : —comiendo;),
equivalente a GF(3i : comiendo;). PRISM nos advierte que el modelo contiene
estados de deadlock de los que no parten transiciones, por lo que se le agre-
gan bucles de estos estados a si mismos utilizando el pardmetro -fixdl. La
verificacion de la propiedad nos devuelve los siguientes resultados:

ILas versiones mas modernas y verosimiles del problema utilizan palillos chinos y distintos
platos.
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hambriento
derecho

hambriento izquierdo

hambriento  comiendo
derecho derecho
izquierdo izquierdo

i_libre

pensando hambriento

vz

d_libre

i_libre

hambriento
izquierdo

hambriento

derecho

Figura 8.1: SNP de un fil6sofo.

. Modelo original Producto
Filosofos — ey

Estados Transiciones | Nodos Estados Transiciones | Nodos

3 1655 5144 637 2196 6605 1380

4 19591 81166 1179 27152 108858 3023

5 231791 1200367 1832 327082 1640492 5278

6 2742319 17041820 2594 3884156 23412038 7989

7 32444255 235224495 3465 45743710 322190402 11110

8 383846431 3180491130 4041 535919264 4320818130 | 14622

9 4541268671 | 4,23 x 100 | 5534 | 6257847438 | 5,68 x 10'° | 18519
10 5,37 x 10%° | 5,56 x 10 | 6732 | 7,29 x 10%° | 7,37 x 10'* | 22801
11 6,35 x 10* | 7,24 x 102 | 8039 | 8,48 x 10 | 9,45 x 10'2 | 27468
12 7,52 x 102 | 9,34 x 10" | 9455 | 9,87 x 10™ | 1,20 x 10* | 32520
13 8,89 x 10" | 1,19 x 10'® | 10246 | 1,14 x 10'* | 1,51 x 10" | 37957
14 1,05 x 10%° | 1,52 x 10'® | 12614 | 1,33 x 10 | 1,90 x 10'¢ | 43779

L Tiempo en segundos Prob.
Filosofos - — K
Rabin | Producto cT Alcanzabilidad Total minima
3 0.062 0.031 0.027 0.069 0.191 0
4 0.059 0.110 0.113 0.341 0.624 0
5 0.061 0.264 0.262 2.161 2.751 0
6 0.062 0.584 0.579 7.154 8.385 0
7 0.067 1.096 1.301 20.967 23.432 0
8 0.066 1.604 2.369 46.054 50.095 0
9 0.068 2.819 3.784 93.935 100.608 0
10 0.067 3.701 6.070 188.747 198.586 0
11 0.068 4.929 9.374 325.216 339.589 0
12 0.175 6.730 13.419 514.240 534.566 0
13 0.163 9.534 19.486 1088.579 1117.763 0
14 0.214 12.382 26.014 3364.620 3403.233 0

La solucion de Duot, Fribourg y Claudine[DFC02] a este problema, basa-
da en una solucion original de Lehmann y Rabin[RL94], consiste en dejar el
cubierto obtenido si no se puede obtener el segundo para evitar deadlocks. Es-
ta modificacion generalmente introduce un nuevo problema, el livelock, en el
que todos los filosofos toman un cubierto cada uno al mismo tiempo y, al no
poder obtener el segundo, también los liberan simultaneamente con lo que nin-
guno consigue comer. Sin embargo nuestra eleccién del primer cubierto a tomar
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es probabilista, lo que previene una repeticion infinita de malas elecciones. El
modelo modificado se muestra en la figura 8.2.

hambriento o izquierdo

derecho Y

hambriento

comiendo
derecho
izquierdo

hambriento
derecho
izquierdo

pensando d_libre

i_libre

hambriento
izquierdo

hambriento
derecho

Figura 8.2: SNP de un filésofo libre de deadlock.

Verificando la propiedad anterior para este nuevo modelo, en el que no hay
estados de deadlock como en el caso anterior, obtenemos:

. Modelo original Producto
Filosofos ) ey
Estados Transiciones Nodos Estados Transiciones Nodos
3 956 3048 765 1170 3699 1603
4 9440 40120 1650 12161 51204 4005
5 93068 494420 2854 123914 651935 7782
6 917424 5848524 4339 1250306 7892280 13172
7 9043420 67259808 6101 12534636 92300873 19822
8 89144512 757721264 8150 125037881 1052244328 27574
9 878732012 8402796252 10486 1242307383 11761616484 36603
10 8662001936 | 92032909540 | 13109 | 12302615498 | 129425665440 | 46760
L Tiempo en segundos Prob.
Filosofos - — K
Rabin | Producto cT Alcanzabilidad Total minima,
3 0.062 0.032 0.042 0.002 0.139 1
4 0.064 0.136 0.384 0.001 0.595 1
5 0.062 0.466 2.086 0.002 2.618 1
6 0.067 1.193 9.778 0.002 11.042 1
7 0.068 2.602 41.766 0.002 44.441 1
8 0.068 5.378 169.970 0.002 175.421 1
9 0.068 9.686 615.893 0.002 625.652 1
10 0.074 14.884 5970.809 0.001 5985.771 1
8.3. Binary exponential backoff

El algoritmo de binary exponential backoff es una parte crucial del protocolo

CSMA/CD (Carrier Sense, Multiple Access with Collision Detection) utilizado
inicialmente en los estdndares IEEE 802.3, también conocidos en su conjunto
como FEthernet. CSMA /CD es utilizado para resolver la contencion entre varios
hosts para enviar mensajes a través de un canal Gnico comin.
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Para enviar un mensaje, un host escucha el canal hasta que éste se desocupe
y luego transmite su mensaje. Si otro host también transmite se produce una
colision que destruye los contenidos del mensaje, y por lo tanto los hosts deben
encontrar una forma de enviar satisfactoriamente sus mensajes sin més informa-
cion que la deteccién de colisiones. El algoritmo ataca este problema haciendo
que ambos hosts esperen una cantidad aleatoria acotada de tiempo, multiplo
del tiempo necesario para propagar una senal en todo el medio, antes de rein-
tentar el envio. De darse nuevamente una colision, se duplica la cota maxima de
tiempo y toma otro nimero al azar de este intervalo. Esto se repite hasta que se
alcanza una cantidad maxima de intentos o hasta que el mensaje comienza a ser
enviado satisfactoriamente, con lo que el host toma control del canal y puede
enviar el resto del mensaje mientras que el resto de los hosts espera hasta que
se desocupe el canal. El nombre del algoritmo proviene de las cotas crecientes
para la eleccion del tiempo de espera, que son potencias de 2. Generalmente el
algoritmo es truncado, de modo que al cabo de una cantidad determinada de
intentos la cota deja de incrementarse.

Modelamos una version simplificada de este problema donde una cantidad
de hosts intenta enviar un mensaje al mismo tiempo con una cota méxima
de 8 intervalos, y verificamos la probabilidad de satisfaccion de las siguientes
propiedades:

w F (3i.ézito;), o sea, que alguno de los hosts en contencion consigue enviar
satisfactoriamente su mensaje.

Modelo original Producto
Intentos | Hosts — —
Estados Transiciones | Nodos Estados Transiciones | Nodos
2 457 844 946 457 844 1042
3 11721 25850 3823 11721 25850 4101
4 4 166385 450336 9315 166385 450336 9870
5 2319849 7436402 18220 2319849 7436402 19052
6 32285417 119845992 29995 | 32285417 119845992 31104
2 T 1450 1240 T 1450 1363
5 3 41209 91504 6156 41209 91504 6628
4 897409 2353904 17341 897409 2353904 18524
5 19113453 57971074 36640 | 19113453 57971074 38618
2 1097 2056 1377 1097 2056 1518
6 3 99545 227154 8165 99545 227154 8727
4 3032993 8285980 26267 3032993 8285980 27771
Intentos | Hosts . Tiempo en segundos _ Pr(.)b.
Rabin | Producto cT Alcanzabilidad Total minima
2 0.068 0.020 0.022 0.087 0.191 0.98438
3 0.062 0.110 0.138 0.725 1.036 0.99655
4 4 0.062 0.309 0.526 6.086 6.987 0.99473
5 0.068 0.643 1.937 40.271 42.925 0.99382
6 0.065 1.108 6.320 340.850 348.459 | 0.99247
2 0.062 0.030 0.028 0.156 0.279 0.99805
5 3 0.062 0.226 0.204 2.559 3.055 0.99972
4 0.068 0.754 1.043 51.227 53.102 0.99962
5 0.065 1.707 3.955 498.113 503.990 | 0.99955
2 0.075 0.038 0.032 0.231 0.363 0.99976
6 3 0.062 0.377 0.238 7.900 8.580 0.99998
4 0.069 1.386 1.362 199.657 202.685 | 0.99997
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w G (—((Fi : fallo;) A (F 3j : éxitoj))), o que no se dé que un host se apodera
del canal al mismo tiempo o luego de que otro host se haya dado por
vencido por error al suponer que el medio esta roto.

Modelo original Producto
Intentos | Hosts — —

Estados Transiciones | Nodos Estados Transiciones | Nodos

2 457 844 946 457 844 979

3 11721 25850 3823 11721 25850 4315

4 4 166385 450336 9315 166385 450336 10171
5 2319849 7436402 18220 2319849 7436402 19483

6 32285417 119845992 29995 | 32285417 119845992 31617

2 T 1450 1240 7T 1450 1277

5 3 41209 91504 6156 41209 91504 6912
4 897409 2353904 17341 897409 2353904 18908

5 19113453 57971074 36640 | 19113453 57971074 39096

2 1097 2056 1377 1097 2056 1414

6 3 99545 227154 8165 99545 227154 9030
4 3032993 8285980 26267 3032993 8285980 28229

Intentos | Hosts . Tiempo en segundos _ Pr(?b.
Rabin | Producto cT Alcanzabilidad Total minima

2 0.072 0.020 0.067 0.001 0.162 1.00000

3 0.065 0.119 1.016 1.335 2.539 0.95724

4 4 0.072 0.328 17.769 12.388 30.616 0.88596
5 0.076 0.690 323.786 87.500 412.049 0.79696

6 0.080 1.136 5574.260 575.652 6151.185 | 0.69869

2 0.065 0.031 0.114 0.001 0.212 1.00000

5 3 0.066 0.278 3.153 5.222 8.736 0.99313
4 0.075 0.791 101.370 82.417 185.150 0.97758

5 0.082 1.794 3238.850 901.554 4142.287 | 0.95190

2 0.064 0.037 0.157 0.010 0.259 1.00000

6 3 0.066 0.394 6.341 11.583 18.370 0.99897
4 0.077 1.424 311.844 298.170 611.517 0.99603

En ambos casos los tamafos de los productos fueron iguales a los de los mo-
delos originales, puesto que los estados del modelo se corresponden directamente
con los estados de los automatas de Rabin de las propiedades.
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Conclusiones

Se implement6 con éxito un model checker de propiedades LTL sobre la
herramienta PRISM. El uso de métodos simbolicos a lo largo de todo el proceso
de verificacion resulta en un consumo de memoria que crece linealmente respecto
al tamano del sistema, incluso cuando la cantidad de estados y transiciones crece
exponencialmente.

Este codigo, con algunos agregados y modificaciones, ha sido integrado al
arbol de desarrollo de PRISM y formaré parte de una versiéon futura. Los model
checkers de PRISM y su lenguaje de especificacion de propiedades han sido
extendidos a PCTL*, con el algoritmo implementado en este trabajo a cargo de
la verificacion de las formulas de camino para los procesos de decision de Markov
vistos en este trabajo, y proximamente también para las cadenas de Markov de
tiempo discreto en los que no hay no determinismo. Ademas se le ha agregado la
verificacion de propiedades LTL bajo la hipotesis de fairness de [Bai98], para la
que la construcciéon del producto del modelo y el autémata de la propiedad es la
misma pero cambia levemente la definicion de estados aceptados y su busqueda.

Adicionalmente se han implementado otras optimizaciones al proceso de mo-
del checking. Como la bisqueda de componentes fuertemente conexas consume
junto con el célculo de alcanzabilidad la mayor parte del tiempo de verificacién,
se ha incluido un algoritmo adicional [GPP02] que tiene una complejidad lineal
respecto de la cantidad de nodos del grafo, aunque en la practica tiene una
performance similar al algoritmo de lockstep. Al poder realizarse modificaciones
sobre el resto de PRISM, también se ha podido alterar la posiciéon de las va-
riables agregadas en la verificaciéon en el orden de los BDD, resultando en un
consumo de memoria considerablemente menor para el SNP producto debido al
uso de una menor cantidad de nodos para almacenar la funcién de transicion, y
una mayor velocidad en el resto del algoritmo que opera sobre el mismo.
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