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Capítulo 1Introdu

ión
1.1. Motiva
iónLos avan
es te
nológi
os han rodeado nuestras vidas de dispositivos y siste-mas informáti
os de toda 
lase y 
omplejidad, desde pequeños aparatos operadospor mi
ro
ontroladores 
omo un reloj digital hasta apli
a
iones distribuídas degran es
ala que 
orren en 
ientos y miles de nodos 
omo los motores de búsquedade Internet. Nuestra intera

ión 
on los mismos se ha vuelto natural y general-mente pasa desaper
ibida hasta que nos topamos 
on defe
tos, de los 
uales lamayoría no pasan de ser errores molestos. Sin embargo, las fallas en sistemas
ríti
os pueden tener graves 
onse
uen
ias e
onómi
as, 
omo por ejemplo los327 millones de dólares perdidos en el Mars Climate Orbiter porque una 
om-ponente reportaba datos en unidades imperiales en vez de métri
as; o en el peorde los 
asos, poner gente en peligro 
omo en el 
aso del sistema de misiles Pa-triot, que falló en derribar un misil S
ud por un desfasaje de su reloj interno queresultó en 28 muertos. En estos sistemas es impres
indible la satisfa

ión de laespe
i�
a
ión del sistema y además debe mantenerse el fun
ionamiento 
orre
to,in
luso en situa
iones imprevistas, por períodos prolongados de tiempo.Para en
ontrar los posibles fallos de un sistema existe una variedad de té
ni-
as, aglomeradas en dos grupos: el de testing, en el que se realizan ensayos sobredistintas partes del sistema o sobre el sistema en su 
onjunto, y el de veri�
a-
ión formal, en el que se prueba la 
orre

ión del sistema utilizando métodosformales. Las té
ni
as de testing, apli
ables desde el 
omienzo de la implemen-ta
ión del sistema 
on un bajo 
osto 
omputa
ional, no son exhaustivas y porlo tanto pueden en
ontrar errores pero no garantizar su ausen
ia, parti
ular-mente 
uando existen elementos no deterministas en el sistema, lo que las ha
einsu�
ientes para el desarrollo de sistemas 
ríti
os. Los métodos de veri�
a
iónformal 
omplementan al testing asegurando resultados a 
ambio de un mayor
osto 
omputa
ional que 
re
e junto a la 
omplejidad del sistema, y son apli-
ables durante la fase de diseño, previniendo la posible ne
esidad de revisar eldiseño y reimplementarlo desde 
ero, que es altamente 
ostosa en 
uanto a tiem-po y re
ursos desperdi
iados. En este trabajo nos 
on
entraremos en una de lasté
ni
as de veri�
a
ión formal 
ono
ida 
omo model 
he
king.5



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN1.2. Model 
he
kingEl model 
he
king 
onsiste en de
idir si un modelo de un sistema satisfa
euna propiedad y proveer op
ionalmente un 
ontraejemplo en el 
aso de que nose satisfaga la propiedad.El modelo es una des
rip
ión abstra
ta del sistema, que puede realizarse enbase a su diseño previo a la implementa
ión o bien puede generarse a partir del
ódigo del sistema. Aunque la abstra

ión redu
e 
onsiderablemente el espa
iode estados a veri�
ar, la ne
esidad de 
onsiderar todas las eje
u
iones posiblesen el mismo lleva a una explosión de estados que di�
ulta la veri�
a
ión degrandes sistemas. Uno de los enfoques para ata
ar este problema 
onsiste enutilizar diagramas de de
isión binarios [JEK+90℄, estru
turas de datos e�
ientesque 
omprimen la gran redundan
ia 
ontenida en los modelos, a 
ambio derequerir que se opere simultáneamente sobre 
onjuntos de estados del modelo.Esta té
ni
a es 
ono
ida 
omo model 
he
king simbóli
o.La propiedad es una espe
i�
a
ión formal de algún requerimiento del sis-tema, que des
ribe 
omportamientos entre los que tienen que estar in
luídoslos 
omportamientos del sistema para que se satisfaga el requerimiento. Laspropiedades se expresan utilizando lógi
as temporales, que permiten des
ribiro
urren
ias de eventos a través del tiempo. Si tenemos una propiedad que espe-
i�
a el fun
ionamiento normal del sistema a través del tiempo y un algoritmoque permite evaluar la satisfa

ión de esta propiedad en 
ada estado del mo-delo del sistema, enton
es nos basta 
on ver si los estados ini
iales del modelosatisfa
en la propiedad para resolver el problema del model 
he
king.Cuando en los modelos se dan eventos que no son 
erteros sino que tienendistintas probabilidades de o
urrir, desde lo extremamente improbable 
omoque un rayo 
ósmi
o altere un bit de memoria hasta eventos 
on distribu
ionesuniformes de probabilidad 
omo es el resultado de arrojar un dado o una mone-da, el model 
he
king pasa de tener una respuesta a�rmativa o negativa a unaprobabilidad de satisfa

ión de la propiedad, o las propiedades deben ser ex-tendidas para poder des
ribir 
omportamientos probabilistas. En ambos 
asos,estamos realizandomodel 
he
king 
uantitativo. En otras té
ni
as de veri�
a
iónformal, la veri�
a
ión de sistemas probabilistas es muy di�
ultosa o imposible.1.3. Lógi
as temporalesEntre las lógi
as temporales se distinguen las lógi
as temporales de tiempolineal 
omo LTL [Pnu77℄, donde 
ada momento tiene un úni
o su
esor, y laslógi
as temporales en las que el tiempo se rami�
a 
omo CTL [EL87℄, dondeel futuro en 
ada instante aún no ha sido determinado y los distintos 
aminosposibles forman un árbol.Para entender sus diferen
ias ne
esitamos distinguir las fórmulas de 
aminoque des
riben eje
u
iones, los 
aminos dentro del modelo que transita el sistemaen su fun
ionamiento, de las fórmulas de estado que hablan sobre las propiedadesparti
ulares de 
ada estado, in
luyendo las eje
u
iones que parten del mismo quepueden ser 
uanti�
adas.Como en la lógi
a de tiempo lineal el su
esor de 
ada instante ya ha sidodeterminado, las propiedades en LTL hablan sobre eje
u
iones. Cada estadosatisfa
e una propiedad LTL 
uando todas las eje
u
iones que parten del mismo



1.4. OBJETIVOS 7satisfa
en la propiedad.Cuando el tiempo se rami�
a, el énfasis se pone en las propiedades quesatisfa
en los distintos su
esores de 
ada estado, 
uanti�
ándolos. En el 
asoparti
ular de CTL 
ada operador temporal, que estable
e una fórmula de 
a-mino, debe estar a
ompañado por un 
uanti�
ador existen
ial o universal, loque simpli�
a la veri�
a
ión. Por otra parte, las propiedades LTL pueden servistas 
omo 
asos parti
ulares de una lógi
a 
on tiempo rami�
ado en los quese 
uanti�
an universalmente fórmulas de 
amino. La limita
ión impuesta a losoperadores temporales de CTL resulta en propiedades expresables en LTL queno pueden ser expresadas en CTL y vi
eversa, por lo que estas lógi
as no son
omparables. Lo ideal sería implementar model 
he
kers que veri�quen propie-dades de la lógi
a 
on tiempo rami�
ado CTL∗, que no posee las restri

ionesde CTL y por lo tanto in
luye tanto a CTL 
omo a LTL. La veri�
a
ión defórmulas CTL∗ utiliza el algoritmo de model 
he
king de CTL para fórmulas deestado, y el de LTL para las fórmulas de 
amino.Ejemplo 1.3.1. Para un sistema simple 
omo el de la �gura 1.1 donde elsistema fun
iona hasta que transi
iona a un estado de termina
ión, la propiedadLTL F �terminó�, o �eventualmente se al
anza el estado de termina
ión�, no sesatisfa
e para el estado ini
ial, señalado por la �e
ha, porque existe un 
aminoen el que se permane
e in�nitamente en el primer estado. Tampo
o se da parala propiedad CTL equivalente AF �terminó�, o �para todos los su
esores se daque eventualmente se al
anza el estado de termina
ión�, pero sí se satisfa
e lapropiedad EF �terminó� que pide que exista al menos un 
amino por el que seal
anza el estado de termina
ión.
Figura 1.1: Modelo de un sistema simple que no siempre termina.Los modelos probabilistas ha
en que la 
uanti�
a
ión existen
ial o universalde las fórmulas de 
amino sea reemplazada por 
otas mínimas y máximas dela sumatoria de las probabilidades de satisfa
er la propiedad a través de 
ada
amino, resultando en las nuevas lógi
as PCTL [HJ94℄ y PCTL∗. Sin embargo,en el 
aso de PCTL esto signi�
a que debemos estable
er 
otas de probabilidadpara 
ada operador temporal que o
urre en la fórmula de la propiedad, lo quelo ha
e po
o prá
ti
o.1.4. ObjetivosEste trabajo se enfo
ará la herramienta de veri�
a
ión PRISM [HKNP06℄,que realiza simula
iones utilizando métodos de Monte Carlo y veri�
a propie-dades PCTL para modelos probabilistas y no deterministas, y propiedades CSLpara modelos esto
ásti
os.



8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNModi�
aremos la herramienta para que soporte propiedades de la lógi
aLTL para modelos no deterministas utilizando el algoritmo des
rito en [dA97℄,luego de adaptarlo a métodos simbóli
os para poder operar 
on las estru
turasinternas de la herramienta. Este algoritmo toma el modelo a veri�
ar y unautómata que des
ribe las eje
u
iones a
eptadas por la propiedad, y sin
ronizaambas estru
turas generando un nuevo modelo. Dentro de este nuevo modelo,bus
aremos los 
onjuntos de estados a los que pueden quedar 
on�nadas laseje
u
iones del sistema y sele

ionaremos de estos 
onjuntos los que satisfa
enla propiedad, 
on lo que el problema queda redu
ido a 
al
ular la probabilidadde al
anzar estos estados parti
ulares.1.5. Organiza
ión de este trabajoEn el 
apítulo 2 hablaremos sobre modelos y en parti
ular sobre sistemasprobabilistas no deterministas, o SNP, que son una representa
ión de modelos
on
urrentes 
on probabilidades, y las propiedades de los 
omportamientos enlos mismos. Los resultados de este 
apítulo fueron tomados de [dA97℄.En el 
apítulo 3 espe
i�
aremos propiedades en la lógi
a LTL, veremos loslenguajes generados por estas fórmulas y 
ómo se 
onstruyen ω-autómatas quea
eptan estos lenguajes.En el 
apítulo 4 presentaremos los diagramas de de
isión binarios, o BDD,
omo una alternativa e�
iente entre las distintas representa
iones de fun
ionesbooleanas y veremos 
ómo manipularlos, siguiendo lo expuesto en [HR00℄. A
ontinua
ión veremos 
ómo esta estru
tura puede ser modi�
ada para represen-tar 
ualquier fun
ión 
uya imagen es �nita, obteniendo una nueva estru
turadenominada MTBDD.En el 
apítulo 5 veri�
aremos propiedades LTL utilizando el algoritmo demodel 
he
king 
uantitativo des
rito en [dA97℄, que toma un SNP y un ω-autómata determinista y redu
e el problema a un 
ál
ulo de probabilidad deal
anzar un estado dentro de un nuevo SNP. Luego mostraremos 
ómo alma
enarun sistema de transi
ión en un BDD o MTBDD, y adaptaremos el algoritmo demodel 
he
king para ha
er uso ex
lusivo de estas estru
turas.En el 
apítulo 6 hablaremos brevemente sobre la herramienta PRISM, sulenguaje de espe
i�
a
ión de modelos y su arquite
tura interna.En el 
apítulo 7 detallaremos los 
ambios realizados a PRISM para imple-mentar el soporte de propiedades LTL.En el 
apítulo 8 des
ribiremos los 
asos de estudio realizados utilizando laherramienta modi�
ada.Finalmente en el 
apítulo 9 presentaremos las 
on
lusiones de este trabajo.



Capítulo 2ModelosComenzaremos este trabajo hablando sobre modelos, representa
iones de lossistemas sobre los que se quiere veri�
ar la satisfa

ión de una propiedad. Em-pezaremos de�niendo formalmente una representa
ión parti
ular de sistemas
on
urrentes 
on eventos probabilistas. Luego de�niremos el fun
ionamiento delsistema en términos de esta representa
ión, y analizaremos propiedades impor-tantes del mismo sobre las que se basa el resto del trabajo.2.1. Sistemas no deterministas probabilistasVeamos 
ómo de�nir formalmente la representa
ión de los sistemas que que-remos veri�
ar. Podemos ver a un sistema 
omo un 
onjunto de variables quedes
riben su estado en un instante de tiempo, y expresar 
ada a

ión que realizaen términos de la transforma
ión apli
ada a las variables entre el antes (llamadopre
ondi
ión) y el después (post
ondi
ión) de la a

ión.En vez de listar exhaustivamente todas las variables del sistema y modelar
ada a

ión individualmente, haremos una abstra

ión del sistema hasta un nivelque nos sea 
onveniente. Para des
ribir el estado del sistema usaremos 
onjuntosde proposi
iones atómi
as, enun
iados sobre algún aspe
to del sistema que enun momento determinado sólo podrán ser verdaderos o falsos.Ejemplo 2.1.1. Para modelar un automóvil tenemos 
ientos de variables 
o-mo la temperatura del a
eite, la 
arga de la batería, la posi
ión de 
ada pistón,las revolu
iones por minuto del motor, la presión de los neumáti
os, et
. Sinembargo para des
ribir un sistema que advierte a los pasajeros 
uando hay al-guna puerta abierta mientras el vehí
ulo está en movimiento, nos basta 
on 3proposi
iones atómi
as: �vehí
ulo en movimiento�, �puerta abierta� y �alarmaen
endida�.Además, nos interesará tener una representa
ión pre
isa de la ele

ión delestado siguiente del sistema, ya sea determinista, que es habitual en sistemas noafe
tados por fa
tores externos 
on un sólo hilo de eje
u
ión, probabilista, que seutiliza para modelar alternativas dadas por eventos 
on probabilidad 
ono
ida,o no determinista, que se usa para modelar las ele

iones realizadas por agentessobre los que no tenemos 
ontrol, 
omo por ejemplo los sistemas 
on
urrentesen los que el s
heduler de
ide qué pro
eso se 
orre a 
ontinua
ión. Para proveer9



10 CAPÍTULO 2. MODELOSla �exibilidad ne
esaria elegiremos en 
ada estado la a

ión a realizar de formano determinista, donde 
ada a

ión tiene distintas probabilidades de al
anzar
iertos estados. Notemos que esto permite representar una ele

ión determinista
uando el 
onjunto de a

iones para el estado tiene un úni
o elemento 
on unsolo su
esor de probabilidad 1.A esta representa
ión, que de�niremos formalmente a 
ontinua
ión, la lla-maremos sistema no determinista probabilista:De�ni
ión 2.1.1. Un sistema no determinista probabilista(SNP) es una 6-upla
(PA, S,A, κ, p, sin) donde:

PA es un 
onjunto de proposi
iones atómi
as.
S es un 
onjunto de estados. Para todo estado s ∈ S y toda proposi
iónatómi
a x, s[[x]] es el valor de verdad de x en s.
A es un 
onjunto de a

iones.
κ : S → 2A − {∅} es una fun
ión que aso
ia 
ada estado 
on un 
onjuntono va
ío de a

iones que pueden realizarse en el mismo.
p : S×A×S → [0.,1] es una fun
ión de distribu
ión de probabilidad dondepara todo s, t ∈ S y a ∈ κ(s), p(t|s, a) es la probabilidad de realizar unatransi
ión de s a t a través de la a

ión a. Para todo s ∈ S y a ∈ κ(s),pedimos que ∑

t∈S p(t|s, a) = 1.
sin ∈ S es un estado ini
ial.

Figura 2.1: Modelo de una moneda al arrojarse. Omitiremos las proposi
ionesatómi
as 
uando o
urren negadas.Ejemplo 2.1.2. Modelemos lanzamientos de una moneda. Utilizaremos dosproposi
iones atómi
as, �
ara� y �
ruz� para los estados en los que la monedasalió 
ara y 
ruz respe
tivamente. Partiremos del momento previo al arrojarla,al que le asignaremos un estado en el que no valen �
ara� ni �
ruz�. Alternati-vamente, podríamos utilizar una proposi
ión atómi
a para 
odi�
ar el valor dela moneda y otra para expresar que el lanzamiento fue realizado.Desde el estado ini
ial arrojaremos la moneda a través de una a

ión quetiene igual probabilidad de llegar a un estado en el que salió 
ara 
omo en uno



2.2. EJECUCIONES Y COMPORTAMIENTOS 11en el que salió 
ruz. Una vez obtenido el resultado podemos retornar al estadoini
ial para realizar un nuevo lanzamiento. La representa
ión grá�
a del SNPde la moneda es mostrado en la �gura 2.1.Si tomamos otra moneda y operamos ambas en un orden arbitrario, el modelodel sistema (�gura 2.2) debe tener en 
uenta todas las 
ombina
iones de lasa

iones posibles de 
ada moneda, o sus interleavings. En esta situa
ión de
on
urren
ia, la ele

ión del próximo estado no es sólo probabilista 
omo alarrojar una sola moneda, sino que también hay no determinismo en la ele

iónde la moneda que va a a
tuar a 
ontinua
ión.

Figura 2.2: Composi
ión paralela de dos monedas. Las probabilidades de tran-si
ión omitidas son iguales a 0,5.2.2. Eje
u
iones y 
omportamientosEl fun
ionamiento del sistema modelado está representado por las se
uen-
ias de estados que nos permite realizar la rela
ión de transi
ión, a las quellamaremos eje
u
iones :De�ni
ión 2.2.1. Una eje
u
ión es una se
uen
ia in�nita de estados s0s1s2 . . .tal que ∃a ∈ κ(si).p(si+1|si, a) > 0 para todo i ≥ 0.Dada una eje
u
ión σ = s0s1s2 . . ., usaremos σi para denotar el estado i+1-ésimo si, (σ, i) para denotar su su�jo in�nito sisi+1si+2 . . . que 
omienza en si,e inft(σ) para denotar el 
onjunto de estados que se repiten in�nitamente en σ.Siendo una variante de los pro
esos de de
isión de Markov, los SNP satisfa
enla propiedad de Markov, que di
e que los estados anteriores de una eje
u
ión no



12 CAPÍTULO 2. MODELOSafe
tan la ele

ión de un nuevo estado, o sea que el sistema sólo 
ono
e suposi
ión a
tual y no 
ómo llegó al mismo.Las eje
u
iones nos sirven para des
ribir un 
amino en un SNP, pero parasaber la probabilidad de al
anzar un estado del sistema no nos basta 
on saber lase
uen
ia de estados, sino que también ne
esitamos 
ono
er las a

iones elegidasen 
ada uno de los mismos, para lo que introdu
iremos los 
omportamientos :De�ni
ión 2.2.2. Un 
omportamiento de un SNP es una se
uen
ia in�nita deestados y a

iones ω = s0a0s1a1 . . . tal que para todo i ≥ 0 y si ∈ S se da que
ai ∈ κ(si) y p(si+1|si, ai) > 0. Dado un estado s ∈ S, llamaremos Ωs al 
onjuntode 
omportamientos que 
omienzan en s.Para determinar la probabilidad de realizar un 
omportamiento parti
ular, loharemos de la manera 
lási
a de [JKK66℄. Para 
ada estado s ∈ S, sea Bs ⊆ 2Ωsla σ-álgebra más pequeña de sub
onjuntos medibles de Ωs que 
ontiene todoslos 
onjuntos de 
ilindros bási
os Cω�n = {ω ∈ Ωs | ω�n es pre�jo de ω} para
ada pre�jo �nito ω�n de los 
omportamientos que parten de s. No podemosaso
iar 
ada ∆ ∈ Bs 
on su medida de probabilidad Pr(∆) debido a que laprobabilidad de que un 
omportamiento pertenez
a a ∆ depende de 
ómo serealizaron las ele

iones no deterministas, por lo que introdu
imos las estrategias,que determinan la probabilidad de elegir una a

ión:De�ni
ión 2.2.3. Una estrategia η es un 
onjunto de probabilidades 
ondi-
ionales Qη(a | s0a0s1a1 . . . sn) para a ∈ κ(sn), que expresa la probabilidad deelegir una a

ión dado el 
omportamiento hasta el momento.Luego podemos de�nir la probabilidad de distintos eventos bajo una estra-tegia parti
ular:De�ni
ión 2.2.4. Denotaremos 
on Prη

s (A) a la probabilidad de un evento Aen Bs bajo la estrategia η.La probabilidad de una transi
ión a t ∈ S luego de s0 . . . sn está dada por:
Prη

s0
(t | s0a0s1a1 . . . sn) =

∑

a∈κ(sn) p(t|sn, a)Qη(a | s0a0s1a1 . . . sn)La probabilidad de seguir un pre�jo �nito de un 
omportamiento en Ωs0bajo la estrategia η está dada por:
Prη

s0
(s0a0s1a1 . . . sn+1) =

∏n
i=0 Pr

η
s0

(si+1 | s0a0 . . . si)Luego por el teorema de Carathéodory[Doo94℄ podemos extender esta me-dida a Bs0
, y esta extensión es úni
a:

Prη
s0

(Cω�n) = Prη
s0

(ω�n)2.3. Conjuntos establesComo tenemos eje
u
iones in�nitas dentro de un sistema 
on una 
antidad�nita de estados, la eje
u
iones eventualmente se limitan a ha
er 
i
los en 
on-juntos redu
idos de estados. Para hallarlos, empezaremos bus
ando los 
onjuntosde estados para los que existe una estrategia que ha
e que las eje
u
iones nun
aes
apen de los mismos. A estos 
onjuntos los llamaremos 
onjuntos estables.
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ión 2.3.1. Sea s ∈ S un estado y a ∈ κ(s) una a

ión. Llamaremossu
esores a los estados al
anzables desde s a través de a, o sea:Su
(s, a) = {t ∈ S | p(t|s, a) > 0}Diremos que un 
onjunto B ⊆ S es estable si para 
ada estado s ∈ B existe unaa

ión a ∈ κ(s) tal que Su
(s, a) ⊆ B.Dado un 
onjunto C ⊆ S, diremos que B ⊆ C es un 
onjunto estable maximalsi B es estable y no existe otro 
onjunto estable B′ ⊆ C que 
ontenga a B.Como para todo estado en el 
onjunto estable existe una a

ión para la que
on probabilidad 1 se llega a otro estado dentro del 
onjunto estable, pode-mos formar una estrategia que siempre elige estas a

iones llegando al siguienteresultado que dejaremos sin demostrar:Lema 2.3.1. Sea B un 
onjunto estable. Enton
es existe una estrategia tal que
ualquier 
omportamiento que ingresa a B permane
e en B 
on probabilidad 1.Para obtener el 
onjunto estable maximal EC dentro de un 
onjunto C,eliminamos todos los estados para los que no haya una a

ión a través de la 
ualtodos los su
esores estén en C. Luego repetimos la opera
ión para el 
onjuntoredu
ido, y así su
esivamente hasta que no se eliminan más estados. La �gura 2.3muestra 
ómo se redu
e un 
onjunto hasta obtener el 
onjunto estable maximaldentro del mismo.
E0

C = C
Ei+1

C = {s ∈ Ei
C | ∃a ∈ κ(s).Su
(s, a) ⊆ Ei

C}
EC = limi→∞E

i
C

Figura 2.3: Eje
u
ión del algoritmo de búsqueda de 
onjuntos estables.2.4. Componentes terminalesDentro de un 
onjunto estable puede haber estados que sólo son visitadosuna 
antidad �nita de ve
es por las eje
u
iones atrapadas en un 
onjunto esta-ble, porque no hay forma de volver a los mismos sin salir del 
onjunto estable.Como nos interesan los estados a los que se 
on�nan las eje
u
iones, nos 
on-
entraremos en los estados visitados in�nitamente, que forman parte de 
i
losdentro del 
onjunto estable. Estos 
onjuntos son 
ono
idos en la teoría de grafos
omo 
omponentes fuertemente 
onexas :



14 CAPÍTULO 2. MODELOSDe�ni
ión 2.4.1. Sean s, t ∈ S dos estados. Un 
amino de s a t es una se
uen-
ia �nita de estados s1s2 . . . sn+1 tal que ∀0 < i ≤ n.∃a ∈ κ(si).si+1 ∈ Su
(si, a)donde s1 = s y sn = t.Dado un estado s ∈ S diremos que t ∈ S es al
anzable desde s, o s ; t, siexiste un 
amino de s a t.Sea C ⊆ S un 
onjunto de estados. Si para todo par de estados s, t ∈ C seda que s es al
anzable desde t y vi
eversa, diremos que C es fuertemente 
onexoo que es una 
omponente fuertemente 
onexa. (CFC)Como queremos que las eje
u
iones permanez
an dentro de un 
onjuntoestable, pediremos que los estados de una CFC dentro de un 
onjunto establesean al
anzables entre sí utilizando transi
iones de a

iones que no salen del
onjunto estable. Para ello restringiremos la rela
ión de transi
ión a:
ρB = {(s, t) ∈ B ×B | ∃a ∈ κ(s).(Su
(s, a) ⊆ B ∧ t ∈ Su
(s, a))}Cuando el grafo 
onstruido 
on un 
onjunto de estados estable B y rela
iónde transi
ión ρB es fuertemente 
onexo, diremos que B es una 
omponenteterminal.De�ni
ión 2.4.2. Sea B un 
onjunto estable. B es una 
omponente terminal(CT) si el grafo (B, ρB) es fuertemente 
onexo.Dado un 
onjunto C ⊆ S, diremos que B es una 
omponente terminal ma-ximal si B es una CT y no existe otra CT B′ ⊆ C que 
ontenga a B.

Figura 2.4: Una CFC dentro de un SNP.Las 
omponentes terminales poseen nuevas propiedades provenientes de 
om-binar la 
one
tividad de una CFC 
on la estabilidad de un 
onjunto estable:Lema 2.4.1. Sea B una CT. Enton
es existe una estrategia tal que 
ualquier
omportamiento que ingresa a B se mantendrá en B 
on probabilidad 1 y visitarátodos los estados de B in�nitamente a menudo.Veamos por qué se las llama 
omponentes terminales. Anteriormente dijimosque para un sistema 
on una 
antidad �nita de estados, una eje
u
ión in�nitadebe 
on�narse a un 
onjunto de estados. El siguiente lema nos di
e que di
ho
onjunto es una CT:Lema 2.4.2. Para todo estado s ∈ S y políti
a η se da que
Prη

s ({ω ∈ Ωs|inft(ω) es una CT}) = 1.



2.4. COMPONENTES TERMINALES 15Prueba. Asumamos por el absurdo que Prη
s ({ω ∈ Ωs|inft(ω) es una CT}) < 1.Luego existe un 
onjunto B ⊆ S que no es una CT y 
uya probabilidad de serigual a inft(ω) es mayor a 
ero. De�namos el 
onjunto de 
omportamientos
on�nados a B, ΩB

s = {ω ∈ Ωs | inft(ω) = B}, y la rela
ión de transi
ión ρBde la misma forma que para una CT. Como B no es una CT, existen estados
s1, s2 ∈ B tales que no existe un 
amino de s1 a s2 en el grafo (B, ρB), o seaque en los 
aminos de s1 a s2 debe usarse alguna transi
ión 
uya probabilidadde permane
er en B no es 1. Tomemos la probabilidad mínima de es
apar de Ba través de 
ualquier a

ión:

q = min{
∑

t′ /∈B p(t
′|t, a) | t ∈ B ∧ a ∈ κ(t) ∧ Su
(t, a) * B

}Por lo di
ho anteriormente, q > 0. Luego a lo sumo una fra

ión 1−q de los 
om-portamientos que pasan por s1 y luego por s2 lo ha
e sin salir de B. Pero 
omolos 
omportamientos en ΩB
s 
ontienen in�nitas se
uen
ias disjuntas de s1 a s2,enton
es Prη

s (ω ∈ ΩB
s ) ≤ (1− q)k para todo k > 0, luego Prη

s (inft(ω) = B) = 0,absurdo.Como 
orolario tenemos que 
uando una eje
u
ión permane
e in�nitamentedentro de un 
onjunto de estados C en realidad lo ha
e en la unión de todos lasCT maximales de C, o equivalentemente que la probabilidad de visitar in�nitasve
es un estado que no pertene
e a ninguna CT maximal es de 0.Corolario 2.4.3. Sea C ⊆ S un 
onjunto de estados de un SNP, D1, . . . , Dnlas CT maximales en C, y sea D =
⋃n

i=1Di. Para toda eje
u
ión ω, s ∈ S yestrategia η se da que Prη
s (inft(ω) ⊆ C ∧ inft(ω) * D) = 0.Prueba. Asumamos por el absurdo que Prη

s (inft(ω) ⊆ C ∧ inft(ω) * D) > 0.Enton
es por el lema anterior, existe una CT B ⊆ C tal que B * D y
Prη

s (inft(ω) = B) > 0. Pero D 
ontiene todos las CT maximales en C, luego
B ⊆ Di para algún i y por lo tanto B ⊆ D. Absurdo.Para en
ontrar las CT maximales en un 
onjunto C, primero bus
amos el
onjunto estable maximal B de C. Para un 
onjunto de estados D, sea CFC(D)el 
onjunto de 
omponentes fuertemente 
onexas maximales de (D, ρD) obteni-do 
on algún algoritmo de des
omposi
ión en CFC. Aunque B sea estable, loselementos de CFC(B) pueden no serlo. Notemos que 
omo ρD elimina las tran-si
iones que pueden llevar a un estado externo a D, enton
es si D no es estableexisten estados sin transi
iones salientes en (D, ρD). Luego si D = CFC(D),todos los estados de D tienen transi
iones salientes, por lo que D es estable. Porlo tanto volvemos a apli
ar la búsqueda en 
ada elemento de CFC(B) hasta queel resultado no 
ambia, obteniendo todos las CT maximales en C. La opera
iónde este algoritmo es mostrada en la �gura 2.5.En el resto de este trabajo veremos 
ómo distinguir las CT en las que se
on�nan las eje
u
iones que satisfa
en la propiedad a veri�
ar y la probabilidadde que se den estas eje
u
iones.
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Figura 2.5: Eje
u
ión del algoritmo de búsqueda de CT. La primera búsquedade CFC en
uentra una 
omponente que no es estable, mar
ada por el sombreado�no. El sombreado grueso indi
a las CT de�nitivas.



Capítulo 3PropiedadesDado un modelo, representado generalmente por un sistema de transi
ionesde algún tipo, queremos ver si 
umple alguna propiedad 
omo por ejemplo que unsistema 
ríti
o siempre se re
upera de una situa
ión anómala. En este 
apítuloveremos una forma de espe
i�
ar una propiedad formalmente, y 
ómo se puedeexpresar la propiedad de forma tal que podamos veri�
arla.3.1. Lógi
a proposi
ionalEmpezaremos por des
ribir propiedades de un estado de un sistema. Paraello usaremos la lógi
a proposi
ional :De�ni
ión 3.1.1. Una fórmula es de la lógi
a proposi
ional si es de la forma:
p, donde p es una proposi
ión atómi
a
¬φ, donde φ es una fórmula de la lógi
a proposi
ional
φ ∨ ψ, donde φ y ψ son fórmulas de la lógi
a proposi
ionalEl operador ¬ es la nega
ión, mientras que ∨ es la disyun
ión. El resto delos operadores lógi
os ∧ (
onjun
ión), → (impli
a
ión) y ↔ (equivalen
ia), y las
onstantes true y false se de�nen en términos de ¬ y ∨:
φ ∧ ψ ≡ ¬(¬φ ∧ ¬ψ)
φ→ ψ ≡ ¬φ ∧ ψ
φ↔ ψ ≡ (φ→ ψ) ∧ (ψ → φ)true ≡ φ ∨ ¬φfalse ≡ ¬ trueLa semánti
a de una fórmula está de�nida por la rela
ión de satisfa

iónentre los estados de un modelo y la fórmula:De�ni
ión 3.1.2. Sea s un estado, p una proposi
ión atómi
a, y φ, ψ dosfórmulas de la lógi
a proposi
ional. La rela
ión de satisfa

ión � está de�nida
omo:
s � p si y solo si s[[p]]
s � ¬φ si y solo si no se da s � φ
s � φ ∨ ψ si y solo si s � φ o s � ψ17



18 CAPÍTULO 3. PROPIEDADES3.2. LTLPara expresar propiedades sobre eje
u
iones de los sistemas re
urrimos a laslógi
as temporales. Las lógi
as temporales son lógi
as proposi
ionales a las quese les agregan operadores modales para expresar propiedades que o
urren a lolargo de la eje
u
ión.En nuestro trabajo nos 
on
entraremos en la lógi
a temporal lineal (LTL),introdu
ida por Amir Pnueli[Pnu77℄, sobre la que se basan otros lenguajes deespe
i�
a
ión 
omo IEEE 1850 PSL. En LTL el tiempo es dis
reto en 
uanto aque 
ada momento se 
orresponde a un estado del sistema, y lineal, donde 
adamomento tiene un úni
o su
esor. LTL extiende la lógi
a proposi
ional agregandodos operadores: X (del inglés next, �siguiente�) y U. (del inglés until, �hasta�)De�ni
ión 3.2.1. Las fórmulas LTL son de la forma:1. p, donde p es una proposi
ión atómi
a.2. ¬φ, donde φ es una fórmula LTL3. φ ∨ ψ, donde φ y ψ son fórmulas LTL4. Xφ, donde φ es una fórmula LTL5. φUψ, donde φ y ψ son fórmulas LTLA diferen
ia de la lógi
a proposi
ional donde la rela
ión de satisfa

ión essobre estados, la semánti
a de las fórmulas LTL se de�ne sobre eje
u
iones,in
luso en el 
aso de las proposi
iones atómi
as para las que pediremos que elprimer estado de la eje
u
ión las satisfaga.De�ni
ión 3.2.2. Sean σ una eje
u
ión, p ∈ PA una proposi
ión atómi
a y
φ, ψ fórmulas LTL. La rela
ión de satisfa

ión � se de�ne 
omo:

σ � p si y solo si σ0[[p]]
σ � ¬φ si y solo si no se da σ � φ
σ � φ ∨ ψ si y solo si σ � φ o σ � ψ
σ � Xφ si y solo si σ1 � φ
σ � φUψ si y solo si ∃j ≥ 0.σj � ψ ∧ (∀0 ≤ k < j.σk � φ)Intuitivamente, la fórmula Xφ es satisfe
ha si φ es satisfe
ha en el estadosiguiente de la eje
u
ión, mientras que φUψ es satisfe
ha 
uando existe un estadoque satisfa
e ψ previo al 
ual se mantiene φ. La forma de las eje
u
iones quesatisfa
en 
ada fórmula se pueden ver en la �gura 3.1.Además de los operadores bási
os antes men
ionados, se de�nen varios ope-radores auxiliares en fun
ión de los mismos, mostrados en la �gura 3.2:Los operadores lógi
os ∧, →, ↔, de�nidos de la forma tradi
ional en fun-
ión de ¬ y ∨El 
uanti�
ador temporal existen
ial F (del inglés �nally, �Finalmente�),de�nido 
omo Fφ ≡ true U φ.El 
uanti�
ador temporal universal G (del inglés globally, �Globalmente�),de�nido 
omo Gφ ≡ ¬F¬φ.
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Figura 3.1: Eje
u
iones de fórmulas LTLEl operador temporal Ū (del inglés unless, �a menos que�), de�nido 
omo

φŪψ ≡ φUψ ∨ Gφ.El operador temporal R (del inglés releases, �libera�), de�nido 
omo
φRψ ≡ ¬(¬φU¬ψ).

Figura 3.2: Operadores auxiliares de LTL
Fψ se satisfa
e si ψ vale en algún estado de la eje
u
ión, Gψ se satisfa
e si ψvale a lo largo de toda la eje
u
ión, φŪψ se satisfa
e si se mantiene φ a menosque o
urra ψ, y φRψ se satisfa
e si ψ debe mantenerse hasta una o
urren
ia de

φ in
lusive.3.3. Equivalen
ia 
on autómatasPara veri�
ar si un modelo satisfa
e una fórmula LTL nos es ne
esario ex-presarla de una manera que se ade
ue mejor a un algoritmo. Empezaremosde�niendo formalmente el lenguaje generado por una fórmula y luego veremosdistintas estru
turas que pueden generar el mismo lenguaje y 
ómo 
onstruirlas.3.3.1. Lenguajes regularesSea Σ un 
onjunto de símbolos al que llamaremos alfabeto. Una palabra esuna se
uen
ia �nita de elementos del alfabeto. Por ejemplo, la palabra va
ía ǫ,



20 CAPÍTULO 3. PROPIEDADESaa, ab, ba y ababbba son palabras del alfabeto {a, b}. Dadas dos palabras σ y σ′podemos obtener su 
on
atena
ión uniéndolas en una sola palabra σ′′ = σσ′.Un lenguaje es un 
onjunto de palabras de un alfabeto, sobre el que tam-bién de�niremos opera
iones. Aparte de la unión de 
onjuntos, podemos exten-der la 
on
atena
ión a lenguajes. Denotaremos 
on L.L′ a la 
on
atena
ión delas palabras de los lenguajes L y L′, de�nida 
omo {σσ′ | σ ∈ L, σ′ ∈ L′}.También podemos obtener nuevos lenguajes a través de la repeti
ión de laspalabras del lenguaje. La 
lausura de Kleene de L, o L∗, es el lenguaje que
ontiene todas las repeti
iones �nitas de las palabras de L, o formalmente
L∗ = {ǫ} ∪ {α1 . . . αn | α1, . . . , αn ∈ L, n > 0}.El 
onjunto de todos los lenguajes 
onstruídos 
on estos operadores es el delos lenguajes regulares.De�ni
ión 3.3.1. Sea Σ un alfabeto. Diremos que un lenguaje L sobre Σ esregular si:

L = ∅ o L = {ǫ}

L = {a} para algún a ∈ Σ

L = L′.L′′ o L = L′ ∪ L′′ donde L′ y L′′ son lenguajes regulares sobre Σ

L = L′∗ donde L′ es un lenguaje regular sobre Σ3.3.2. Autómatas �nitosLos lenguajes regulares pueden ser generados 
on autómatas �nitos :De�ni
ión 3.3.2. Un autómata �nito A es una 5-upla (Σ, Q, I, δ, F ) donde:
Σ es un alfabeto �nito
Q es un 
onjunto �nito de estados
I ⊆ S es un 
onjunto de estados ini
iales
δ : (S × Σ) → S es una rela
ión de transi
ión etiquetada
F ⊆ S es un 
onjunto de estados �nalesDada una palabra �nita ω 
ompuesta de elementos de Σ y partiendo dealguno de los estados ini
iales, el autómata opera 
onsumiendo su
esivamenteel primer símbolo de la palabra y tomando alguna de las transi
iones que salendel estado a
tual que tienen 
omo etiqueta el símbolo 
onsumido. Al igual quepara los SNPs llamaremos a este re
orrido de estados del autómata eje
u
ión,ex
epto que en este 
aso el re
orrido es �nito. Cuando una eje
u
ión termina enuno de los estados �nales, diremos que la eje
u
ión y la palabra 
onsumida sona
eptadas por el autómata.De�ni
ión 3.3.3. Una eje
u
ión en A es una se
uen
ia de estados en Q∗ nova
ía σ = q0q1 . . . qn tal que q0 ∈ I y para todo 0 ≤ i < n existe un símbolo

ai ∈ Σ tal que qi+1 ∈ δ(qi, ai). Si además se da que qn ∈ F , la eje
u
ión σ y lapalabra ω = a0a1 . . . an son a
eptadas por A.



3.3. EQUIVALENCIA CON AUTÓMATAS 21Cuando tomamos el 
onjunto de todas las palabras a
eptadas por un autó-mata obtenemos el lenguaje que a
epta. Dos autómatas serán equivalentes sia
eptan el mismo lenguaje.De�ni
ión 3.3.4. El 
onjunto de estados al
anzables desde q 
onsumiendo
ω = a0a1 . . . an es:

δ̂(q, ω) = {p ∈ Q |∃q0 . . . qn ∈ Q.∀0 ≤ i < n.qi+1 ∈ δ(qi, ai) ∧ q0 = q
∧ qn = p}El lenguaje a
eptado por un autómata �nito A está de�nido 
omo:
L(A) = {ω ∈ Σ∗ | ∃qin ∈ I.δ̂(qin, ω) ∈ F}Dos autómatas �nitos A, A′ son equivalentes, o A ≡ A′, si y solo si

L(A) = L(A′).El 
onjunto de lenguajes que se pueden generar 
on autómatas �nitos, esde
ir, su expresividad, es igual a la de los lenguajes regulares. Esto también nosdi
e que un lenguaje es regular si existe un autómata �nito que a
epte el mismolenguaje y vi
eversa.Una distin
ión importante entre los autómatas es el determinismo. En losautómatas deterministas sólo existe un 
amino por el que se puede 
onsumiruna palabra determinada, mientras que los autómatas no deterministas puedenposeer más de una transi
ión saliente de un estado 
on la misma etiqueta.De�ni
ión 3.3.5. Un autómata de estado �nito es determinista si y solo si
|I| = 1 y para todo estado s y toda etiqueta a, |δ(s, a)| ≤ 1.El determinismo no afe
ta la expresividad de los autómatas para palabras�nitas. Dado un autómata no determinista se puede 
onstruír uno determinis-ta equivalente uniendo todos los su
esores de un estado a través de la mismaetiqueta en un solo estado:Teorema 3.3.1. Sea A = (Σ, Q, I, δ, F ) un autómata �nito no determinista. Side�nimos el autómata determinista A′ = (Σ, Q′, I ′, δ′, F ′) donde:

Q′ = {δ̂(qin, ω) | qin ∈ I, ω ∈ L(A)}

I ′ = {I}

δ′(q′, a) =
⋃

q∈q′ δ(q, a)

F ′ = {qf ∈ Q′ | qf ∩ F 6= ∅}Enton
es L(A) = L(A′).3.3.3. Lenguajes ω-regularesLos lenguajes regulares sólo 
ontienen palabras de longitud �nita, mientrasque a nosotros nos interesan los lenguajes generados por las eje
u
iones de unsistema que 
orre 
ontinuamente, que sólo 
ontienen palabras in�nitas y que sonllamados ω-lenguajes. Este requerimiento no introdu
e una pérdida de genera-lidad puesto que si el sistema termina podemos agregar bu
les en los estados determina
ión.



22 CAPÍTULO 3. PROPIEDADESPara trabajar 
on lenguajes in�nitos de�nimos el operador ω, que dada unapalabra �nita devuelve su repeti
ión in�nita σω = σσσσ . . .. Luego lo extende-mos a lenguajes apli
ándole ω a 
ada palabra, de modo que Lω = {σω | σ ∈ L}.Cuando 
on
atenamos lenguajes regulares 
on otros lenguajes regulares alos que les apli
amos este nuevo operador obtenemos un tipo de ω-lenguaje, loslenguajes ω-regulares.De�ni
ión 3.3.6. Un ω-lenguaje es ω-regular si se lo puede expresar 
omo unaunión �nita de lenguajes Li.(L
′
i)

ω, donde Li y L′i son lenguajes regulares paratodo i.En parti
ular, los lenguajes generados por las fórmulas LTL, que de�niremosa 
ontinua
ión, son un sub
onjunto de los lenguajes ω-regulares:De�ni
ión 3.3.7. El lenguaje de una fórmula LTL φ se de�ne 
omo el 
onjuntode eje
u
iones que satisfa
en la fórmula, o sea:
L(φ) = {σ ∈ Sω | σ � φ}Como la rela
ión de satisfa

ión está de�nida sobre las proposi
iones ató-mi
as que valen en 
ada estado de la eje
u
ión, podemos de�nir una opera
iónpara extraer las proposi
iones atómi
as que valen en un estado o en toda unaeje
u
ión:
L(s ∈ S) = {p ∈ PA | s[[p]]}
L′(s0s1 . . . ∈ Sω) = L(s0)L(s1) . . .Apli
ando L′ a los miembros de L(φ), obtenemos un nuevo lenguaje 
ontodas las se
uen
ias de 2PAω generadas por la fórmula LTL que es independientede los estados:

{L′(σ) | σ ∈ L(φ)}En el resto de este 
apítulo veremos distintos autómatas que son tan expre-sivos 
omo los lenguajes ω-regulares. Gra
ias a esta propiedad, estos autómataspueden a
eptar el mismo lenguaje que el generado por una fórmula LTL y seránutilizados para realizar la veri�
a
ión.3.3.4. ω-autómatasLa no termina
ión de las palabras de los lenguajes ω-regulares ha
e que seane
esario reemplazar los estados �nales de las máquinas de estados �nitos poralgún 
riterio que se debe 
umplir para que una palabra in�nita sea a
eptada.Estos autómatas sobre palabras in�nitas son llamados ω-autómatas.De�ni
ión 3.3.8. Un ω-autómata A es una 5-upla (Σ, Q, I, δ, F ) donde:
Σ es un alfabeto �nito
Q es un 
onjunto �nito de estados
I ⊆ Q es un 
onjunto de estados ini
iales
δ : (Q× Σ) → Q es una rela
ión de transi
ión etiquetada
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F es un 
riterio de a
epta
iónUna eje
u
ión en A es una se
uen
ia de estados σ = q0q1q2 . . . tal que q0 ∈ I,y para todo i ≥ 0 existe un símbolo ai ∈ Σ tal que qi+1 ∈ δ(qi, ai).Una palabra in�nita ω = a0a1a2 . . . es a
eptada por A si y solo si existe unaeje
u
ión σ = q0q1q2 . . . tal que ∀0 ≤ i.qi+1 ∈ δ(qi, ai) y 
umple 
on el 
riteriode a
epta
ión.El ω-lenguaje a
eptado por A, Lω(A), es el 
onjunto de palabras in�nitasa
eptadas por A.A 
ontinua
ión veremos 
ómo distintos 
riterios y 
onjuntos de a
epta
ióngeneran distintos tipos de ω-autómatas a los que puede ser tradu
ida una fór-mula LTL.Autómatas de Bü
hiLos autómatas de Bü
hi(AB) son ω-autómatas en los que el 
riterio de a
ep-ta
ión es la 
ondi
ión de Bü
hi :De�ni
ión 3.3.9. Una eje
u
ión σ es a
eptada por un autómata de Bü
hi si ysolo si inft(σ) ∩ F 6= ∅, donde F ⊆ Q es un 
onjunto de estados de a
epta
ión.Intuitivamente, una palabra es a
eptada por un autómata de Bü
hi si laeje
u
ión indu
ida por la palabra visita in�nitamente a menudo alguno de losestados de a
epta
ión.Como dijimos anteriormente, los autómatas de Bü
hi son tan expresivos
omo los lenguajes ω-regulares:Teorema 3.3.2. Un lenguaje L es ω-regular si y solo si existe un autómata deBü
hi A tal que L = Lω(A).La di�
ultad que presentan los autómatas de Bü
hi deterministas es que sonmenos expresivos que los no deterministas, o sea, existen ω-lenguajes genera-dos por autómatas de Bü
hi no deterministas(ABN) para los que no existenautómatas de Bü
hi deterministas equivalentes.Ejemplo 3.3.1. El lenguaje generado por la expresión ω-regular (a|b)∗bω esa
eptado por el autómata de Bü
hi no determinista de la �gura 3.3.5, pero nopuede ser a
eptado por ningún autómata de Bü
hi determinista. Supongamosque tal autómata existe, luego existe un punto en la eje
u
ión luego de 
onsumir

(a|b)n para algún n en el que el autómata al 
onsumir b entra en un 
i
lo queposee un estado de a
epta
ión en el que sólo o
urre b para poder a
eptar bω,dejando de 
onsumir a. Pero enton
es el autómata no puede a
eptar (a|b)nba(b)ωque está 
ontenido en (a|b)∗bω, y al ser determinista este 
amino es el úni
o porel que se puede 
onsumir (a|b)n.Autómatas de Bü
hi generalizadosOtro tipo de ω-autómata que usaremos es el de los autómatas de Bü
hi gene-ralizados(ABG). Los autómatas de Bü
hi generalizados poseen un 
onjunto de
onjuntos de a
epta
ión de Bü
hi, y una eje
u
ión es a
eptada 
uando satisfa
e
ada uno de los 
onjuntos de a
epta
ión bajo la 
ondi
ión de Bü
hi.



24 CAPÍTULO 3. PROPIEDADES
Figura 3.3: Autómata de Bü
hi no determinista de (a|b)∗bω. El estado 
on dobleborde está en el 
onjunto de a
epta
ión.De�ni
ión 3.3.10. Una eje
u
ión σ es a
eptada por un autómata de Bü
hi ge-neralizado si y solo si ∀0 < i ≤ k.inft(σ)∩Fi 6= ∅, donde F = {F1, . . . , Fk} ⊆ 2Qes un 
onjunto de 
onjuntos de a
epta
ión.También existe una variante de los autómatas de Bü
hi generalizados dondelos 
onjuntos de a
epta
ión están de�nidos sobre transi
iones en vez de estados.Los autómatas de Bü
hi generalizados son tan expresivos 
omo los autómatasde Bü
hi no deterministas, y la 
onversión de un ABG a un ABN equivalente(llamada degeneraliza
ión) es sen
illa:Teorema 3.3.3. Sea A = (Σ, Q, I, δ, {F1, . . . , Fk}) un ABG. Si 
onstruimos unautómata de Bü
hi A′ = (Σ, Q′, I ′, δ′, F ′) donde:

Q′ = Q× {i | 0 < i ≤ k}

I ′ = I × {i} para algún 0 < i ≤ k

δ′((s, i), a) =

{

(δ(s, a), (i mod k) + 1) si s ∈ Fi

(δ(s, a), i) si s /∈ Fi

F ′ = F × {i} para algún 0 < i ≤ kEnton
es Lω(A) = Lω(A′).El autómata resultante es uno donde la estru
tura del ABG original está
opiada tantas ve
es 
omo su 
antidad de 
onjuntos de a
epta
ión. Cada 
opiase en
arga de un 
onjunto de a
epta
ión parti
ular, y 
uando se llega a un estadode a
epta
ión se transi
iona a la siguiente 
opia. El nuevo AB pide que se visitenlos estados de a
epta
ión de 
ualquiera de las 
opias in�nitamente a menudo,lo que sólo es posible realizando un 
i
lo que visita todos los niveles en orden,por lo que a
eptan los mismos lenguajes. La 
onstru

ión de este autómatapuede dejar estados no al
anzables en los distintos niveles, que se remueven odire
tamente no se 
rean dependiendo de la implementa
ión.3.3.5. Conversión de una fórmula LTL a un ABNPara 
onvertir una fórmula LTL a un autómata de Bü
hi tradi
ionalmente seusa alguna variante del algoritmo de Gerth, Peled, Vardi y Wolper[GPVW95℄.Des
ribiremos brevemente este pro
eso de la manera expli
ada en [SB00℄.La 
onstru

ión de un AB desde una fórmula LTL es exponen
ial respe
to altamaño de la fórmula, por lo que ini
ialmente se intenta redu
irla a una fórmulaequivalente de a
uerdo a un 
onjunto de reglas de rees
ritura, algunas de las
uales men
ionaremos a 
ontinua
ión:
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(Xφ) U (Xψ) ≡ X(φUψ) GGFφ ≡ GFφ
(Xφ) ∧ (Xψ) ≡ X(φ ∧ ψ) FGFφ ≡ GFφ
(φRψ) ∧ (ψRτ) ≡ φ R (ψ ∧ τ) XGFφ ≡ GFφ
(φRτ) ∧ (ψRτ) ≡ (φ ∨ ψ) R τ F(φ ∧ GFψ) ≡ (Fφ) ∧ (GFψ)
Xtrue ≡ true G(φ ∨ GFψ) ≡ (Gφ) ∨ (GFψ)
φ U false ≡ false X(φ ∧ GFψ) ≡ (Xφ) ∧ (GFψ)
FXφ ≡ XFφ X(φ ∨ GFψ) ≡ (Xφ) ∨ (GFψ)La fórmula rees
rita se 
onvierte a la forma normal negativa, donde sóloestán permitidos los operadores U, R, X, ∧, ∨ y el operador ¬ que sólo puedeapli
arse a proposi
iones atómi
as, ha
iendo uso de las reglas de dualidad de losoperadores:

¬Xφ ≡ X¬φ
¬Fφ ≡ G¬φ
¬Gφ ≡ F¬φ
¬(φUψ) ≡ (¬φ) R (¬ψ)
¬(φRψ) ≡ (¬φ) U (¬ψ)Una vez en la forma normal negativa, queremos obtener una 
obertura de lafórmula:De�ni
ión 3.3.11. Una fórmula LTL es elemental si es una 
onstante, unaproposi
ión atómi
a o 
omienza 
on X.La 
obertura elemental de un 
onjunto de fórmulas LTL {φ1, . . . , φi} es un
onjunto de 
onjuntos de fórmulas elementales {{ψ1,1, . . . , ψ1,k1

}, . . . ,
{ψj,1, . . . , ψj,kj

}} tales que ∧

i φi ⇔
∨

j

∧

k ψj,k.Para obtener la 
obertura, la formula se debe volver a rees
ribir usando lasreglas de expansión de los operadores U y R:
φUψ ≡ ψ ∨ (φ ∧ X(φUψ)) φRψ ≡ ψ ∧ (φ ∨ X(φRψ))Luego de obtener la 
obertura de la fórmula, pro
edemos re
ursivamentebus
ando las 
oberturas de las subfórmulas elementales X obtenidas hasta queno se en
uentran más 
onjuntos. Con esto se obtiene un 
onjunto 
errado de 
o-berturas, donde la 
obertura de 
ada subfórmula X está in
luída en el 
onjunto.Con este 
onjunto podemos 
onstruir el autómata, donde:Cada 
onjunto dentro de una 
obertura será un estado en el autómataresultante 
uya etiqueta es la 
onjun
ión de sus proposi
iones atómi
asque o
urren en el 
onjunto, junto 
on un estado ini
ial auxiliar init.La rela
ión de transi
ión se obtiene 
one
tando init a 
ada estado de la
obertura de la fórmula original, y a 
ada estado 
on los estados de las
oberturas de sus subfórmulas X, donde la etiqueta de 
ada transi
ión esla del estado de destino.Los 
onjuntos de a
epta
ión estan de�nidos por 
ada fórmula elemental dela forma X(φUψ) en el 
onjunto 
errado de 
oberturas, y 
ontienen todoslos estados 
uyas etiquetas impli
an ψ o no impli
an φUψ.
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hino determinista.Ejemplo 3.3.2. Veamos 
ómo fun
iona el método para la fórmula (a∨b) U G b.Rees
ribimos la fórmula usando las reglas de expansión:
(a ∨ b) U G b ≡ (a ∨ b) U (false R b)

≡ (false R b) ∨ ((a ∨ b) ∧ X((a ∨ b) U (false R b)))
≡ (b ∧ X(false R b))

∨(a ∧ X((a ∨ b) U (false R b)))
∨(b ∧ X((a ∨ b) U (false R b)))La 
obertura elemental es enton
es el 
onjunto {{b,X(false R b)},

{a,X((a ∨ b) U (false R b))}, {b,X((a ∨ b) U (false R b))}}. El 
onjunto es
errado porque las 
oberturas de las subfórmulas elementales X(false R b) y
X((a ∨ b) U (false R b)) ya están en el mismo. La úni
a subfórmula de tipo
X(φUψ) en la 
obertura, X((a ∨ b) U (false R b)), genera el úni
o 
onjunto dea
epta
ión, 
ompuesto por los estados 
on etiqueta b porque b⇒ (false R b).El autómata resultante, mostrado en la �gura 3.4, es (2{a,b}, Q, I, δ, F ) don-de:

Q = { init,
q1 : {b,X(false R b)},
q2 : {a,X((a ∨ b)U(false R b))},
q3 : {b,X((a ∨ b)U(false R b))}

}

I = {init}

δ(init, a) = {q2}
δ(init, b) = {q1, q3}
δ(q1, b) = {q1}
δ(q2, b) = {q1, q3}
δ(q2, a) = {q2}
δ(q2, b) = {q1, q3}
δ(q3, b) = {q1, q3}
δ(q3, a) = {q2}

F = {{q1, q3}}Aparte de la rees
ritura de la fórmula original, existen varias té
ni
as apli
a-bles en distintas fases del pro
eso para redu
ir el tamaño del autómata resultan-te, 
omo la optimiza
ión booleana de las 
oberturas, té
ni
as de bisimula
ión,y dete

ión de 
omponentes fuertemente 
onexas para redu
ir los 
onjuntos dea
epta
ión[SB00℄. También existen algoritmos alternativos donde la fórmula se
onvierte en un autómata alternante y luego en un autómata de Bü
hi genera-lizado sobre transi
iones[GO01℄[Tau06℄.



3.3. EQUIVALENCIA CON AUTÓMATAS 27

Figura 3.4: Resultado de la 
onversión de (a ∨ b)U G b a un autómata de Bü
higeneralizadoAutómatas de RabinLa última 
lase de ω-autómatas que veremos son los autómatas de Rabin. Laexpresividad de los autómatas de Rabin deterministas(ARD) es igual a la de loslenguajes ω-regulares al igual que los autómatas de Bü
hi y los autómatas deBü
hi generalizados. Estos autómatas son una parte esen
ial de nuestro trabajopuesto que los métodos de veri�
a
ión de propiedades basados en autómataspara modelos 
on
urrentes requieren que los autómatas de la propiedad seandeterministas[CY95℄.De�ni
ión 3.3.12. Una eje
u
ión σ es a
eptada por un autómata de Rabin Asi y solo si existe un par (Li, Hi) ⊆ F tal que inft(σ)∩Li 6= ∅ e inft(σ)∩Hi = ∅,donde F = {(Li, Hi) | Li, Hi ⊆ Q} es un 
onjunto de pares de a
epta
ión deRabin.Intuitivamente, una palabra es a
eptada si indu
e una eje
u
ión σ que sólovisita �nitas ve
es los estados en el primer 
onjunto de algún par de a
epta
ión,y visita in�nitamente a menudo algún estado del segundo 
onjunto del mismopar. Alternativamente, si 
omplementamos el primer 
onjunto de un par dea
epta
ión obtenemos los estados a los que debe estar 
on�nada inft(σ) paradi
ho par.Ejemplo 3.3.3. Vimos anteriormente que el lenguaje generado por la expresión
ω-regular (a|b)∗bω no puede ser generado por un autómata de Bü
hi determinis-ta. Los autómatas de Rabin, que nos permiten espe
i�
ar qué estados no puedenser visitados in�nitas ve
es para que una palabra sea a
eptada, pueden generareste lenguaje sin re
urrir al no determinismo, 
omo podemos ver en la �gura3.5.3.3.6. Conversión de un ABN a un ARDEl pro
edimiento de 
onversión de un autómata de Bü
hi no determinista aun autómata de Rabin se basa en el algoritmo de determiniza
ión de autómataspara palabras �nitas. El problema de apli
ar esta 
onstru

ión a un ω-autómatano determinista es que existen palabras no a
eptadas que al re
orrer el autómatapasan por un estado de a
epta
ión y luego abortan en una 
antidad �nita de
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Figura 3.5: Autómata de Rabin determinista de (a|b)∗bω. El 
onjunto de a
ep-ta
ión es {({s1}, {s2})}.pasos, o sea, llegan a un estado en el que no pueden 
onsumir el siguientesímbolo. Esto no es dete
tado por el algoritmo de determiniza
ión, y resulta eneje
u
iones que pueden proseguir ha
iendo que se a
epten palabras por error.Ejemplo 3.3.4. En la �gura 3.6 podemos ver el ABN de la fórmula FGa, que noes expresable 
on un autómata de Bü
hi determinista, y el resultado de apli
arleel algoritmo de determiniza
ión para autómatas �nitos. El autómata determi-nista resultante a
epta las palabras de la forma (a(¬a))ω, pero estas palabras noson a
eptadas por el ABN puesto que en el momento que la eje
u
ión ingresaen s2 el autómata deja de poder 
onsumir ¬a y la eje
u
ión debe abortar.

Figura 3.6: Determiniza
ión fallida del autómata de Bü
hi no determinista dela fórmula FGa usando el algoritmo para autómatas sobre palabras �nitas.La solu
ión de Safra[Saf89℄ a este problema 
onsiste en usar este algoritmo,pero al llegar a un estado de a
epta
ión se siguen todas las eje
u
iones quesurgen del mismo para poder dete
tar las que abortan. Esta informa
ión esalma
enada en lo que se denominan árboles de Safra:De�ni
ión 3.3.13. Sea Q un 
onjunto �nito. Un árbol de Safra sobre Q es unárbol �nito ordenado (N, h,<, l,m, h) donde:
N es un 
onjunto de nodos 
on nombres distintos en {1, . . . , 2|Q|}

h : N → 2N es una fun
ión de des
enden
ia
< es un orden total sobre los hijos de 
ada nodo al que llamaremos edad
m : N → B es una fun
ión de mar
ado
l : N → 2Q − {∅} es una fun
ión de etiquetado donde para todo nodo n:
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• l(n) ⊇

⋃

j∈h(n) l(j)

• ∀i, j ∈ h(n).i 6= j ⇒ l(i) ∩ l(j) = ∅El siguiente teorema de [Kle05℄, provee un algoritmo de 
onstru

ión deun autómata de Rabin determinista equivalente a un autómata de Bü
hi dadoutilizando árboles de Safra.Teorema 3.3.4. Sea (Σ, Q, {q0}, δ, F ) un autómata de Bü
hi no determinista.Podemos 
onstruir un autómata de Rabin determinista equivalente
(Σ, Q′, {q′0}, δ

′, F ′) donde:
Q′ es el 
onjunto de todos los árboles de Safra sobre Q.
q′0 es el árbol de Safra 
on un úni
o nodo desmar
ado de nombre 1 yetiqueta {q0}.Dado un árbol de Safra t y un símbolo a ∈ Σ, δ′(t, a) es el resultado de:1. Desmar
ar todos los nodos de t.2. Para 
ada nodo n de t tal que l(n)∩F 6= ∅, 
rear un nuevo nodo hijode n que será el más joven si posee hermanos, 
on etiqueta l(n) ∩ Fy un nombre que no esté en uso.3. Para 
ada nodo n de t, reemplazar l(n) por ⋃

q∈l(n) δ(q, a).4. Para 
ada etiqueta q ∈ Q 
ompartida entre nodos hermanos, remo-verla de todos los nodos más jóvenes y sus respe
tivas des
enden
ias.5. Remover todos los nodos 
uya etiqueta es va
ía.6. Si la unión de las etiquetas de los des
endientes de un nodo es iguala la etiqueta del nodo, mar
arlo y remover sus des
endientes.
F ′ = {(L1, U1), . . . , (L2n, U2n)} donde Li 
ontiene todos los árboles deSafra 
uyo nodo i está mar
ado y Ui 
ontiene todos los árboles de Safrasin un nodo iEjemplo 3.3.5. Convirtamos el ABN de la �gura a un ARD. El algoritmo
omienza 
on el árbol de Safra ini
ial T0 de un nodo desmar
ado 
on nombre1 y etiqueta {s0}, que denotaremos 
on 1 : {s0}. Consumiendo a desde estenodo obtenemos el mismo árbol luego de apli
ar el pro
edimiento. Al 
onsumir

b, obtenemos un nuevo árbol de Safra T1 
on un nodo 1 : {s0, s1}.Como este nuevo árbol posee un nodo 
on estado en el 
onjunto de a
epta-
ión, en las próximas transi
iones el árbol resultante T2 adquiere un nuevo nodohijo en el paso número 2 
on el que se seguirán las eje
u
iones que parten delestado de a
epta
ión s1, 2 : {s1}. Al realizar una transi
ión desde este árbol, enel paso 2 se 
rea un ter
er nodo gemelo del segundo y un 
uarto nodo hijo delsegundo que también es idénti
o, obteniendo el siguiente árbol:
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1 : {s0, s1}

?
2 : {s0}

@
@R

3 : {s0}

?
4 : {s0}Al realizar el paso 3 
onsumiendo a en este árbol nos quedan 3 nodos 
onetiquetas iguales va
ías, por lo que los nodos se eliminan y obtenemos nueva-mente el árbol ini
ial. De 
onsumir b, los 3 nodos pasan a tener etiqueta {s1},por lo que la etiqueta del hermano menor del segundo nivel se elimina en el paso4 y luego se elimina el nodo en el paso 5, seguido por el mar
ado del nodo 2 yla elimina
ión de su hijo por tener las mismas etiquetas. De esta manera nosqueda el siguiente árbol de Safra T3:

1 : {s0, s1}

?

2 : {s1}Apli
ando nuevamente la su
esión de pasos a este estado llegamos a sí mismoa través de b y nuevamente al árbol T0 a través de a, 
ulminando la 
onversión.El 
onjunto de a
epta
ión resultante es {(∅, ∅), ({T3}, {T0, T1}),
(∅, {T1, T2, T3, T4}), (∅, {T1, T2, T3, T4})}. Como un par de a
epta
ión no a
eptaninguna palabra in�nita si su primer 
onjunto es va
ío, el 
onjunto de a
epta-
ión �nal es {({T3}, {T0, T1})}.El resultado de este algoritmo, mostrado en la �gura 3.7, no es óptimo 
omoel de la �gura 3.5, pero se le puede apli
ar una serie de optimiza
iones [Kle05℄sobre las que no hablaremos en este trabajo.
Figura 3.7: Autómata de Rabin determinista de (a|b)∗bω resultante de apli
arla 
onstru

ión de Safra al autómata de la �gura 3.3.5.



Capítulo 4Diagramas de de
isiónbinariosLos diagramas de de
isión binarios son las estru
turas de datos sobre las quese 
onstruyen los algoritmos de model 
he
king simbóli
o 
ualitativo, y junto
on algunas modi�
a
iones que veremos al �nal de este 
apítulo también sonapli
ables al model 
he
king 
uantitativo sobre el que trata este trabajo.4.1. Fun
iones booleanasDe�ni
ión 4.1.1. Una variable booleana x es una variable que 
ontiene unvalor de B = {0, 1}.Dado un 
onjunto de variables booleanas, podemos de�nir fun
iones sobrelos valores que alma
enan:De�ni
ión 4.1.2. Una fun
ión booleana f de n argumentos es una fun
iónde B
n en B. Con f(x1, x2, . . . , xn) denotaremos la fun
ión booleana f dondereemplazamos las o
urren
ias de las variables booleanas x1, x2, . . . , xn por susrespe
tivos valores.El 
ál
ulo del valor de una fun
ión booleana puede dividirse fá
ilmente to-mando una variable y 
al
ulando la disyun
ión de las fun
iones que resultande asignarle 0 y 1 a la variable en la fun
ión original, lo que se 
ono
e 
omoexpansión de Shannon. A estas fun
iones donde el valor de una variable ha sido�jado las llamaremos 
ofa
tores :De�ni
ión 4.1.3. Los 
ofa
tores fx̄, fx de una fun
ión booleana f son lasfun
iones que resultan de evaluar par
ialmente f reemplazando las o
urren
iasde la variable x en f por 0 y 1 respe
tivamente.Lema 4.1.1. Para toda variable booleana x y fun
ión booleana f tenemos que:

f ≡ x̄ · fx̄ + x · fxdonde x̄ es el 
omplemento de x. 31
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enamiento de fun
iones booleanasEn esta se

ión estudiaremos distintas estru
turas para alma
enar fun
ionesbooleanas. Analizaremos las distintas ventajas y desventajas en la representa
iónde 
ada una, dando énfasis al tamaño de la estru
tura y la 
omplejidad de lasopera
iones sobre la misma.4.2.1. FórmulasLa fórmula proposi
ional misma, que es la representa
ión más 
omún en unes
rito, es 
ompa
ta 
omo deseamos. Componer fun
iones es simple, pero seha
e difí
il ver si la fun
ión es satisfa
ible, o sea que existen valores para los quela fun
ión es verdadera, o si es válida, que se da 
uando la fun
ión es verdaderapara 
ualquier valor, o si es equivalente a otra fórmula. De he
ho, probar que unafun
ión es satisfa
ible es un problema NP-Completo[Coo71℄. Para mitigar esteproblema, las fórmulas se suelen expresar en la forma normal disyuntiva dondela fórmula es de la forma ∨l
j=1

(

∧kj

i=1 x
i
j

), o en la forma normal 
onjuntiva de laforma ∧l
j=1

(

∨kj

i=1 x
i
j

). En la forma disyuntiva probar satisfa

ión toma tiempopolinomial, obtenido a 
ambio de una prueba de validez 
ara, mientras que lasitua
ión se invierte para la forma 
onjuntiva. Como la 
onversión entre ambasformas es de 
omplejidad exponen
ial, no son una alternativa viable.4.2.2. Matri
esTambién pueden usarse matri
es, dividiendo las variables en 
ada eje segúnalgún 
riterio y guardando 
ada resultado de la fun
ión en una 
elda de lamatriz. Un 
aso 
omún es el de la tabla de verdad, donde no se dividen lasvariables resultando en un ve
tor de valores. Veamos la tabla de verdad de lafun
ión (x+ y) · z:
x y z (x + y) · z
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1Al ser exhaustiva esta representa
ión es po
o e�
iente, teniendo 2n 
eldas pa-ra n variables, pero la simpli
idad de la representa
ión ha
e que las opera
ionessobre la misma sean velo
es. Cuando la matriz 
ontiene un elemento dominante(generalmente 
eros) se le pueden apli
ar té
ni
as de 
ompresión que redu
ensigni�
ativamente el tamaño de la estru
tura sin sa
ri�
ar la velo
idad de lasopera
iones, obteniendo matri
es ralas.



4.3. REDUCCIÓN DE BDD 334.2.3. ÁrbolesApli
ando la expansión de Shannon su
esivamente para 
ada variable boo-leana obtenemos un árbol de de
isión binario o árbol de Shannon 
omo el dela �gura 4.1, donde 
ada nodo interno tiene de nombre una variable y 
omosub-árboles ambos 
ofa
tores sobre di
ha variable, hasta llegar �nalmente a lashojas donde están los valores de la fun
ión. Usaremos una línea punteada paraunir el sub-árbol donde la variable toma el valor 0 y una línea sólida para elvalor 1.

Figura 4.1: Arbol de de
isión binario de la fun
ion (x+ y) · zPara ver el valor de la fun
ión simplemente partimos desde la raíz y elegimoslas líneas punteadas o enteras según el valor de la variable que o
urre en el nodohasta llegar a una hoja.Los árboles de de
isión binarios requieren 2n+1 − 1 nodos para representarfun
iones de n variables. Sin embargo poseen mu
ha informa
ión redundanteque podríamos eliminar si relajáramos los requerimientos de la estru
tura.4.2.4. BDDAl ver un árbol de Shannon 
omo un grafo dirigido a
í
li
o podemos apli
arledistintas optimiza
iones. Así surgen los diagramas de de
isión binarios.De�ni
ión 4.2.1. Un diagrama de de
isión binario (BDD) es un grafo dirigidoa
í
li
o 
on una raíz 
uyos nodos internos, que siempre poseen 2 aristas salientes,tienen 
omo etiqueta una variable booleana y 
uyos nodos terminales tienenetiqueta 0 o 1.4.3. Redu

ión de BDDAhora que relajamos nuestros requerimientos podemos eliminar los datosredundantes:



34 CAPÍTULO 4. DIAGRAMAS DE DECISIÓN BINARIOS4.3.1. Unión de subgrafos isomorfosNotemos que todas las hojas tienen los valores 0 o 1, así que podemos redirigirtodos las �e
has que van a un nodo 0 a un úni
o nodo 0 y todas las �e
has quevan a un 1 a un úni
o nodo 1 y eliminar el resto. El resultado de apli
ar estaredu

ión al árbol de Shannon de (x+ y) · z se puede ver en la �gura 4.2.

Figura 4.2: Primera redu

ión sobre el árbol de de
isión binario de (x+ y) · zPodemos generalizar esta optimiza
ión a todos los subgrafos que son estru
-turalmente equivalentes, dejando una sola 
opia de 
ada uno y obteniendo elgrafo de la �gura 4.3.

Figura 4.3: Segunda redu

ión sobre (x+ y) · z



4.4. ORDENANDO BDD 354.3.2. Elimina
ión de nodos 
uyos hijos son isomorfos en-tre síAdemás tenemos nodos que llegan al mismo destino o a subgrafos 
on lamisma estru
tura por ambas salidas. Esto signi�
a que la fun
ión que representael subgrafo es independiente de la variable booleana de la etiqueta del nodo,por lo que podemos redirigir todas las �e
has entrantes al nodo dire
tamenteal destino y eliminarlo. La apli
a
ión de esta redu

ión al grafo de la �guraanterior resulta en el de la �gura 4.4.

Figura 4.4: Ter
era redu

ión sobre (x+ y) · z. Este BDD es redu
ido.Cuando a un BDD no se le pueden eliminar más nodos apli
ando las opti-miza
iones anteriores, diremos que es redu
ido.4.4. Ordenando BDDSi bien los BDDs redu
idos son 
ompa
tos, todavía podemos mejorar lasitua
ión. Es posible que una variable booleana o
urra más de una vez en un
amino del BDD, y nos es difí
il ver si dos BDD son equivalentes. Por ejemplo,los BDD de la �gura 4.5 representan la misma fun
ión de la �gura anterior perola estru
tura es distinta por 
ómo están dispuestas las variables.Para resolver esto pediremos que exista un orden sobre las variables.De�ni
ión 4.4.1. Sea [x1, . . . , xn] una lista ordenada de variables donde no hayelementos dupli
ados. Un BDD tiene el orden [x1, . . . , xn] si todas las variablesque o
urren en sus nodos están en la lista, y para todas las variables xj quesiguen a xi en el BDD por 
ualquier 
amino se da i < j. Un BDD es ordenado sitiene un orden para alguna lista de variables. Dos BDD B1 y B2 tienen órdenes
ompatibles si para 
ualquier par de variables x, y de B1 tal que x o
urre antesque y, enton
es también lo ha
e en B2 y vi
eversa.Así, podemos ver que el primer BDD de la �gura 4.5 no tiene orden, elsegundo tiene orden [x, y, z], el ter
ero [y, z, x] y el 
uarto [z, x, y].Cabe a
larar que el tamaño de un BDD puede variar entre lineal y expo-nen
ial respe
to a la 
antidad de variables según el orden elegido, 
omo po-
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Figura 4.5: Cuatro BDD de (x+ y) · zdemos ver en la �gura 4.6. En
ontrar un orden óptimo es un problema NP-
ompleto[BW96℄, pero existen heurísti
as [Par02℄ 
on las que se obtienen buenosresultados.

Figura 4.6: BDD redu
idos de (x1 + x2) · (x3 + x4) · x5, 
on órdenes
[x1, x2, x3, x4, x5] y [x1, x3, x5, x2, x4]4.5. ROBDDLos BDD ordenados y redu
idos (ROBDD) poseen una propiedad importanteque los ha
e más 
onvenientes:Teorema 4.5.1. El BDD ordenado y redu
ido que representa a una fun
iónbooleana es úni
o para todos los órdenes 
ompatibles.



4.6. ALGORITMOS SOBRE BDD 37Esto ha
e que algunas opera
iones sean muy baratas en 
osto 
omputa
ionalsi elegimos un orden a priori, por ejemplo:Para probar la validez de una fun
ión, basta 
on ver que su ROBDD es elde la 
onstante 1.Para probar satisfa
ibilidad, basta 
on ver que su ROBDD no es el de la
onstante 0.Para probar equivalen
ia 
on otra fun
ión, basta 
on 
omparar la estru
-tura de los dos ROBDD.Para en
ontrar las variables redundantes en una fórmula basta 
on verqué variables no o
urren en su ROBDD.Esto también permite alma
enar una sola 
opia de 
ada subgrafo y reusar-la en todos los BDD 
on órdenes 
ompatibles que lo 
ontienen, redu
iendo lamemoria requerida para alma
enar más de un BDD.En adelante asumiremos que se ha elegido un orden y nos referiremos a losROBDD 
omo BDD.4.6. Algoritmos sobre BDDA 
ontinua
ión llamaremos lo(n) al nodo apuntado por la �e
ha punteadaque parte del nodo n y hi(n) al apuntado por la �e
ha sólida. Además, abrevia-remos 
on x̂ la se
uen
ia �nita x1, . . . , xn, que 
ontiene a todas las variables dela forma xi.4.6.1. Redu

iónEl algoritmo de redu

ión redu
e se en
arga de realizar las optimiza
ionesque men
ionamos anteriormente para obtener un BDD redu
ido, de 
omplejidad
O(|B|log|B|). La redu

ión se ha
e en dos pasadas: una que etiqueta los nodosde modo que si dos nodos poseen la misma etiqueta 
omputan la misma fun
iónbooleana, y la segunda que une estos nodos que 
omputan las mismas fun
ionesy las aristas ha
ia los mismos para redu
ir el BDD.1. Asignamos ini
ialmente etiquetas 0 y 1 a B0 y B1, que representan lasfun
iones 
onstantes false y true respe
tivamente.2. Re
orremos el arbol nivel por nivel desde las hojas ha
ia la raíz, etique-tando 
ada nodo n de la siguiente forma:Si la etiqueta de lo(n)) es igual a la etiqueta de hi(n), enton
es amboshijos de n son isomorfos y por lo tanto el nodo n es redundante, porlo que le asignamos esta etiqueta a n.Si existe otro nodo m 
on la misma variable booleana de n tal quelas etiquetas de hi(m) y lo(m) son iguales a hi(n) y lo(n) respe
tiva-mente, enton
es los subgrafos 
on raíz en n y m son isomorfos, porlo que le asignamos la etiqueta de m a n.Si no se da ninguno de los 
asos anteriores, se le asigna una etiquetaque no esté en uso.



38 CAPÍTULO 4. DIAGRAMAS DE DECISIÓN BINARIOS3. Realizamos un re
orrido bottom-up del BDD en el que se redirigen lasaristas a un nodo úni
o por etiqueta y se elimina el resto.4.6.2. Complementa
iónEl 
omplemento de un BDD B, not(B), se obtiene inter
ambiando las eti-quetas de los terminales B0 y B1 o bien redirigiendo 
ada transi
ión ha
ia B0 a
B1 y vi
eversa, dependiendo de la implementa
ión.4.6.3. Composi
ión 
on operadores binariosUno de los algoritmos para BDD de uso más 
omún es apply, que dados dosBDD Bf y Bg representando fun
iones f y g respe
tivamente y un operadorbooleano binario op, se en
arga de 
omputar el BDD de f op g. Su fun
iona-miento se basa en la expansión de Shannon de f op g:
f op g ≡ x̄i · (f op g)x̄i

+ xi · (f op g)xi

≡ x̄i · (fx̄i
op gx̄i

) + xi · (fxi
op gxi

)O sea que para 
ada variable xi podemos dividir el problema en dos, unodonde xi vale 0 y otro donde vale 1, y repetir esto re
ursivamente hasta tenerdos terminales donde apli
ar op dire
tamente. Como podemos elegir 
ualquiervariable en 
ada división, elegimos seguir el orden existente en Bf y Bg paraobtener un OBDD del mismo orden. Este método produ
e un BDD 
on mu
hossubgrafos dupli
ados, por lo que el BDD resultante no es redu
ido.Cal
ulemos apply(op, Bf , Bg), donde rf y rg son los nodos raíz de Bf y Bgrespe
tivamente:1. Si rf y rg son ambos terminales 
on etiquetas ef y eg, devolvemosBef op eg
.2. Si rf y rg tienen 
omo etiqueta la misma variable booleana xi, devol-vemos un BDD 
uya raíz tiene etiqueta xi, y está unido al resultado deapply(op,lo(rf ),lo(rg)) por la línea de puntos y al resultado de

apply(op, hi(rf ), hi(rg)) por la línea sólida.3. Si rf tiene 
omo etiqueta xi y rg es terminal o tiene 
omo etiqueta xj talque i < j, enton
es Bg es independiente de xi. Como g ≡ gx̄i
≡ gxi

, de-volvemos un BDD 
uya raíz tiene etiqueta xi, y está unido al resultado deapply(op,lo(rf ),rg) por la línea de puntos y al resultado deapply(op,hi(rf ),rg) por la línea sólida.4. Si rg tiene 
omo etiqueta xi y rf es terminal o tiene 
omo etiqueta xj talque i < j, nos en
ontramos en el 
aso simétri
o al anterior.El BDD resultante puede no estar redu
ido, por lo que �nalmente 
orremosredu
e sobre el mismo.La �gura 4.7 muestra 
ómo apply opera sobre dos BDD. En la misma losnodos de los argumentos a la llamada original han sido etiquetados para poderreferen
iarlos en el resultado, donde la etiqueta de 
ada nodo 
ontiene el par deargumentos 
on los que se llama re
ursivamente a la fun
ión. De esta manera sepuede ver que en el trans
urso de la 
omposi
ión se produ
en llamadas repetidasa apply 
on los mismos argumentos. Si utilizamos té
ni
as de programa
ión
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Figura 4.7: apply(+,B(x+y)·z,Bx·y)dinámi
a y guardamos los resultados de 
ada llamada para evitar re
omputarlos,el algoritmo pasa de tener 
omplejidad exponen
ial (
ada nodo interno produ
e 2llamadas re
ursivas a apply) a tener una 
ota de 2|Bf ||Bg| además de ahorrarnosla posterior redu

ión de los resultados dupli
ados. El BDD resultante tienemenos de |Bf ||Bg| nodos[Bry86℄.4.6.4. Cofa
toresrestri
t(b, x,B) 
omputa el 
ofa
tor de f donde la variable x toma el valor
b y f es la fun
ión representada por el BDD B. Simplemente 
onsiste en redirigirtodas las �e
has que llegan a 
ada nodo n 
on variable x a lo(n) si i = 0 o ahi(n) si i = 1.4.6.5. Cuanti�
a
iónexists(x,B) 
omputa la 
uanti�
a
ión existen
ial ∃x.f(x̂) donde f es lafun
ión representada por el BDD B. Como ∃x.f(x̂) = fx̄(x̂) + fx(x̂), esto se po-
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Figura 4.8: restri
t(0, y, B(x+y)·z)dría resolver ha
iendo apply(+, restrict(0, x, B), restrict(1, x, B)). Sin em-bargo esta llamada a apply también opera antes de la o
urren
ia de un nodo
on variable x, donde ambos 
ofa
tores son idénti
os. Una solu
ión más rápida
onsiste en bus
ar los nodos n 
on variable x en el BDD y reemplazarlos por
apply(+, lo(n), hi(n)). La 
uanti�
a
ión universal forall, al ser el operadordual de exists, es implementada de la misma manera usando · en vez de +.La 
uanti�
a
ión sobre múltiples variables se obtiene realizando llamadassu
esivas para 
ada variable, y es NP-Completo.4.6.6. Permuta
ión de variables

permute(B, 〈x̂〉, 〈ŷ〉) devuelve para un BDD B el resultado de permutar si-multáneamente todas las o
urren
ias de xi ∈ x̂ en la fun
ión representada por
B por yi ∈ ŷ y vi
eversa.Ejemplo 4.6.1. El resultado de permute(B, 〈x〉, 〈y〉) donde B representa a
x · y + x̄ · z es un BDD que representa a la fun
ión y · x+ ȳ · z.Esto se puede 
al
ular re
orriendo la estru
tura del BDD inter
ambiandolas etiquetas de 
ada nodo. Este BDD tiene distinto orden al original, por loque se le debe apli
ar un algoritmo de reordenamiento de variables 
omo el de[Som99℄, que realiza el inter
ambio velozmente operando in situ en el BDD.4.7. MTBDDAl ser una estru
tura que sólo alma
ena fun
iones booleanas, la apli
abilidadde los BDD a distintos problemas es limitada. De querer alma
enar fun
iones
on imágenes de más de dos elementos en BDD, ne
esitaríamos 
odi�
ar loselementos del rango utilizando números binarios y utilizar un BDD para 
adabit del resultado de la fun
ión. Una solu
ión a este problema son los multi-terminal BDD (MTBDD), BDD donde la fun
ión representada no tiene imagenen B sino en 
ualquier 
onjunto �nito, y 
uyo grafo tiene tantas hojas 
omo laimagen de la fun
ión tiene elementos. En parti
ular nos 
on
entraremos en los



4.7. MTBDD 41MTBDD que representan fun
iones 
uya imagen es un 
onjunto �nito arbitrariode números reales en el intervalo [0, 1].Los algoritmos sobre MTBDD requieren po
os 
ambios para poder apli
ar-se a los nuevos nodos terminales. Las 
uanti�
a
iones universal y existen
ialpierden sentido sobre números reales, pero 
ambiando el operador apli
ado so-bre los 
ofa
tores en las mismas obtenemos algoritmos que 
al
ulan sumatorias,produ
torias, mínimos y máximos sobre la variable elegida, que llamaremossumAbstra
t, prodAbstra
t, minAbstra
t y maxAbstra
t respe
tivamente.Además se agregan nuevos algoritmos a los que ya teníamos, in
luídos losde opera
iones sobre matri
es de números reales alma
enadas en MTBDD. Unoimportante es threshold, que dado un operador de 
ompara
ión, un númeroreal y un MTBDD nos devuelve un BDD tal que:
threshold(⊲⊳, t, f)(x̂) =

{

1 si f(x̂) ⊲⊳ t
0 
aso 
ontrariothreshold se puede implementar redirigiendo 
ada lado que llega a un ter-minal a 1 si el terminal satisfa
e la 
ompara
ión y a 0 si no lo ha
e, y luegoredu
iendo el BDD resultante.Los MTBDD 
ontinúan siendo una estru
tura de datos e�
iente mientrasque la imagen tenga una 
antidad pequeña de elementos. De lo 
ontrario, laredu

ión no es posible y obtenemos algo próximo a un árbol binario de de
isión,que es más grande que una matriz.
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Capítulo 5Model Che
kingEl problema de model 
he
king 
onsiste en de
idir si el sistema satisfa
euna propiedad, o sea, que todas las eje
u
iones posibles en el sistema están
ontenidas en el lenguaje de la fórmula de la propiedad. En el model 
he
king
uantitativo los modelos 
ontienen transi
iones 
on probabilidades, por lo quees ne
esario ajustar el problema. Para ello se pueden agregar nuevos operadoresprobabilísti
os a la lógi
a temporal, 
omo por ejemplo P≥p φ que es satisfe
hosi la probabilidad de satisfa
er φ es mayor o igual que p, o bien se 
al
ula dire
-tamente la probabilidad de satisfa

ión de la propiedad bajo alguna estrategia.En este trabajo optaremos por lo segundo y nos 
on
entraremos en las estra-tegias que resultan en las probabilidades máximas y mínimas de satisfa
er lapropiedad, que son las de mayor interés.5.1. Model 
he
king 
uantitativo de propiedadesLTLEn los 
apítulos anteriores vimos 
ómo representar el fun
ionamiento de unsistema mediante eje
u
iones en sistemas no deterministas probabilísti
os, y 
ó-mo una propiedad LTL puede ser vista 
omo un ω-autómata que a
epta distintaseje
u
iones. Para veri�
ar una propiedad utilizaremos el algoritmo des
rito porLu
a de Alfaro en [dA98℄, en el que se 
onstruye un nuevo SNP, produ
to delSNP original y el autómata de la propiedad, donde las eje
u
iones re
orrenambas estru
turas simultáneamente.5.1.1. Constru

ión del produ
toDe�ni
ión 5.1.1. Sea (PA, S,A, κ, p, sin) un SNP, y (2PA, Q, δ, {qin}, F ) unautómata de Rabin determinista. El SNP produ
to de ambos es un SNP
(PA, S′, A, κ′, p′, s′in) tal que:

S′ = S ×Q, donde para todo estado (s, q) ∈ S′ se da (s, q)[[x]] = s[[x]]

κ′(s, q) = κ(s) para todo estado (s, q) ∈ S′

p((s′, q′) | (s, q), a) =

{

p(s′ | s, a) si δ(q, L(s′)) = q′

0 
aso 
ontrario43
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s′in = (sin, δ(qin, L(sin)))Notemos que por la 
onstru

ión de la rela
ión de transi
ión, todas las tran-si
iones en el SNP que puedan llegar a formar parte de eje
u
iones a
eptadaspor la fórmula permane
en en el SNP produ
to 
on la misma probabilidad.Por los lemas vistos en el 
apítulo 2 sabemos que las eje
u
iones eventual-mente se 
on�nan a las CT dentro del SNP. Por otro lado, los pares de a
epta
ióndel ARD de la fórmula nos di
en a qué 
onjuntos de estados se debe 
on�naruna eje
u
ión y 
uáles estados deben visitarse in�nitamente a menudo para quese satisfaga la fórmula. Por lo tanto extenderemos los pares de a
epta
ión paraque se ajusten a los estados del SNP, y bus
aremos las CT que satisfagan estenuevo 
riterio de a
epta
ión:De�ni
ión 5.1.2. Sea S el 
onjunto de estados del SNP original y

F = {(H1, L1), . . . , (Hm, Lm)} el 
riterio de a
epta
ión del autómata de Ra-bin determinista de la propiedad. De�nimos los pares de a
epta
ión sobre elSNP produ
to 
omo (H ′i, L
′
i) = (S ×Hi, S × Li).Para 
ada par de a
epta
ión (H ′i, L

′
i), llamaremos CT a
eptadas a las CT

Bi
1, . . . , B

i
n que son maximales en H ′i y 
ontienen algún estado en L′i.Dado un SNP produ
to, denotaremos 
on T =

⋃m
i=1

⋃n
j=1 B

i
j al 
onjunto detodos los estados en CT a
eptadas.Veamos 
ómo se obtiene la probabilidad máxima de satisfa
er φ,

Pr+sin
(ω � φ) = Prη+

sin
(ω � φ) donde η+ es una estrategia óptima que maximizadi
ha probabilidad. La probabilidad mínima se puede obtener usando el mismométodo sobre la nega
ión de la fórmula y sustrayendo el resultado de 1, dado que

Pr+sin
(ω � φ) = 1 − Pr−sin

(ω � ¬φ), o 
on el método dire
to des
rito en [CL06℄.Como la probabilidad máxima de permane
er en una CT es de 1, el 
ál
ulode la probabilidad máxima de satisfa
er la fórmula se redu
e a en
ontrar laprobabilidad máxima de al
anzar 
ualquiera de las CT a
eptadas.Teorema 5.1.1. Pr+sin
(ω � φ) = supηPr

η
s′

in
(∃k.ωk ∈ T )5.2. Cál
ulo de al
anzabilidad máximaPara 
al
ular la probabilidad máxima de al
anzar T desde sin dividiremos elproblema en partes. Primero bus
aremos el 
onjunto de estados 
uya probabili-dad de al
anzar T es de 0 bajo toda estrategia al que llamaremos Sno. Sno puedeobtenerse restándole a S′ los estados que pueden al
anzar T 
on probabilidadno nula, usando el siguiente método iterativo que parte de T y en la i-ésimaitera
ión agrega los estados a i transi
iones de T :

B0 = T
Bi+1 = Bi ∪ {s ∈ S′ | ∃a ∈ κ(s), t ∈ Bi.p(t|s, a) > 0}
Sno = S′ − limk←∞B

kUna vez 
al
ulado Sno, nos resta averiguar la probabilidad máxima de al-
anzar T desde 
ada estado s en S? = S′ − (T ∪ Sno), a la que llamaremos xs,resolviendo el siguiente problema de optimiza
ión lineal:Minimizar ∑

t∈S? xsSujeto a xs ≥
∑

t∈S? s′.p(t|s, a) +
∑

t∈T p(t|s, a)para todo s ∈ S?, a ∈ κ(s).



5.3. MODEL CHECKING SIMBÓLICO 455.3. Model 
he
king simbóli
oUn problema intrínse
o a la veri�
a
ión de modelos es la explosión de esta-dos, el 
re
imiento exponen
ial de un modelo respe
to al tamaño del sistema arepresentar. Además, la genera
ión del SNP produ
to puede llegar a multipli
arla 
antidad de estados por el tamaño del autómata de la propiedad a veri�
ar,que a su vez también es exponen
ial respe
to a la longitud de la fórmula. Estolimita la apli
abilidad del model 
he
king de fórmulas LTL a sistemas medianoso pequeños y a fórmulas que se tradu
en a autómatas pequeños.Para aliviar este problema hay una variedad de té
ni
as que se apli
an en
ada paso del pro
eso, y otras que dire
tamente ata
an la representa
ión delsistema mismo. A 
ontinua
ión veremos una forma de realizar lo segundo uti-lizando BDD, pero que introdu
e la di�
ultad de deber operar sobre todo el
onjunto simultáneamente (en lo que se llaman métodos implí
itos) en vez depoder tratar estado por estado. Cuando apli
amos métodos implí
itos al model
he
king, estamos realizando model 
he
king simbóli
o.5.3.1. Representando sistemas de transi
iones 
on fun
io-nes booleanasVeamos 
ómo un modelo se puede representar 
omo una fun
ión boolea-na, empezando por los estados. Cada estado s ∈ S puede ser visto 
omoun ve
tor de los valores de verdad de 
ada proposi
ión atómi
a en el mismo,
〈s[[p1]], . . . , s[[pn]]〉. Si dos o más estados tienen la misma etiqueta, agregaremoslas proposi
iones atómi
as auxiliares que sean ne
esarias para poder distinguir-los.A 
ada proposi
ión atómi
a p1, . . . , pn le asignaremos una variable booleana
b1, . . . , bn. Luego 
ada estado posee una se
uen
ia de valores booleanos úni
aque lo representa, donde 
ada elemento de la se
uen
ia es alma
enado en unavariable booleana. Podemos usar esta 
odi�
a
ión para representar 
ualquiersub
onjunto A de S usando la fun
ión 
ara
terísti
a de A, que dado un elementonos di
e si está 
ontenido o no en el 
onjunto y está de�nida 
omo:

1A(x) =

{

1 si x ∈ A
0 si x /∈ ALa fun
ión 
ara
terísti
a devuelve un valor booleano, por lo que, 
on la
odi�
a
ión de estados des
rita anteriormente 
omo entrada, es una fun
iónbooleana. En el 
aso del 
onjunto va
ío, la fun
ión 
ara
terísti
a es la fun
ión
onstante 0 pues no existe elemento que esté 
ontenido en el 
onjunto. Paraun 
onjunto de un elemento, ne
esitamos que la fun
ión devuelva 1 sólo si seingresa el elemento deseado, lo que se logra tomando la 
onjun
ión de todas lasvariables booleanas en las que 
odi�
amos los estados, negándolas si su valor es0 para que la 
onjun
ión sea 1. De esta manera un elemento 
on 
odi�
a
ión

〈0, 1, 0, 1〉 pasa a ser la fun
ión booleana f(x1, x2, x3, x4) = x̄1 · x2 · x̄3 · x4.Notemos que para esta forma de alma
enar 
onjuntos, la disyun
ión de fun-
iones 
ara
terísti
as resulta en la unión de los 
onjuntos representados, o suinterse

ión en el 
aso de la 
onjun
ión. Luego el 
onjunto {〈0, 0, 0, 1〉, 〈0, 1, 0, 1〉}pasa a ser la fun
ión booleana f(x1, x2, x3, x4) = (x̄1 ·x̄2 ·x̄3 ·x4)+(x̄1 ·x2 ·x̄3 ·x4).Esta representa
ión también alma
ena los valores de las proposi
iones ató-mi
as en 
ada estado. Supongamos que tenemos un 
onjunto 
on un estado s en



46 CAPÍTULO 5. MODEL CHECKINGel que se da p1 ∧ ¬p2. Su fun
ión 
ara
terísti
a es 1{s} = x1 · x̄2. Para obtener
s[[p2]], 
al
ulamos el resultado de 1{s} · x2 = x1 · x̄2 · x2 = false, que impli
aque la o
urren
ia de x2 en 1{s} está negada, dándonos el valor deseado. En 
aso
ontrario obtenemos la misma fun
ión 
ara
terísti
a ini
ial, pues la 
onjun
iónes idempotente. En el 
aso general, dado un 
onjunto de estados S, la distri-butividad de la 
onjun
ión respe
to a la disyun
ión impli
a que al 
al
ular la
onjun
ión de la fun
ión 
ara
terísti
a del 
onjunto 
on una variable booleana
x (o su nega
ión) obtenemos la fun
ión 
ara
terísti
a del 
onjunto de estadosen S que satisfa
en la proposi
ión atómi
a p (o su nega
ión) representada porla variable x.Ahora veamos 
ómo representar transi
iones, ignorando por el momento lasprobabilidades y a

iones. Utilizaremos la fun
ión 
ara
terísti
a de la mismamanera que para los estados, pero alma
enando los pares ordenados que 
om-ponen la rela
ión de transi
ión, representando el par (s, s′) de la transi
ión
s → s′ 
on el ve
tor booleano 〈ŝ, ŝ′〉, donde 〈ŝ〉 y 〈ŝ′〉 son las 
odi�
a
iones delas proposi
iones atómi
as que valen en s y s′, respe
tivamente. En la �gura5.1 se puede ver 
ómo un sistema de transi
iones sen
illo se tradu
e a fun
ionesbooleanas.Si a esta fun
ión 
ara
terísti
a la es
ribimos en una grilla donde en un ejetenemos los 2n valores posibles de ŝ y en el otro la misma 
antidad de valoresposibles de ŝ′, tenemos una matriz 
uadrada 
on valores booleanos. Esta repre-senta
ión explí
ita produ
e generalmente la mejor performan
e a 
ambio de unuso elevado de memoria, in
luso utilizando matri
es ralas.

Estado Codi�
a
ión Fun
ión booleana
s1 〈1, 0〉 x1 · x̄2

s2 〈0, 1〉 x̄1 · x2

s3 〈1, 1〉 x1 · x2Transi
ión Codi�
a
ión Fun
ión booleana
s1 → s2 〈1, 0, 0, 1〉 x1 · x̄2 · x̄′1 · x

′
2

s2 → s2 〈0, 1, 0, 1〉 x̄1 · x2 · x̄′1 · x
′
2

s2 → s3 〈0, 1, 1, 1〉 x̄1 · x2 · x
′
1 · x

′
2

s3 → s1 〈1, 1, 1, 0〉 x1 · x2 · x̄′1 · x
′
2Figura 5.1: Un modelo y la 
odi�
a
ión de sus estados y transi
iones5.3.2. Representando un SNP 
on MTBDDPara representar un modelo probabilísti
o 
on MTBDD, mantenemos la mis-ma 
odi�
a
ión de estados que men
ionamos anteriormente, pero en vez de re-presentar la fun
ión 
ara
terísti
a de la rela
ión de transi
ión usaremos su pro-babilidad. Luego, dados estados s, s′ ∈ S 
odi�
ados 
omo 〈ŝ〉, 〈ŝ′〉, el MTBDD
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iónes alma
ena la fun
ión:
f(ŝ, ŝ′) = p(s′ | s)De este MTBDD se puede extraer un BDD que 
ontiene los su
esores de
ada estado y a

ión 
al
ulando threshold(>, 0, Bf).Finalmente, para representar un SNP ne
esitamos agregar a

iones. Sim-plemente basta 
on 
odi�
ar 
ada a

ión 
on una se
uen
ia úni
a de valoresbooleanos 
omo hemos he
ho anteriormente, y agregar esta se
uen
ia a 
adatransi
ión que se realiza a través de di
ha a

ión. Si una a

ión a ∈ κ(s) se
odi�
a 
omo 〈a1, . . . , am〉, enton
es:

f(â, ŝ, ŝ′) = p(s′ | s, a)5.3.3. Constru

ión del SNP produ
toTeniendo ahora fun
iones booleanas que representan el SNP, veamos 
ómose 
onstruyen los BDDs que 
omponen el SNP produ
to para la veri�
a
ión deuna propiedad. Supongamos que utilizamos las variables booleanas s1, . . . , snpara representar el 
onjunto S de estados en un BDD, y tenemos un autómatade Rabin determinista 
on 
onjunto de estados Q.Creamos tantas variables booleanas q1, . . . , qm 
omo nos sean 
onvenientespara 
odi�
ar 
ada estado del autómata 
on una se
uen
ia úni
a, donde m ≥
⌈log2|Q|⌉. Por el sólo he
ho de agregar estas variables booleanas y sin alterarde ninguna forma los BDD existentes, podemos ver el BDD del 
onjunto deestados S 
omo S × Q.1 Esto se debe a que 
uando una variable no o
urre enun BDD signi�
a que la fun
ión representada es independiente de la misma, demodo que:

∀q̂ : 1S(ŝ) = 1S×Q(ŝ, q̂)Esto también satisfa
e la propiedad deseada ∀s ∈ S, q ∈ Q : (s, q)[[x]] = s[[x]]porque los valores de las proposi
iones atómi
as en s siguen alma
enados en lasvariables ŝ, que no son modi�
adas.Además ne
esitamos 
rear variables booleanas q′1, . . . , q′m para los destinosde la rela
ión de transi
ión del ARD. Agregando estas variables, y junto a lasvariables agregadas anteriormente, podemos ver a la fun
ión de probabilidad detransi
ión original de tipo A × S × S → [0, 1] 
omo la fun
ión p′ en A × (S ×
Q) × (S ×Q) → [0, 1], donde:

∀s ∈ S, q ∈ Q : κ′(s, q) = κ(s)
∀q, q′ ∈ Q : p′((s′, q′) | (s, q), a) = p(s′ | s, a)Lo que signi�
a que el SNP original ha sido 
opiado 2m ve
es, y se puedeha
er una transi
ión desde una 
opia a 
ualquier 
opia a través de la mismaa

ión original 
on la probabilidad original. Esto di�ere de la fun
ión de proba-bilidad deseada, donde las transi
iones sólo o
urren si el estado de destino delSNP satisfa
e la etiqueta de la transi
ión en el ARD:
p((s′, q′) | (s, q), a) =

{

p(s′ | s, a) si δ(q, L(s′)) = q′

0 
aso 
ontrario1En realidad esto también agrega 2
m − |Q| estados inexistentes en el ARD, que seráneliminados luego por ser inal
anzables.
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ionar este problema, 
onstruiremos un BDD que �ltre las tran-si
iones no deseadas. Esto se puede realizar obteniendo el produ
to del BDDde p′ 
on el de una fun
ión que vale 1 para las transi
iones que satisfa
en lapropiedad deseada y 0 en 
aso 
ontrario. Como representamos al estado s′ porsus proposi
iones atómi
as, la fun
ión es:
f(ŝ′, q̂, q̂′) =

{

1 si δ(〈q̂〉, 〈ŝ′〉) = 〈q̂′〉
0 
aso 
ontrarioLuego reexpresamos la guarda:

f(ŝ′, q̂, q̂′) =

{

1 si (〈q̂〉, 〈ŝ′〉, 〈q̂′〉) ∈ δ
0 
aso 
ontrarioPero esto no es más que la fun
ión 
ara
terísti
a de δ 
on las etiquetas de lastransi
iones permutadas por las variables de s′, que se puede 
al
ular mediante

permute(1δ, 〈l̂〉, 〈ŝ′〉) para algún 
onjunto de variables l̂ 
on el que se guardanlas etiquetas en el BDD de 1δ.Nos queda elegir el nuevo estado ini
ial. Por haber agregado las variables te-nemos un BDD de sin×Q, y queremos elegir el estado (sin, δ(qin, L(sin))). Dadoel BDD de δ, 
al
ulamos 1δ·1qin
para obtener las transi
iones que parten de qin, yluego 1δ·1qin

·sin para obtener la 3-upla (qin, sin, q
′) ∈ δ donde q′ = δ(qin, L(sin))puesto que L(sin) y sin son iguales en esta representa
ión. Finalmente 
al
ula-mos la proye

ión sobre el segundo y ter
er elemento de la 3-upla utilizando eloperador de 
uanti�
a
ión exists(〈q̂〉, B(qin,sin,q′)) obteniendo la tupla (sin, q

′).Como q′ está alma
enado en las variables de destino de las transi
iones, para
onvertir esta tupla en un estado legítimo de S × Q permutamos las variables
q̂′ 
on q̂, 
on lo que 
onseguimos un BDD de (sin, δ(qin, L(sin))).5.3.4. Elimina
ión de estados no al
anzablesLa 
onstru

ión del SNP produ
to genera algunos estados y transi
ionesque no son al
anzables desde el estado ini
ial. Los mismos pueden provo
arproblemas en pasos siguientes, además de agrandar los BDD y requerir mayortiempo de pro
esamiento ya que los algoritmos implí
itos no pueden distinguirlosde estados legítimos.Para eliminarlos, 
omputamos el 
onjunto de estados al
anzables desde sin,denominado forward set de sin o Fwd(sin), usando el siguiente método iterativoque partiendo de un 
onjunto 
on el estado ini
ial agrega a todos sus su
esoresy repite esto hasta no agregar más estados:

C0 = {sin}
Ci+1 = img(Ci)Fwd(sin) =

⋃∞
k=0 Ckimg(C) =

⋃

c∈C,a∈κ(c) Su
(c, a) es el 
onjunto de todos los su
esores de losestados de C, al que llamaremos imagen de C. La imagen es 
al
ulada sele
-
ionando las transi
iones que parten de C a través de su interse

ión 
on el
onjunto de su
esores (obtenida usando threshold 
omo vimos anteriormente),abstrayéndonos de las variables de a

ión y estados de origen para obtener un
onjunto de estados de destino, y �nalmente permutando las variables de destinopor las de origen para tener el mismo 
onjunto de variables de S′:



5.3. MODEL CHECKING SIMBÓLICO 49trans = threshold(>, 0, p′)transC = apply(·, trans, C)destC = exists(transC , 〈â, ŝ, q̂〉)img(C) = permute(destC , 〈ŝ, q̂〉, 〈ŝ′, q̂′〉)Con este 
onjunto de estados al
anzables podemos limpiar nuestra rela
iónde transi
ión, eliminando todas las transi
iones que parten de elementos fueradel 
onjunto, y luego eliminando las transi
iones que llegan a elementos fueradel 
onjunto:
p′ = apply(·, p′, C)
p′ = apply(·, p′, permute(C, 〈ŝ, q̂〉, 〈ŝ′, q̂′〉))5.3.5. Búsqueda simbóli
a de CFC maximalesAntes de ver el algoritmo de búsqueda de CT maximales, veremos 
ómo serealiza una parte 
ru
ial del mismo: la búsqueda de las 
omponentes fuertemente
onexas maximales en un 
onjunto de estados. Este problema tiene una solu
iónbien 
ono
ida y veloz en los métodos explí
itos, el algoritmo de Tarjan[Tar72℄,que dete
ta las CFC a través del etiquetado de los nodos a medida que serealiza una búsqueda en profundidad (DFS) en el grafo. Este algoritmo es de
omplejidad lineal en la 
antidad de lados del grafo.Lamentablemente este algoritmo no es viable para BDD debido al alto 
ostode extraer estados y transi
iones individuales de la estru
tura. Como la búsquedade CFC es generalmente una pieza 
lave de los algoritmos de model 
he
king, ydebido a la popularidad del model 
he
king simbóli
o para veri�
ar sistemas 
onmayor 
antidad de estados, se han diseñado una variedad de algoritmos simbóli-
os de búsqueda de CFC [EL86℄[BGS00℄[FFK+01℄[XB99℄[GPP03℄ que intentanaproximarse a la e�
ien
ia del algoritmo de Tarjan. Expli
aremos 
ómo fun
io-na el algoritmo de Xie y Beerel[XB99℄, y 
ómo el algoritmo lo
kstep[BGS00℄optimiza esta búsqueda.Los algoritmos simbóli
os operan bus
ando CFC dentro de 
onjuntos CFC-
errados, que son 
onjuntos de estados donde 
ada CFC o bien está in
luídaen el 
onjunto o está fuera del 
onjunto. La unión e interse

ión de 
onjuntosCFC-
errados también es CFC-
errada, al igual que el 
omplemento respe
todel 
onjunto S de todos los estados del grafo.Una forma de en
ontrar 
onjuntos CFC-
errados es tomar un estado 
ual-quiera s ∈ S y 
al
ular su forward set, o bien su ba
kward set Bwd(s), que es el
onjunto de estados que 
ontienen al nodo en su forward set.Lema 5.3.1. Sea s ∈ S un estado. Fwd(s) y Bwd(s) son CFC-
errados.Prueba. Supongamos que no lo son. Luego existe una CFC que posee elementosdentro y fuera de Fwd(s) o Bwd(s). Por la de�ni
ión de CFC todos sus elementosson al
anzables desde 
ualquier otro elemento, enton
es los elementos fuera deFwd(s) son al
anzables desde los elementos dentro del mismo y los elementosdentro de Bwd(s) son al
anzables desde los de afuera, por lo que deben estarin
luídos en Fwd(s) y Bwd(s) respe
tivamente. Absurdo.La implementa
ión de Bwd es similar a la de Fwd, pero en vez de 
al
ularla imagen del 
onjunto de estados a
tual Ci en 
ada itera
ión, 
al
ularemos supreimagen pre(Ci) que es el 
onjunto de estados que llega en una transi
ión a
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Ci. Esto se realiza de manera similar a img pero sele

ionando las transi
ionespor su destino en vez de por su origen:trans = threshold(>, 0, p′)destC = permute(C, 〈ŝ, q̂〉, 〈ŝ′, q̂′〉)transC = apply(·, trans, destC)pre(C) = exists(transC , 〈â, ŝ′, q̂′〉)Algoritmo de Xie-BeerelDado un estado y su respe
tivo forward set y ba
kward set, el siguiente lemanos di
e que su interse

ión es una CFC:Lema 5.3.2. Sea s ∈ S un estado. Fwd(s) ∩ Bwd(s) es una CFC maximal en
S.Prueba. Supongamos que Fwd(s)∩Bwd(s) 6= ∅. Luego para todo par de estados
t, r ∈ Fwd(s) ∩ Bwd(s) tenemos t ; s y r ; s por estar en Bwd(s), y s ; t y
s ; r por estar en Fwd(s). Luego podemos 
onstruír 
aminos de t a r pasandopor s y vi
eversa, por lo que t ; r y r ; t y por lo tanto Fwd(s) ∩ Bwd(s) esfuertemente 
onexo.Para ver que es maximal, supongamos por el absurdo que existe una CFC
C ⊆ S tal que Fwd(s)∩Bwd(s) ⊆ C. Sea D = C−(Fwd(s)∩Bwd(s)) el 
onjuntode estados en C pero que no están en Fwd(s)∩Bwd(s). Como C es fuertemente
onexo, enton
es existen 
aminos desde todos los elementos en Fwd(s)∩Bwd(s)a los elementos de D, lo que nos di
e que D ⊆ Fwd(s), y también hay 
aminosdesde todos los elementos de Fwd(s) ∩Bwd(s) a los elementos de D, por lo que
D ⊆ Bwd(s). Luego D = ∅, absurdo.De este resultado deriva el siguiente algoritmo re
ursivo, donde luego deen
ontrar una CFC se pro
ede a bus
ar CFCs en el 
omplemento del forwardset o ba
kward set obtenido, y en el resto del mismo una vez eliminada la CFCen
ontrada pues ambos 
onjuntos son CFC-
errados:Algorithm 1 BúsquedaXB (C ⊆ S)

s := TomarElemento(C)
CFC := Fwd(s) ∩ Bwd(s)return {CFC} ∪BúsquedaXB(Bwd(s)−CFC)∪BúsquedaXB(C −Bwd(s))Para poder usar este algoritmo ne
esitaremos implementar TomarElemento,que dado el BDD de un 
onjunto devuelve un BDD de un 
onjunto unitario que
ontiene un solo elemento del 
onjunto original. Para lograr esto, 
onstruiremosel elemento variable por variable. Para 
ada variable x de 1C , evaluamos elvalor de 
ualquiera de los 
ofa
tores de 1C . Si el BDD del 
ofa
tor no es el dela fun
ión 
onstante 0, enton
es existe un elemento del 
onjunto 
uyo valor de

x es el de la restri

ión apli
ada. Luego tomamos otra variable y repetimos elpro
edimiento sobre el 
ofa
tor. Notemos que si este pro
edimiento se realizaeligiendo las variables de a
uerdo al orden del BDD, el algoritmo simplementedes
iende por la estru
tura del BDD hasta un nodo terminal 1 y devuelve lasele

iones tomadas en 
ada nodo.



5.3. MODEL CHECKING SIMBÓLICO 51Algorithm 2 TomarElemento (C ⊆ S, 〈ŝ〉)elemento := B1for all var ∈ 〈ŝ〉 doif Cvar 6= B0 thenelemento := elemento · var
C := Cvarelseelemento := elemento · var
C := Cvarend ifend forreturn elementoComo las opera
iones de 
osto 
omputa
ional signi�
ativo son el 
ál
ulode la imagen o preimagen de un 
onjunto, la 
omplejidad de los algoritmosde búsqueda de CFC generalmente se expresa en términos de la 
antidad deimágenes y preimágenes 
omputadas, también llamadas pasos simbóli
os. Estealgoritmo tiene 
omplejidad O(|S|2).

Algoritmo de lo
kstepEl algoritmo de lo
kstep mejora la 
ota del algoritmo anterior 
omputandopar
ialmente el forward set o el ba
kward set. Re
ibe este nombre porque en
ada itera
ión se realiza un solo paso en el 
ál
ulo del forward set y del ba
kwardset, hasta que uno de estos dos 
onjuntos 
onverge. Una vez que esto su
ede,se sigue 
al
ulando el 
onjunto que todavía no ha 
onvergido sólo hasta que suinterse

ión 
on el 
onjunto 
onvergido deja de 
re
er. Esta interse

ión que esla CFC que 
ontiene a v. Obtenida la CFC, la re
ursión se ha
e parti
ionando elespa
io de estados de la misma manera que el algoritmo anterior, pero usandoel 
onjunto que 
onvergió en vez de elegir uno arbitrariamente.Veamos que el 
riterio de termina
ión es su�
iente. Supongamos que Bwd(s)ha 
onvergido, que hemos llegado a un paso del 
ómputo de Fwd(s) en el que seen
ontró un 
onjunto de estados nuevos A de interse

ión va
ía 
on Bwd(s) 
onlo que el algoritmo termina la búsqueda de la CFC, y supongamos por el absurdoque existe algún paso siguiente en el 
ómputo de Fwd(s) que agrega un 
onjuntode estados B a Fwd(s) ∩ Bwd(s). Luego los estados de B son al
anzables desdealgún 
onjunto de estados A′ ⊆ A, pero enton
es A′ ⊆ Bwd(s) y por lo tanto
A ∩ Bwd(s) 6= ∅. Absurdo.Esta optimiza
ión resulta en una 
omplejidad de O

(

|S|log dN
|S|

), donde d esla distan
ia máxima entre dos estados y N es la 
antidad de CFC maximalesen S.
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kstep (C ⊆ S)

s := TomarElemento(C)
F, dF,B, dB := {s}, {s}, {s}, {s}while dF 6= ∅ ∧ dB 6= ∅ do
dF := img(F ) ∩ F
dB := pre(B) ∩B
F := F ∪ dF
B := B ∪ dBend whileif dF = ∅ thenConvergido := Fwhile F ∩ dB 6= ∅ do
dB := pre(B) ∩B
B := B ∪ dBend whileelseConvergido := Bwhile B ∩ dF 6= ∅ do
dF := img(F ) ∩ F
F := F ∪ dFend whileend if

CFC := F ∩Breturn {CFC} ∪ Lo
kstep(Convergido−CFC) ∪ Lo
kstep(C −Convergido)5.3.6. Búsqueda simbóli
a de 
onjuntos estables maxima-lesLa otra parte del algoritmo de búsqueda de CT maximales es la búsque-da de 
onjuntos estables maximales. Repasando el algoritmo de la se

ión 2.3vemos que ne
esitamos implementar una fun
ión que 
al
ule las itera
iones
Ei+1

C = {s ∈ Ei
C | ∃a ∈ κ(s).Su
(s, a) ⊆ Ei

C}, los 
onjuntos de estados para losque existe una a

ión que sólo lleva a estados en Ei
C , que 
onvergen al 
onjuntoestable maximal en C.Comenzaremos sele

ionando el 
onjunto de transi
iones que parten de Ei

Cy llegan a Ei
C :DesdeEi

C = apply(·, p', Ei
C)DesdeYHa
iaEi

C = apply(·,DesdeEi
C , permute(E

i
C , 〈ŝ, q̂〉, 〈ŝ

′, q̂′〉))Luego para 
ada estado de Ei
C 
al
ulamos la suma de las probabilidades delas transi
iones que permane
en en Ei

C a través de 
ada a

ión.ProbPermane
erEnEi
C = sumAbstract(DesdeYHa
iaEi

C , 〈ŝ
′, q̂′〉)Finalmente sele

ionamos los estados y a

iones para los que esta suma deprobabilidades es igual a 1, o sea que todos sus su
esores están 
ontenidos en

Ei
C , y nos quedamos 
on los estados que poseen al menos una a

ión que 
umple
on este requisito.
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eEnEi
C = threshold(=, 1,ProbPermane
erEnEi

C)

Ei+1
C = exists(SiemprePermane
eEnEi

C , 〈â〉)5.3.7. Cál
ulo de al
anzabilidadLa implementa
ión de un algoritmo de programa
ión lineal para el 
ál
ulode la probabilidad de al
anzar las CTs a
eptadas es dire
ta usando opera
ionesde matri
es sobre MTBDD. Sin embargo estos algoritmos requieren matri
esmás grandes que la de la fun
ión de probabilidad de transi
ión para operar,lo que va en 
ontra de nuestra meta de veri�
ar sistemas de gran 
antidad deestados, y las matri
es utilizadas son irregulares 
on lo que la e�
ien
ia de larepresenta
ión de los MTBDD se pierde.Por esta razón existe un método alternativo para 
al
ular aproxima
iones delas probabilidades, mostrado en [Bai98℄, que se resuelve 
on métodos numéri
ositerativos:
Pr+s = limn→∞Pr

+
s(n) donde:

Pr+s(n) =











0 si s ∈ Sno

0 si s ∈ S? ∧ n = 0

maxa∈κ(s)

{

∑

t∈S p(t|s, a).P r
+
s(n−1)

} si s ∈ S? ∧ n > 0Este método solo requiere memoria adi
ional para el ve
tor resultado. Elve
tor se ha
e más irregular a medida que 
onverge por lo que su alma
enamientoen MTBDD resulta lento e ine�
iente, y el desempeño varía mu
ho según elmodelo. Sin embargo el menor tamaño del ve
tor motiva la 
rea
ión de métodoshíbridos donde el ve
tor es alma
enado 
onven
ionalmente en una matriz yel resto del sistema se alma
ena en MTBDD. Los métodos híbridos [Par02℄están situados generalmente a mitad de 
amino entre los métodos puramentesimbóli
os y los métodos explí
itos en 
uanto a 
onsumo de re
ursos y tiempode pro
esamiento.
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Capítulo 6PRISMPRISM [HKNP06℄, del inglés Probabilisti
 Symboli
 Model Che
ker, es unaherramienta de simula
ión y model 
he
king simbóli
o de propiedades PCTL(Probabilisti
 Computation Tree Logi
) para 
adenas de Markov de tiempodis
reto y pro
esos de de
isión de Markov, y de propiedades CSL (ContinuousSto
hasti
 Logi
) para 
adenas de Markov de tiempo 
ontínuo, sobre la que seha veri�
ado una gran variedad de 
asos de estudio y permane
e en 
onstantedesarrollo.La herramienta, que es software libre, está es
rita en su mayoría en Java,salvo las rutinas de mayor 
osto 
omputa
ional que están es
ritas en C y sonllamadas a través de la Java Native Interfa
e para mejor desempeño. Esto in
luyea CUDD [Som99℄, el paquete de MTBDD utilizado.

Figura 6.1: PRISM en a

ión.55
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tura de PRISMPara veri�
ar un sistema, uno provee su espe
i�
a
ión es
rita en el lenguajede PRISM y una lista de propiedades a veri�
ar. La espe
i�
a
ión es parseada yse 
rea un modelo del tipo que 
orresponda. Luego se parsea la lista de propie-dades 
reando una lista de objetos de tipo PCTLFormula (que in
luye fórmulasCSL), y se las pro
esa una por una. Para 
ada propiedad se veri�
a que la lógi
aen la que está es
rita sea la ade
uada para el tipo de modelo en 
uestión y quesea apli
able al modelo. Una vez que se veri�
ó que la propiedad se ade
ua almodelo se invo
a al model 
he
ker propiamente di
ho de ese tipo de modelo, quedado un modelo y una propiedad 
al
ula la probabilidad de satisfa

ión. Esto serepite hasta a
abar 
on la lista de propiedades, y los resultados son mostradosen la 
onsola de PRISM o en su interfaz grá�
a, vista en la �gura 6.1.

Figura 6.2: Arquite
tura de PRISM.PRISM posee tres motores distintos para el 
ál
ulo numéri
o de probabili-dades: uno puramente simbóli
o que sólo utiliza MTBDD, uno híbrido que usauna matriz rala para el ve
tor resultado, y uno que usa solamente matri
es ralas.Como el resto de PRISM solo trabaja 
on MTBDD, el BDD de transi
iones se



6.2. EL LENGUAJE PRISM 57vuel
a a una matriz realizando una búsqueda DFS en la estru
tura del BDDprevio al 
ál
ulo de probabilidades. Estos tres motores le 
on�eren a PRISMuna gran versatilidad para la veri�
a
ión de modelos de todo tamaño. La �gura6.2 muestra la arquite
tura general de la herramienta.6.2. El lenguaje PRISMLos modelos de PRISM se espe
i�
an 
omo una 
omposi
ión de módulos,
omponentes del sistema que 
orren bajo alguna forma de 
on
urren
ia. El sis-tema y 
ada módulo en parti
ular poseen un 
onjunto de 
onstantes y variables
uyos rangos de valores son espe
i�
ados por el usuario:
onst int N = 5;x : [0..N℄ init 0;Cuando las variables no pertene
en a ningún módulo las llamaremos varia-bles globales. Cada 
ombina
ión distinta de los valores de todas las variablesrepresenta un estado del sistema.Apli
ando distintos operadores aritméti
os y de 
ompara
ión a variables yvalores 
onstantes se obtienen expresiones, que son fun
iones de las variables delsistema 
on imagen en los números reales, o en los booleanos 
uando se realizauna 
ompara
ión entre subexpresiones:formula in
r = x < N ? x + 1 : x;Para referirnos a un 
onjunto de estados utilizaremos su fun
ión 
ara
terís-ti
a es
rita 
omo expresión booleana.Cada variable puede ser ini
ializada 
on un valor estable
iendo un estadoini
ial úni
o que 
onsiste de los valores ini
iales de todas las variables, o bien
ara
terizando los estados ini
iales 
on una expresión.Las transi
iones dentro de 
ada módulo se espe
i�
an 
on 
omandos, que
onsisten de una a

ión utilizada para sin
roniza
ión que puede ser va
ía, unaguarda que es una expresión booleana que estable
e los estados a los que sepuede apli
ar el 
omando, y un 
onjunto de a
tualiza
iones, que son asigna
ionesa variables globales o pertene
ientes al módulo de nuevos valores junto 
onprobabilidad de elegir 
ada a
tualiza
ión. Se requiere que la variable a a
tualizaro
urra primada en la a
tualiza
ión y que la suma de las probabilidades de lasa
tualiza
iones de un 
omando sea igual a 1.Para espe
i�
ar ele

iones no determinísti
as se utilizan 
omandos 
uyasguardas des
riben 
onjuntos superpuestos. Cuando el sistema al
anza un estadoen la interse

ion de dos o más guardas, el 
omando a eje
utar es elegido deforma no determinísti
a y luego se elige la a
tualiza
ión de forma probabilista.Ejemplo 6.2.1. El siguiente modelo representa un balde que se va llenan-do progresivamente y puede ser va
iado 
ompletamente siempre que 
ontengaagua. La ele

ión de agregar agua o va
iarlo es no determinista para nivel ∈
[1..CAPACIDAD − 1].
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onst int CAPACIDAD = 4;module baldenivel: [0..CAPACIDAD℄ init 0;[℄ nivel < CAPACIDAD -> 1: nivel' = nivel+1;[℄ nivel > 0 -> 1: nivel' = 0;endmodule;La 
omposi
ión de módulos es tomada del lenguaje de espe
i�
a
ión CSP.El operador de 
omposi
ión más 
omún es ||, y es el usado por defe
to para
omponer módulos. Este operador permite todos los interleavings posibles delos 
omandos sele

ionables de 
ada módulo, salvo 
uando dos o más módulosposeen 
omandos 
on la misma a

ión, en 
uyo 
aso di
hos 
omandos debenser eje
utados simultáneamente en todos los módulos que poseen la a

ión.El operador ||| elimina esta restri

ión. Además se in
luyen operadores derenombre, o
ulta
ión y sin
roniza
ión sobre 
onjuntos de a

iones de�nidos porel usuario.Ejemplo 6.2.2. Veamos un modelo que ha
e uso intensivo de la sin
roniza
iónde a

iones entre módulos. Este modelo des
ribe un sistema en el que un bomberoha
e repetidos viajes entre un tanque y un in
endio trasladando agua en un balde,que a ve
es es vol
ada par
ialmente en el 
amino por a

idente. Estas 4 entidadesson modeladas individualmente en módulos separados y deben sin
ronizarse 
adavez que una a

ión involu
ra el estado de dos o más de ellas, 
omo por ejemploal llenar el balde 
on agua del tanque.mdp
onst int CAPTANQUE = 100;
onst int CAPBALDE = 2;
onst int LLAMAS = 30;
onst int MAXVIAJES = CAPTANQUE;module baldeb : [0..CAPBALDE℄ init 0;[llenarbalde℄ b < CAPBALDE -> 1: (b'=b+fun
(min,CAPBALDE-b,t));[
orrer℄ b > 0 -> 0.5: (b'=b)+ 0.5: (b'=b-1);[apagarfuego℄ true -> 1: (b'=b-fun
(min,l,b));endmodulemodule tanquet : [0..CAPTANQUE℄ init CAPTANQUE;[llenarbalde℄ t > 0 -> 1: (t'=t-fun
(min,t,CAPBALDE-b));endmodule
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endiol : [0..LLAMAS℄ init LLAMAS;[apagarfuego℄ l > 0 -> 1: (l'=l-fun
(min,l,b));endmodulemodule bomberoestado : [0..2℄ init 0;viajes : [0..MAXVIAJES℄ init 0;[llenarbalde℄ estado=0 -> 1: (estado'=1);[
orrer℄ estado=1 & viajes<MAXVIAJES -> 1: (estado'=2) & (viajes'=viajes+1);[apagarfuego℄ estado=2 -> 1: (estado'=0);endmoduleTambién se le pueden asignar re
ompensas a los distintos estados o tran-si
iones. Esto se realiza 
on bloques delimitados por las dire
tivas rewards yendrewards. Para asignarle una re
ompensa a un 
onjunto de estados, usamosuna expresión booleana para identi�
ar los estados y una expresión para el valorde la re
ompensa, separados por �:�. Para asignarle re
ompensas a transi
iones,identi�
amos la transi
ión 
on su a

ión y guarda y le asignamos una expresiónpara el valor. Cuando un estado o una transi
ión está in
luida en más de unade estas asigna
iones, se le asigna la suma de todas las re
ompesas apli
ables.Ejemplo 6.2.3. Siguiendo 
on el ejemplo anterior, podríamos llevar rastro dela 
antidad de viajes sin llevar la 
uenta dentro del modelo del bombero sino
on una estru
tura de re
ompensas aparte que aumenta 
ada vez que el bomberotermina de 
orrer, llegando a estado=2 que no puede repetirse hasta que elbombero volvió a llenar el balde:rewardsestado=2 : 1;endrewardsO bien podemos asignarle la re
ompensa a la a

ión de 
orrer dire
tamente:rewards[
orrer℄ true : 1;endrewards6.3. Modelos de PRISMLa representa
ión interna de un modelo de PRISM es muy similar a la ex-pli
ada en el 
apítulo anterior. Por 
ada variable de
larada en el modelo 
onrango [m..M ], se alma
ena el rango para poder 
onvertir las expresiones a BDDy se 
rean 2 · ⌈log2(M −m)⌉ variables booleanas en el paquete de BDD 
on lasque se 
odi�
an los valores 0 . . .M −m para las �las y 
olumnas de la matrizde transi
iones. Además según su tipo se agrupan referen
ias a las mismas enve
tores para rápido a

eso a la hora de operar 
on BDD, allDDRowVars enel 
aso de las variables de �la y allDDColVars para las de 
olumna. También
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rean variables booleanas por 
ada 
omando de 
ada módulo para resolverel nodeterminismo lo
al, referen
iadas en allDDChoi
eVars, variables por 
adamódulo para resolver el nodeterminismo en el interleaving de los mismos, refe-ren
iadas en allDDS
hedVars, y variables por 
ada a

ión que debe eje
utarseen sin
ronía, referen
iadas en allDDSyn
hVars. Estos últimos tres 
onjuntos devariables que 
ontienen todas las op
iones de nodeterminismo para una transi-
ión son agrupados en allDDNondetVars.Cada 
omando es 
onvertido a una matriz de probabilidad de transi
iones. Laa

ión del 
omando y el módulo al que pertene
e de�nen las �las sele

ionadas enallDDNondetVars. La guarda se tradu
e a un BDD y 
on éste se sele

ionan losestados origen en allDDRowVars. Luego para 
ada a
tualiza
ión se sele

ionanlas 
olumnas en allDDColVars, y a estas 
eldas sele

ionadas de la matriz seles asigna la probabilidad de la a
tualiza
ión. El BDD de transi
iones trans esla suma de las matri
es de transi
iones de 
ada 
omando.El BDD de estados ini
iales start es 
reado a partir de los valores ini
ialesde 
ada variable o tradu
iendo la expresión de estados ini
iales a un BDD.El BDD del 
onjunto de estados al
anzables rea
h es 
al
ulado 
omo vimosanteriormente 
omputando el forward set de los estados ini
iales.Finalmente se in
luyen BDD para 
ada de
lara
ión de re
ompensas agrupa-dos según su tipo.



Capítulo 7Implementa
iónPara agregar soporte de la lógi
a LTL a modelos no deterministas en PRISM,ne
esitamos ha
er que re
onoz
a las fórmulas en esta lógi
a 
omo propiedadesy proveer un model 
he
ker para las mismas, resultando en la arquite
tura dela �gura 7.1.

Figura 7.1: Cambios realizados a la arquite
tura de PRISM.61
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onseguir lo primero de�nimos una super
lase Formula de PCTLFormula,que provee métodos 
omunes para poder introdu
ir LTLFormula sin mayores
ambios al resto del programa. LTLFormula alma
ena fórmulas LTL donde sepermite de�nir op
ionalmente si se quiere 
al
ular la probabilidad máxima o mí-nima y las proposi
iones atómi
as son reemplazadas por expresiones booleanasde PRISM. Al igual que las proposi
iones atómi
as, las expresiones booleanasdeben valer o no en 
ada estado y este valor se puede 
al
ular a priori, por lo quela modi�
a
ión no afe
ta los algoritmos vistos. Los objetos de tipo LTLFormulason generados por el parser de PRISM, modi�
ado para que re
onoz
a la sintaxisde LTL además de PCTL y CSL de la siguiente forma:Formula = PCTLFormula| LTLProbLTLProb = ('Pmin' | 'Pmax')? LTLFormulaLTLFormula = LTLAndOr ('=>' LTLAndOr)?LTLAndOr = LTLUntil ('|' LTLUntil | '&' LTLUntil)?LTLUntil = LTLUnary ('U' LTLUnary)?LTLUnary = '!' LTLUnary| 'X' LTLUnary| 'F' LTLUnary| 'G' LTLUnary| LTLLabelLTLLabel = '"' Identifier '"'| '(' LTLFormula ')'| ExpressionUna vez 
reado el modelo y elegida la propiedad a veri�
ar, se despa
hala fórmula al model 
he
ker ade
uado. En el 
aso de las fórmulas LTL estees nuestro propio model 
he
ker, NondetLTLModelChe
ker, que implementa lamisma interfaz del resto de los model 
he
kers para fórmulas de tipo LTLFormulay modelos no deterministas, 
uyo �ujo de eje
u
ión se ve en la �gura 7.2. Elmismo genera un nuevo modelo no determinista del SNP produ
to en el que se
al
ula la probabilidad de al
anzar las 
omponentes terminales maximales queson a
eptadas.La propiedad re
ibida debe ser 
onvertida a un autómata de Rabin determi-nista para poder generar el SNP produ
to. Para evitar introdu
ir modi�
a
ionesinne
esarias a las herramientas de tradu

ión, que operan sobre fórmulas LTL sinmodi�
a
iones, eliminamos el operador de probabilidad y el resto de la fórmulaes negada en el 
aso del mínimo. También debemos reemplazar las expresionesbooleanas que o
urren en la fórmula por proposi
iones atómi
as y llevar rastrode estos reemplazos. Como queremos obtener un autómata lo más 
hi
o posible,intentaremos utilizar la menor 
antidad de proposi
iones atómi
as posibles parafa
ilitar la apli
a
ión de té
ni
as de redu

ión de la 
antidad de estados del au-tómata resultante 
omo las reglas de rees
ritura. Esto se logra fá
ilmente gra
iasa la prueba de equivalen
ia de orden 
onstante de los BDD: si 
ada expresiónse tradu
e a un BDD de todos los estados que la satisfa
en y 
al
ulamos elBDD de la interse

ión de estos estados 
on los estados al
anzables del modelo,todas las expresiones equivalentes en este modelo tendrán el mismo BDD deinterse

ión puesto que la representa
ión es 
anóni
a. Además, si la interse

iónes va
ía enton
es la propiedad es falsa para este modelo, y de la misma forma si
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ión es igual al 
onjunto de estados al
anzables enton
es la propiedadequivale a true. Por lo tanto 
ada expresión en
ontrada en la fórmula es tradu-
ida a un BDD e interse
ada 
on los estados al
anzables para obtener un BDD
B, que es 
omparado 
on el BDD de la fun
ión 
onstante 0, los estados al
an-zables, y los BDDs de todas las expresiones tradu
idas anteriormente. De serdistinta a todas las anteriores, se 
rea una proposi
ión atómi
a nueva p y el par
(p,B) es alma
enado en un di

ionario para rápida búsqueda. En 
aso 
ontrariola expresión es reemplazada por false, true o la proposi
ión atómi
a aso
iada a
B en el di

ionario, respe
tivamente. Obtenida una fórmula LTL propiamentedi
ha, se la tradu
e a un autómata de Rabin determinista 
on un puerto a Javade la herramienta ltl2dstar [Kle05℄, que a su vez utiliza un puerto a Java dela herramienta LTL2BA [GO01℄ para la 
onversión a un autómata de Bü
hi.Una vez generado el autómata de Rabin determinista de la fórmula, pro
ede-mos a 
rear variables booleanas en el paquete de BDDs para 
odi�
ar los estadosdel mismo en la forma vista en el 
apítulo 4. Como queremos que el model 
he-
king de fórmulas LTL no afe
te la opera
ión normal de PRISM no podemosalterar el orden de estas variables en el BDD, situadas al �nal del mismo. Lasreferen
ias a di
has variables son agregadas a 
opias lo
ales de allDDRowVars yallDDColVars según su tipo.Con el modelo, el autómata de la fórmula y todas las variables ne
esarias
readas, estamos en 
ondi
iones de generar el SNP produ
to siguiendo el pro
esodes
rito en el 
apítulo 5. La úni
a 
onsidera
ión que debemos ha
er es que lasproposi
iones atómi
as que etiquetan las transi
iones del autómata de Rabindeben ser 
onvertidas a los estados que representan en el modelo a través de lainterse

ión de los BDD de 
ada proposi
ión en la etiqueta o sus 
omplementosen 
aso de o
urrir negados, informa
ión que está disponible en el di

ionario
reado anteriormente. Los nuevos BDDs de transi
ión, estados ini
iales y estadosal
anzables junto 
on los nuevos 
onjuntos de variables son utilizados para 
rearun nuevo modelo no determinista.Dentro del nuevo modelo, realizamos la búsqueda de 
omponentes terminalesusando lo
kstep para la des
omposi
ión en CFC, y utilizando el motor de PRISMsele

ionado por el usuario 
al
ulamos la probabilidad máxima de al
anzarlasdesde los estados ini
iales, que son restados a 1 de haberse pedido el 
ál
ulo deprobabilidad mínima. El resultado es devuelto y el modelo del SNP produ
to esborrado, �nalizando la veri�
a
ión de la propiedad.
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Figura 7.2: El módulo NondetLTLModelChe
ker.



Capítulo 8Casos de estudioLos siguientes 
asos de estudio fueron realizados sobre Ubuntu Linux 7.10
on un pro
esador Athlon XP de 2,2GHz y 1GiB de RAM.8.1. Autoestabiliza
iónLos algoritmos de autoestabiliza
ión para redes de pro
esos sirven para re-gularizar automáti
amente situa
iones ilegales en la red en una 
antidad �nitade pasos. Estudiaremos el modelo presentado en [IJ90℄, donde una 
antidad dehosts están 
one
tados en una topología de anillo por la que se trans�eren to-kens entre los hosts. El objetivo del algoritmo de autoestabiliza
ión en este 
aso
onsiste en dejar un solo token en 
ir
ula
ión, partiendo de una situa
ión ini
ialen la que existe una 
antidad arbitraria de tokens en la red.El algoritmo 
onsigue su objetivo ha
iendo que 
ada host que posee un tokendes
arte todos los tokens entrantes, y 
ir
ula su token 
on igual probabilidadha
ia 
ualquiera de sus dos pares. El modelo PRISM de una red de 3 hosts estádado por:mdpglobal int token1: [0..1℄;global int token2: [0..1℄;global int token3: [0..1℄;module host1[℄ token1=1 -> 0.5: (token1'=0) & (token2'=1)+ 0.5: (token1'=0) & (token3'=1);endmodulemodule host2=host1[token1=token2,token2=token3,token3=token1℄ endmodulemodule host3=host1[token1=token3,token2=token1,token3=token2℄ endmoduleformula ntokens = token1 + token2 + token3;initntokens > 1endinit 65



66 CAPÍTULO 8. CASOS DE ESTUDIOPrevio a este trabajo era posible probar la 
onvergen
ia del modelo veri�-
ando la propiedad F (ntokens = 1) expresada en la lógi
a PCTL en PRISM,pero no era posible probar que en esta solu
ión el token pasa in�nitamente amenudo por todos los hosts de la red. Utilizando la lógi
a LTL, esta propiedades GF (tokeni = 1), y su veri�
a
ión dió los siguientes resultados:Hosts Modelo original Produ
toEstados Transi
iones Nodos Estados Transi
iones Nodos5 5 10 68 9 18 9210 1023 8960 369 1533 13109 75315 32767 430080 729 49149 634864 150820 1048575 18350080 1189 1572861 27197419 248825 33554431 734003200 1749 50331645 1090519014 369330 1073741823 28185722880 2409 1610612733 41943039969 5123Hosts Tiempo en segundos Prob.Rabin Produ
to CT Al
anzabilidad Total mínima5 0.066 0.002 0.002 0.001 0.078 110 0.062 0.006 0.011 0.001 0.081 115 0.062 0.012 0.078 0.001 0.154 120 0.061 0.020 0.537 0.002 0.621 125 0.066 0.030 4.321 0.002 4.419 130 0.067 0.047 55.689 0.001 55.805 18.2. Dining philosophersUn problema 
omún de 
on
urren
ia es el de los dining philosophers deDijkstra. N �lósofos se en
uentran sentados en una mesa pensando. En la mesahay un tenedor entre 
ada par de �lósofos y un plato de spaghettis para 
adauno. Cuando un �lósofo tiene hambre toma los dos tenedores próximos en algúnorden y 
uando obtiene ambos pro
ede a 
omer de su plato spaghettis hastasa
iarse, para luego seguir pensando. La es
asez de tenedores y la ne
esidad deobtener ambos para 
omer1 
onvierte a esta mesa en un problema de asigna-
ión de re
ursos 
ompartidos donde existe riesgo de deadlo
k 
uando todos los�lósofos toman un tenedor y por lo tanto no pueden tomar el otro, y de star-vation 
uando un �lósofo 
on menor prioridad en la estrategia intenta tomarlos 
ubiertos en un mal momento repetidamente o dire
tamente no re
ibe unturno para a
tuar. Como el algoritmo de model 
he
king implementado bus
a laprobabilidad máxima sin importarle la distribu
ión equitativa de las ele

ionesno deterministas, las situa
iones de starvation de 
omponentes individuales sontriviales de 
onseguir y por lo tanto analizaremos el progreso de todo el 
onjuntode �lósofos. El modelo del �lósofo puede verse en la �gura 8.1.Anali
emos la probabilidad mínima de que no se de una situa
ión en laque ningún �lósofo pueda 
omer, dada por la propiedad ¬FG(∀i : ¬
omiendoi),equivalente a GF(∃i : 
omiendoi). PRISM nos advierte que el modelo 
ontieneestados de deadlo
k de los que no parten transi
iones, por lo que se le agre-gan bu
les de estos estados a sí mismos utilizando el parámetro -fixdl. Laveri�
a
ión de la propiedad nos devuelve los siguientes resultados:1Las versiones más modernas y verosímiles del problema utilizan palillos 
hinos y distintosplatos.
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Figura 8.1: SNP de un �lósofo.Filósofos Modelo original Produ
toEstados Transi
iones Nodos Estados Transi
iones Nodos3 1655 5144 637 2196 6605 13804 19591 81166 1179 27152 108858 30235 231791 1200367 1832 327082 1640492 52786 2742319 17041820 2594 3884156 23412038 79897 32444255 235224495 3465 45743710 322190402 111108 383846431 3180491130 4041 535919264 4320818130 146229 4541268671 4, 23× 10
10 5534 6257847438 5, 68× 10

10 1851910 5, 37× 10
10

5, 56× 10
11 6732 7, 29× 10

10
7, 37× 10

11 2280111 6, 35× 10
11

7, 24× 10
12 8039 8, 48× 10

11
9, 45× 10

12 2746812 7, 52× 10
12

9, 34× 10
13 9455 9, 87× 10

12
1, 20× 10

14 3252013 8, 89× 10
13

1, 19× 10
15 10246 1, 14× 10

14
1, 51× 10

15 3795714 1, 05× 10
15

1, 52× 10
16 12614 1, 33× 10

15
1, 90× 10

16 43779Filósofos Tiempo en segundos Prob.Rabin Produ
to CT Al
anzabilidad Total mínima3 0.062 0.031 0.027 0.069 0.191 04 0.059 0.110 0.113 0.341 0.624 05 0.061 0.264 0.262 2.161 2.751 06 0.062 0.584 0.579 7.154 8.385 07 0.067 1.096 1.301 20.967 23.432 08 0.066 1.604 2.369 46.054 50.095 09 0.068 2.819 3.784 93.935 100.608 010 0.067 3.701 6.070 188.747 198.586 011 0.068 4.929 9.374 325.216 339.589 012 0.175 6.730 13.419 514.240 534.566 013 0.163 9.534 19.486 1088.579 1117.763 014 0.214 12.382 26.014 3364.620 3403.233 0La solu
ion de Duot, Fribourg y Claudine[DFC02℄ a este problema, basa-da en una solu
ión original de Lehmann y Rabin[RL94℄, 
onsiste en dejar el
ubierto obtenido si no se puede obtener el segundo para evitar deadlo
ks. Es-ta modi�
a
ión generalmente introdu
e un nuevo problema, el livelo
k, en elque todos los �lósofos toman un 
ubierto 
ada uno al mismo tiempo y, al nopoder obtener el segundo, también los liberan simultáneamente 
on lo que nin-guno 
onsigue 
omer. Sin embargo nuestra ele

ión del primer 
ubierto a tomar



68 CAPÍTULO 8. CASOS DE ESTUDIOes probabilista, lo que previene una repeti
ión in�nita de malas ele

iones. Elmodelo modi�
ado se muestra en la �gura 8.2.

Figura 8.2: SNP de un �lósofo libre de deadlo
k.Veri�
ando la propiedad anterior para este nuevo modelo, en el que no hayestados de deadlo
k 
omo en el 
aso anterior, obtenemos:Filósofos Modelo original Produ
toEstados Transi
iones Nodos Estados Transi
iones Nodos3 956 3048 765 1170 3699 16034 9440 40120 1650 12161 51204 40055 93068 494420 2854 123914 651935 77826 917424 5848524 4339 1250306 7892280 131727 9043420 67259808 6101 12534636 92300873 198228 89144512 757721264 8150 125037881 1052244328 275749 878732012 8402796252 10486 1242307383 11761616484 3660310 8662001936 92032909540 13109 12302615498 129425665440 46760Filósofos Tiempo en segundos Prob.Rabin Produ
to CT Al
anzabilidad Total mínima3 0.062 0.032 0.042 0.002 0.139 14 0.064 0.136 0.384 0.001 0.595 15 0.062 0.466 2.086 0.002 2.618 16 0.067 1.193 9.778 0.002 11.042 17 0.068 2.602 41.766 0.002 44.441 18 0.068 5.378 169.970 0.002 175.421 19 0.068 9.686 615.893 0.002 625.652 110 0.074 14.884 5970.809 0.001 5985.771 18.3. Binary exponential ba
ko�El algoritmo de binary exponential ba
ko� es una parte 
ru
ial del proto
oloCSMA/CD (Carrier Sense, Multiple A

ess with Collision Dete
tion) utilizadoini
ialmente en los estándares IEEE 802.3, también 
ono
idos en su 
onjunto
omo Ethernet. CSMA/CD es utilizado para resolver la 
onten
ión entre varioshosts para enviar mensajes a través de un 
anal úni
o 
omún.



8.3. BINARY EXPONENTIAL BACKOFF 69Para enviar un mensaje, un host es
u
ha el 
anal hasta que éste se deso
upey luego transmite su mensaje. Si otro host también transmite se produ
e una
olisión que destruye los 
ontenidos del mensaje, y por lo tanto los hosts debenen
ontrar una forma de enviar satisfa
toriamente sus mensajes sin más informa-
ión que la dete

ión de 
olisiones. El algoritmo ata
a este problema ha
iendoque ambos hosts esperen una 
antidad aleatoria a
otada de tiempo, múltiplodel tiempo ne
esario para propagar una señal en todo el medio, antes de rein-tentar el envío. De darse nuevamente una 
olisión, se dupli
a la 
ota máxima detiempo y toma otro número al azar de este intervalo. Esto se repite hasta que seal
anza una 
antidad máxima de intentos o hasta que el mensaje 
omienza a serenviado satisfa
toriamente, 
on lo que el host toma 
ontrol del 
anal y puedeenviar el resto del mensaje mientras que el resto de los hosts espera hasta quese deso
upe el 
anal. El nombre del algoritmo proviene de las 
otas 
re
ientespara la ele

ión del tiempo de espera, que son poten
ias de 2. Generalmente elalgoritmo es trun
ado, de modo que al 
abo de una 
antidad determinada deintentos la 
ota deja de in
rementarse.Modelamos una versión simpli�
ada de este problema donde una 
antidadde hosts intenta enviar un mensaje al mismo tiempo 
on una 
ota máximade 8 intervalos, y veri�
amos la probabilidad de satisfa

ión de las siguientespropiedades:
F (∃i.éxitoi), o sea, que alguno de los hosts en 
onten
ión 
onsigue enviarsatisfa
toriamente su mensaje.Intentos Hosts Modelo original Produ
toEstados Transi
iones Nodos Estados Transi
iones Nodos4 2 457 844 946 457 844 10423 11721 25850 3823 11721 25850 41014 166385 450336 9315 166385 450336 98705 2319849 7436402 18220 2319849 7436402 190526 32285417 119845992 29995 32285417 119845992 311045 2 777 1450 1240 777 1450 13633 41209 91504 6156 41209 91504 66284 897409 2353904 17341 897409 2353904 185245 19113453 57971074 36640 19113453 57971074 386186 2 1097 2056 1377 1097 2056 15183 99545 227154 8165 99545 227154 87274 3032993 8285980 26267 3032993 8285980 27771Intentos Hosts Tiempo en segundos Prob.Rabin Produ
to CT Al
anzabilidad Total mínima4 2 0.068 0.020 0.022 0.087 0.191 0.984383 0.062 0.110 0.138 0.725 1.036 0.996554 0.062 0.309 0.526 6.086 6.987 0.994735 0.068 0.643 1.937 40.271 42.925 0.993826 0.065 1.108 6.320 340.850 348.459 0.992475 2 0.062 0.030 0.028 0.156 0.279 0.998053 0.062 0.226 0.204 2.559 3.055 0.999724 0.068 0.754 1.043 51.227 53.102 0.999625 0.065 1.707 3.955 498.113 503.990 0.999556 2 0.075 0.038 0.032 0.231 0.363 0.999763 0.062 0.377 0.238 7.900 8.580 0.999984 0.069 1.386 1.362 199.657 202.685 0.99997
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G (¬((∃i : falloi)∧ (F ∃j : éxitoj))), o que no se dé que un host se apoderadel 
anal al mismo tiempo o luego de que otro host se haya dado porven
ido por error al suponer que el medio está roto.Intentos Hosts Modelo original Produ
toEstados Transi
iones Nodos Estados Transi
iones Nodos4 2 457 844 946 457 844 9793 11721 25850 3823 11721 25850 43154 166385 450336 9315 166385 450336 101715 2319849 7436402 18220 2319849 7436402 194836 32285417 119845992 29995 32285417 119845992 316175 2 777 1450 1240 777 1450 12773 41209 91504 6156 41209 91504 69124 897409 2353904 17341 897409 2353904 189085 19113453 57971074 36640 19113453 57971074 390966 2 1097 2056 1377 1097 2056 14143 99545 227154 8165 99545 227154 90304 3032993 8285980 26267 3032993 8285980 28229Intentos Hosts Tiempo en segundos Prob.Rabin Produ
to CT Al
anzabilidad Total mínima4 2 0.072 0.020 0.067 0.001 0.162 1.000003 0.065 0.119 1.016 1.335 2.539 0.957244 0.072 0.328 17.769 12.388 30.616 0.885965 0.076 0.690 323.786 87.500 412.049 0.796966 0.080 1.136 5574.260 575.652 6151.185 0.698695 2 0.065 0.031 0.114 0.001 0.212 1.000003 0.066 0.278 3.153 5.222 8.736 0.993134 0.075 0.791 101.370 82.417 185.150 0.977585 0.082 1.794 3238.850 901.554 4142.287 0.951906 2 0.064 0.037 0.157 0.010 0.259 1.000003 0.066 0.394 6.341 11.583 18.370 0.998974 0.077 1.424 311.844 298.170 611.517 0.99603En ambos 
asos los tamaños de los produ
tos fueron iguales a los de los mo-delos originales, puesto que los estados del modelo se 
orresponden dire
tamente
on los estados de los autómatas de Rabin de las propiedades.



Capítulo 9Con
lusionesSe implementó 
on éxito un model 
he
ker de propiedades LTL sobre laherramienta PRISM. El uso de métodos simbóli
os a lo largo de todo el pro
esode veri�
a
ión resulta en un 
onsumo de memoria que 
re
e linealmente respe
toal tamaño del sistema, in
luso 
uando la 
antidad de estados y transi
iones 
re
eexponen
ialmente.Este 
ódigo, 
on algunos agregados y modi�
a
iones, ha sido integrado alárbol de desarrollo de PRISM y formará parte de una versión futura. Los model
he
kers de PRISM y su lenguaje de espe
i�
a
ión de propiedades han sidoextendidos a PCTL∗, 
on el algoritmo implementado en este trabajo a 
argo dela veri�
a
ión de las fórmulas de 
amino para los pro
esos de de
isión de Markovvistos en este trabajo, y próximamente también para las 
adenas de Markov detiempo dis
reto en los que no hay no determinismo. Además se le ha agregado laveri�
a
ión de propiedades LTL bajo la hipótesis de fairness de [Bai98℄, para laque la 
onstru

ión del produ
to del modelo y el autómata de la propiedad es lamisma pero 
ambia levemente la de�ni
ión de estados a
eptados y su búsqueda.Adi
ionalmente se han implementado otras optimiza
iones al pro
eso de mo-del 
he
king. Como la búsqueda de 
omponentes fuertemente 
onexas 
onsumejunto 
on el 
ál
ulo de al
anzabilidad la mayor parte del tiempo de veri�
a
ión,se ha in
luído un algoritmo adi
ional [GPP02℄ que tiene una 
omplejidad linealrespe
to de la 
antidad de nodos del grafo, aunque en la prá
ti
a tiene unaperforman
e similar al algoritmo de lo
kstep. Al poder realizarse modi�
a
ionessobre el resto de PRISM, también se ha podido alterar la posi
ión de las va-riables agregadas en la veri�
a
ión en el orden de los BDD, resultando en un
onsumo de memoria 
onsiderablemente menor para el SNP produ
to debido aluso de una menor 
antidad de nodos para alma
enar la fun
ión de transi
ión, yuna mayor velo
idad en el resto del algoritmo que opera sobre el mismo.
71
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